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Chapitre 1Résolution des systèmes d'équationslinéaires : méthode du pivot deGauss
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Chapitre 2Espaes vetoriels de dimensions�nies :Appliation de la résolution dessystèmes linéairesDans tous e hapitre, K désigne R ou C.
2.1 GénéralitésDé�nition 1. On appelle espae vetoriel sur K (e.v sur K) ou K-espae vetoriel(K-e.v) un ensemble non vide E munid'une loi interne � � E �E �� E �u, v� z� u � vet d'une loi externe � �K �E �� E �α,u�z� α.u � αutelles que :1) �E,�� est un groupe ommutatif :(i) �u, v,w > E � u � �v �w� � �u � v� �w � u � v �w (sans parenthèses),3



Université Chouaib Doukkali M. Mouçouf(ii) §0E > E,�u > E � 0E � u � u � 0E � u,(iii) �u > E,§ � u > E �
u � ��u� � ��u� � u � 0E,(iv) �u, v > E � u � v � v � u.2)��u, v� > E2,��α,β� > K2 :a) α�u � v� � αu � αv. ) �αβ�u � α�βu� � αβu (sans parenthèses).b) �α � β�u � αu � βu. d) 1u � u.Les éléments de K sont appelés des salaires, eux de E sont appelés desveteurs et on les note parfois par ��u (une lettre surmentée d'une �èhe).Exemples 1.1) R est un R-e.v.2) C est un C-e.v et un R-e.v.3) On muni Kn des deux lois suivantes :�x1, . . . , xn� � �y1, . . . , yn� � �x1 � y1, . . . , xn � yn�et

α�x1, . . . , xn� � �αx1, . . . , αxn�
Kn est alors un K-e.v.4) L'ensemble K�X� des polyn�mes à oe�ients dans K est un K-e.v.5) Soit A un ensemble et E un K-e.v. On désigne alors par F�A,E� l'ensemblede toutes les appliations de A dans E.F�A,E� peut être muni des lois + et . dé�ni par :

f � g � x z� f�x� � g�x�
αf � xz� αf�x�On véri�e failement que F�A,E� est alors un K-e.v.Cas partiuliers :a) A � N, E � R et K � R : dans e as F�A,E� est l'ensemble des suites réellesqui est don un R-e.v.b) A � I un intervalle de R, E � R et K � R : F�A,E� est l'ensemble des fontionsnumériques dé�nies sur I qui est don un R-e.v.Faulté Des Sienes El Jadida 4 22 déembre 2013



Université Chouaib Doukkali M. MouçoufProposition 2. Soient E un K-e.v et u, v > E, α,β >K. Alors on a :1)0Ku � 0E et α0E � 0E.2) αu � 0E � α � 0K ou u � 0E.3) α�u � v� � αu � αv et �α � β�u � αu � βu.4) α��u� � �αu et ��1�u � �u.On notra par la suite (s'il n'y a pas de onfusion à raindre) 0 les éléments 0K et
0E.2.2 Sous-espaes vetorielsDé�nition 3. Soient E un K-e.v et F une partie de E. On dit que F est unsous-espae vetoriel de E (F est un sev de E) si :1) F x g,2) ��u, v� > F 2 � u � v > F (on dit que F est stable par la loi interne),3) �α >K,�u > F � αu > F (on dit que F est stable par la loi externe).Proposition 4. (Caratérisation)Soit F une partie d'un K-e.v E. Alors :

F est un sev de E� ¢̈̈�̈̈¤ F x g��u, v� > F 2,�α > K � αu � v > FRemarques 5.1) Soientt E est un K-e.v et F une partie non vide de E. F est un sev de E veutdire que F est un K-e.v pour les lois induites par elles de E :� � E �E �� E et . �K �E �� E�u, v� z� u � v �α,u�z� αu.2) Un sous espae vetoriel ontient toujours le veteur nul. Don pour montrerque F est une partie non vide de E, on se ontente de véri�er que le veteur nul
0 de E est dans F . En e�et, si 0 ~> F alors F n'est pas un sev de E ; et si 0 > Falors F est non vide.3) Si F est un sev de E et si E est un sev de G alors F est un sev de G.Faulté Des Sienes El Jadida 5 22 déembre 2013



Université Chouaib Doukkali M. MouçoufExemples 2.1) Si E est un K-e.v alors �0� et E sont des sev de E.2) Soit Kn�X� � �P >K�X�~deg�P � D n� (on onvient que �ª � n). Alors Kn�X�est un sev de K�X�.Si n Dm alors Kn�X� est un sev de Km�X�.3) E � R2 est un R-e.v, F1 � �0� �R et F2 � R � �0� sont des sev de E.4) soit I un intervalle de R. L'ensemble des fontions numériques dé�nies et déri-vables sur I est un sev de l'ensemble des fontions numériques dé�nies et ontinuessur I et e dernier est un sev de l'ensemble des fontions numériques dé�nies sur
I.Proposition 6. Soient E un K-e.v, �Fi�i>I une famille de sev de E, alors �

i>I Fiest un sev de E.Remarque 7. La réunion de deux sev de E n'est pas en générale un sev de E.Exemples 3.1) On sait que F � R2 � �0� et G � R � �0� �R sont des sev de R3.On a u > F �G
� §x,x�, y, z > R � u � �x, y,0� � �x�,0, z�
� x � x� et y � z � 0don F 9G � ��x,0,0�~x > R� � R � �0� � �0�.2) F � ��x, y� > R2~x�y � 0� et G � ��x, y� > R2~2x�y � 0� sont deux sous espaesvetoriels de R2. On a �1,�1� > F et �1,�2� > G mais �1,�1���1,�2� � �2,�3� ~> Fet ~> G, don �1,�1���1,�2� ~> F 8G, alors F 8G n'est pas un sous espae vetorielde R2.2.3 Somme et somme direteProposition et Dé�nition 8. Soient F1 et F2 deux sev d'un K-e.v E. On note
F1 � F2 l'ensemble �u1 � u2~u1 > F1 et u2 > F2�. F1 � F2 est appelé la somme de F1et F2 et 'est un sev de E.Proposition 9. Soient F1, F2 et F3 des sev d'un K-e.v E. Alors :1) F1 � F2 � F2 � F1.Faulté Des Sienes El Jadida 6 22 déembre 2013



Université Chouaib Doukkali M. Mouçouf2) F1 b F1 � F2.3) F1 b F2� F1 � F3 b F2 � F3.4) �F1 b F3 et F2 b F3�� F1 � F2 b F3.5) F1 � F1 � F1.6) F1 � �0� � F1.7) F1 �E � E.8) �F1 � F2� � F3 � F1 � �F2 � F3� (on peut don ne pas utiliser les parenthèses).Remarque 10. F1 � F2 est le plus petit sous espae vetoriel de E ontenant F1et F2.Dé�nition 11. Deux sev F1 et F2 d'un K-e.v E sont dit supplémentaires dans
E si et seulement si E � F1 � F2 et F1�F2 � �0�.On érit alors E � F1 `F2 et on dit que E est la somme direte de F1 et F2. F1(resp.F2) est dit un supplémentaire de F2 (resp.F2) dans E.Exemples 4.1) On a E � E ` �0�.2) Soient K � R,E � R2, F1 � R � �0�, F2 � �0� � R. On a E � F1 ` F2. En e�et,��x, y� > E on a �x, y� � �x,0� � �0, y� > F1 � F2. Don E b F1 � F2, et puisqu'ona déjà F1 � F2 b E, on onlut que E � F1 � F2. D'autre part, si �x, y� > F1�F2,alors y � 0 puisque �x, y� > F1 et x � 0 puisque �x, y� > F2. Don �x, y� � �0,0�,d'où F1�F2 � ��0,0��. En onlusion, E � F1 ` F2.Remarque 12. Un sev F de E peut avoir plusieurs supplémentaires dans E.Proposition 13. Soient F1 et F2 deux sev d'un espae vetoriel E. Alors E estsomme direte de F1 et F2 ssi tout éléments de E se déompose d'une façon uniqueen somme d'un éléments de F1 et d'un élément de F2. àd :
E � F1 ` F2� �u > E, il existe et unique �u1, u2� > F1 � F2 tel que u � u1 � u2.Exemple 1. Soient K � R,E � F�R,R� le R-e.v des appliations de R dans R.Soit F1 � �f > E~f paire � et F2 � �f > E~f impaire �.On a F1 et F2 sont des sev de E. En e�et, l'appliation nulle 0 � x � 0 està la fois paire et impaire, don F1 x g et F2 x g. De plus, la somme de deuxFaulté Des Sienes El Jadida 7 22 déembre 2013



Université Chouaib Doukkali M. Mouçoufappliations paires (resp. impaires) est une appliation paire (resp. impaire), et sion multiplie une appliation paire (resp. impaire) par un réel quelonque on obtientune appliation paire (resp. impaire).Soit f > F1 9 F2, alors f�x� � f��x� � �f�x�, don f�x� � 0 pour tout x > R,'est-ç-dire, f � 0. Par suite F1�F2 � �0�.D'autre part, Soit f > E. Il est faile de véri�er que l'appliation g�x� � f�x��f��x�
2est paire et que l'appliation h�x� � f�x��f��x�

2
est impaire. Comme f � g � h, alors

E � F1 � F2. Ce qui fait que E � F1 ` F2. En onlusion, toute appliation de Rdans R s'érit de manière unique omme somme de deux appliations l'une paireet l'autre impaire.Remarque 14. On montre de la même façon que toute fontion dé�nie sur undomaine (de dé�nition) qui est symétrique par rapport à l'origine ('est à dire,
x > Df � �x > Df ), s'érit de manière unique omme somme de deux fontionsl'une paire et l'autre impaire.2.4 Familles génératries.Dé�nition 15. Soient u1, . . . , un, n veteurs d'un K-e.v E. On appelle ombinai-son linéaire des veteurs u1, . . . , un tout veteur

u � α1u1 �� � αnun � nQ
i�1αiuiave α1, . . . , αn > K.Exemples 5.1) Tout polyn�me P > Kn�X� est une ombinaison linéaire des veteurs 1,X,X2, . . . ,Xn.2) Dans le C-e.v C2, tout veteur �z, z�� est une ombinaison linéaire des veteurs�1,0� et �0,1� : �z, z�� � z�1,0� � z��0,1�.3) Dans le R-e.v C2, tout veteur �z, z�� est une ombinaison linéaire des veteursFaulté Des Sienes El Jadida 8 22 déembre 2013



Université Chouaib Doukkali M. Mouçouf�1,0�, �0,1�, �i,0� et �0, i�. Si z � x� iy, x, y > R et z� � x� � iy�, x�, y� > R, alors ona : �z, z�� � x�1,0� � x��0,1� � y�i,0� � y��0, i�.Théorème 16. Soit E un K-e.v et u1, . . . , un > E. Alors :1) L'ensemble F des ombinaisons linéaires des veteurs u1, . . . , un est un sev de
E.2) F est le plus petit ( au sens de l'inlusion) sev de E ontenant u1, . . . , un.Dé�nition 17. Soient E un K-e.v et A � �u1, . . . , un� une famille de veteurs de
E. on appelle sev engendré par A l'ensemble F � �α1u1���αnun~α1, . . . , αn >K�des ombinaisons linéaires des veteurs u1, . . . , un ('est à dire des éléments de A).On dit aussi que A engendre F (ou une famille génératrie de F ).Notation . On note

F � sev`u1, . . . , une � sev`Aeou
F � vet`u1, . . . , une � vet`AeRemarque 18. Par onvention on pose sev`ge � �0�.Exemples 6.1) Kn � sev`�1,0, . . . ,0�, . . . , �0, . . . ,0,1�e.2) Kn�X� � sev`1,X,X2, . . . ,Xne.3) Dans R3, soient v1 � �2,1,0�, v2 � �0,�1,0�,

v3 � �2,�1,0� et soit F � sev`v1, v2, v3e. On montre que F � sev`v1, v2e � sev`v1, v3e �sev`v2, v3e, et don un e.v peut avoir plusieurs familles génératries. D'une façongénérale, le sev nul �0� possède exatement deux familles génératries g et �0�, etn'importe quel autre sev possède une in�nité de familles génératries. Par exemple,onsidérons le R-ev R (haque réel est à la fois salaire et veteur). On a α � α.1,don R � sev`1e. En général, si d est un réel non nul, alors on a α � α
d
.d, et don

R � sev`de.4) Soit u, v > E, alors sev`ue � �αu~α > K� � Ku et sev`u, ve � �αu � βv~α,β >
K� � Ku �Kv.Faulté Des Sienes El Jadida 9 22 déembre 2013



Université Chouaib Doukkali M. MouçoufProposition 19. Soient E un K-e.v et A,B,F des parties de E, alors :1) F � sev`F e� F est un sev de E.2) A b B � sev`Ae b sev`Be.3) Si F est un sev de E, alors : A b F � sev`Ae b F (ar F est stable parombinaison linéaire).4) sev`A 8Be � sev`Ae � sev`Be. Consequenes :a) sev`u1, . . . , ume � sev`u1e �� � sev`ume �Ku1 �� �Kumb) Si A est une famille génératrie de F1 et B est une famille génératrie de F2,alors A�B est une famille génératrie de F1 � F2.Dé�nition 20. On dit qu'un K-e.v E est de dimension �nie s'il admet au moinsune famille génératrie �nie.'est à dire : §�u1, . . . , un� > En tel que E � sev`u1, . . . , une.Exemples 7.1) R2 � sev`�1,0�, �0,1�e est de dimension �nie.2) �0� � sev`ge � sev`0e est de dimension �nie.3) Kn�X� � sev`1,X, . . . ,Xne est de dimension �nie.4) K�X� n'est pas de dimension �nie.2.5 Dépendane et indépendane linéaire.2.5.1 Famille liées, famille libres.Dé�nition 21. Soient E un K-e.v et �u1, . . . , un� une famille �nie de veteurs de
E.1) On dit que �u1, . . . , un� est une famille liée si :il existe α1, . . . , αn > K, non tous nuls, tels que α1u1 �� � αnun � 0.Les veteurs u1, . . . , un sont dits linéairement dépendants.2) On dit que �u1, . . . , un� est une famille libre si :

α1u1 �� � αnun � 0� α1 � � � αn � 0.Les veteurs u1, . . . , un sont dits linéairement indépendants.Faulté Des Sienes El Jadida 10 22 déembre 2013



Université Chouaib Doukkali M. MouçoufRemarques 22.1) Une famille est libre ssi elle n'est pas liée. Par onséquent, une famille quel-onque est ou bien libre ou bien liée.2) �u� est liée ssi u � 0.3) Toute sous-famille d'une famille libre est libre.4) Toute famille ontenant une famille liée est une famille liée. En partiulier :- Une famille qui ontient un veteur nul est une famille liée.- Une famille qui ontient deux veteurs égaux est une famille liée.5) La notion de �libre� ou �liée� ne dépends pas de l'ordre dont ses éléments sontdisposés.6) Une famille A est liée ssi il existe u > A tel que u > sev`A��u�e ; 'est à dire, uest une ombinaison linéaire des autres veteurs de A.7) Une famille A est libre ssi u ~> sev`A��u�e pour tout u > A ; 'est à dire, auunveteur de A n'est ombinaison linéaire des autres veteurs de A.Exemples 8.1) E � R2 : ��1,0�, �0,1�� et ��1,�1�, �1,1�� sont des familles libres.2) E � R2 : ��1,�1�, �1,1�, �3,�1�� est une famille liée puisque �3,�1� � 2�1,�1���1,1�.3) E � R2�X� : �1,X,X2� et �2 � 3X,3X �X2,X2� sont des familles libres.2.6 Bases.Dé�nition 23. On dit qu'une famille B � �u1, . . . , un� d'éléments d'un K-e.v Eest une base de E si et seulement si B est une famille libre et génératrie de E.Remarque 24. Soient �u1, . . . , un� une base de E et α1, . . . , αn une famille desalaires non nuls. Alors �α1u1, . . . , αnun� est une base de E.Exemples 9.1) E � Kn, soient e1 � �1,0, . . . ,0�, e2 � �0,1,0, . . . ,0�, . . . , en � �0, . . . ,0,1�. Alors�e1, . . . , en� est une base du K-e.v E, appelée base anonique (ou standard) de E.2) �1,X, . . . ,Xn� est une base de Kn�X�, appelée base anonique de Kn�X�.3) �g� est une base de �0�.Faulté Des Sienes El Jadida 11 22 déembre 2013



Université Chouaib Doukkali M. MouçoufProposition et Dé�nition 25. Soit B � �u1, . . . , un� une famille �nie d'un K-e.v
E. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :1) B est une base de E.2) �u > E, u s'érit de manière unique sous la forme : u � α1u1���αnun, α1, . . . , αn >
K.Les salaires α1, . . . , αn sont appelés les oordonnées (ou les omposantes) de udans la base B. xi s'appelle la ième oordonnée (ou omposante) de u dans la base
B.Notation . On utilise les notations u � �α1, . . . , αn�B et uB � �α1, . . . , αn� pourdire que u � α1u1 �� � αnun.Proposition 26. Soient E un K-e.v, F un sev de E et B � �v1, . . . , vm� unefamille de veteurs de E. Alors B est une base de F si et seulement si F � sev`v1e`�` sev`vmeRemarques 27.1. Si B � �u1, . . . , un� est une base de E, alors en hangeant l'ordre des veteurs uion aura une autre base de E. C'est pour ette raison qu'on note souvent les basesave des parenthèses et non ave des aolades.Par exemple : B1 � ��1,0�, �0,1�� et B2 � ��0,1�, �1,0�� sont deux bases du K-e.v
K2, et on a �x, y� � �x, y�B1

� �y, x�B2
.2. Ce sont les oordonnées des veteurs qui dépendent des bases et pas les veteurs.Théorème et Dé�nition 28. Soit E un K-e.v de dimension �nie. Alors :1) E admet au moins une base .2) Toutes les bases de E sont �nies et ont le même ardinal ('est à dire le mêmenombre d'éléments).On appelle alors dimension de E, et on note dimK�E� ou dim�E�, le ardinald'une base de E.Exemples 10.1) dim��0�� � 0 (g est une base de �0�).2) dim�K� � 1 et dim�Kn� � n.Faulté Des Sienes El Jadida 12 22 déembre 2013



Université Chouaib Doukkali M. Mouçouf3) dim�Kn�X�� � n � 1 (�1,X,X2, . . . ,Xn� est une base de Kn�X�).4) dimC�C� � 1 et dimR�C� � 2 (ar �1, i� est une base du R-espae vetoriel C).5) Les sous-espaes vetoriels de dimension 1 sont appelés droites vetorielles etles sous-espaes vetoriels de dimension 2 sont appelés plans vetorielles.6) Les sous-espaes vetoriels de dimension n � 1 d'un e.v de dimension n sontappelés hyperplans vetoriels. Lorsque n � 1, on parle plut�t des veteurs. Lorsque
n � 2, on parle de droites vetorielles. En�n, si n � 3, les hyperplans sont exate-ment les plans vetoriels.Remarque 29. le seul espae vetoriel qui a un nombre �ni de bases (une seule)'est l'espae nul.Théorème 30 (Théorème de la base inomplète). Soient E un K-ev de dimension�nie, B � �e1, . . . , en� une base de E et L � �v1, . . . , vr� une famille libre de E. Alorson peut toujours ompléter L par n� r éléments de B pour obtenir une base de E.Remarque 31. Soit E un K-e.v de dimension n et L � �v1, . . . , vr�une famillelibre de E. Alors on peut toujours ompléter L par n�r veteurs de E pour obtenirune base de E ; en e�et, e résultat se déduit du théorème préédent et de l'existened'une base de E.Théorème 32 (Théorème de la base extraite). Soient E un K-e.v de dimension�nie n et A une famille génératrie de E. Alors A ontient une base de E.Remarque 33. On déduit des théorèmes 30 et 32 que toute famille libre est onte-nue dans une base, et toute famille génératrie ontient une base.On en déduit de plus que :Si A est une famille génératrie de E, alors on peut ompléter toute famille librede E par des éléments de A pour obtenir une base de E.Proposition 34. Soient E un K-e.v de dimension �nie n et A une partie de E.Alors :1) A est une famille libre � ard�A� D n.2) A engendre E � ard�A� E n.3) (A est une famille libre et ard�A� � n�� A est une base de E.4) (A engendre E et ard�A� � n�� A est une base de E.Faulté Des Sienes El Jadida 13 22 déembre 2013



Université Chouaib Doukkali M. MouçoufRemarques 35. Les ontraposées des impliations et équivalenes de la proposi-tion préédente s'érivent :1) Si A ontient au moins n � 1 éléments alors A est liée.2) Si A ontient au plus n � 1 éléments alors A n'est pas une famille génératriede E.3) A n'est pas une base de E 
� A n'est pas libre ou ard�A� x n
� A n'engendre pas E ou ard�A� x n.Corollaire 36. Soient E un K-e.v de dimension �nie n et A une partie �nie de
E telle que ard�A� � n. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :1) A est une famille libre.2) A est une famille génératrie de E.3) A est une base de E.Tableau réapitulatif. Soit A une famille de veteurs d'un espae vetoriel Ede dimension n. Alors on a le tableau suivant :A est libre génératrie de E base de Eard(A)> n non ? nonard(A)< n ? non nonard(A)= n ? ? ?A libre et ard(A)= n oui oui ouiA génératrie de E et ard(A)= n oui oui ouiLe point d'interrogation signi�e qu'on ne peut pas tranher.Proposition 37. Soient E un K-e.v de dimension �nie et F un est un sev de E.Alors1) F est de dimension �nie et on'a dim�F � D dim�E�.2) dim�F � � dim�E�� F � E.Remarque 38. La proposition préédente n'est plus valable si l'on remplae E parun espae vetoriel dimension in�nie.Théorème 39. (Formule de Grassmann) Soient E un K-e.v et F,G deux sev de
E de dimensions �nies. Alors :

dim�F �G� � dim�F � � dim�G� � dim�F 9G�.Faulté Des Sienes El Jadida 14 22 déembre 2013



Université Chouaib Doukkali M. MouçoufNotation . Soient A et A� deux ensembles quelonques. On note par �A,A�� l'en-semble obtenu en adjoignant à A les éléments de A�.Par exemple, ��u, v,w�,�x,u, z�� � �u, v,w,x, u, z� et non pas �u, v,w,x, z�.Il est lair que A�A� b �A,A�� et que, �A,A�� � A�A�� A�A� � g.Dé�nition 40. On dit que deux sev F1 et F2 d'un espae vetoriel E sont ensomme direte si F1 � F2 � F1 ` F2.Proposition 41. Soient E un K-e.v et F1, F2 deux sev de E de bases B1 et B2.Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :1) F1 et F2 sont en somme direte.2) F1 9 F2 � 0.3) dim�F1 9 F2� � 0.4) dim�F1 � F2� � dim�F1� � dim�F2�.5) �B1,B2� est une famille libre.6) �B1,B2� est une base de F1 � F2.Comme onséquene de la proposition préédente et de la formule de Grass-mann, on a le résultat suivant :Corollaire 42. Soient E un K-e.v de dimension �nie et F1, F2 deux sev de E debases B1 et B2. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :1) E � F1 ` F2.2) dim�E� � dim�F1� � dim�F2� � dim�F1 � F2�.3) dim�E� � dim�F1� � dim�F2� et F1 9 F2 � 0.4) dim�E� � dim�F1� � dim�F2� et F1 � F2 � E.5) �B1,B2� est une base de E.Corollaire 43. Soient E un K-e.v de dimension �nie n, F un sev de E et B1une base de F . Pour avoir un supplémentaire de F il su�t de ompléter B1 parune famille de veteurs B2 pour obtenir une base de E. Le sous-espae vetoriel
G � sev`B2e est un supplémentaire de F (B2 est une base de G).Faulté Des Sienes El Jadida 15 22 déembre 2013



Université Chouaib Doukkali M. Mouçouf2.7 Rang d'une famille de veteursDé�nition 44. Soit A une partie d'un K-e.v E. On appelle rang de A, et on noterg�A�, l'entier naturel : rg�A� � dim�sev`Ae�.Proposition 45. Soient A et A� deux parties d'un K-e.v E. Alors :1) rg�A� D ard�A�.2) A b A�� rg�A� D rg�A��.3) max�rg�A�, rg�A��� D rg�A 8A�� � rg��A,A��� D rg�A� � rg�A��.4) rg�A� � max�rg�A��~A� b A, A� libre�.Proposition 46. Soit A une partie d'un K-e.v E de dimension �nie. Alors :1) A est une famille génératrie de E � rg�A� � dimE.2) A est une famille libre de E � rg�A� � ard�A�3) A est une base de E � rg�A� � ard�A� � dimE.La famille A est par dé�nition une famille génératrie de l'espae vetorielsev`Ae. Don pour que A soit une base du sev`Ae il faut et il su�t que A soitlibre. On a alors le orollaire suivant :Corollaire 47. Soit A une partie de rang �ni d'un K-e.v E. Pour que A soit unebase du sev`Ae, il faut et il su�t que rg�A� � ard�A�.2.8 Système d'équations linéaires assoié à une fa-mille de veteursProposition 48. Soient E un espae vetoriel de dimension p, B une base de E,
v � �b1, . . . , bp�B un veteur quelonque de E et A � �u1, . . . , un� une famille deveteurs de E. Considérons le système d'équations linéaires suivant�ASv� � x1u1B �� � xnunB � vB(à p équations et n inonnues). Alors :1) u > sev`Ae 
� �ASu� est un système ompatible.Faulté Des Sienes El Jadida 16 22 déembre 2013



Université Chouaib Doukkali M. Mouçouf2) A est une famille génératrie de E 
� �ASv� est un système ompatible.
3� An'est pas une famille génératrie deE 
�il existe un veteurudeE tel que le système �ASu�n'est pas ompatible 
�si on éhelonne �ASv�on trouve au moins une ondition de ompatibilité.4) A est une famille libre de E 
� �AS0� à une seule solution.5) A est une famille liée de E 
� �AS0� à une in�nité de solutions.6) A est une base de E 
� �ASv� est un système ompatible ave une seule solu-tion.Remarques 49.1) La proposition péédente n'est qu'une reformulation en termes de systèmes li-néaires des dé�nitions d'une famille génératrie, libre, liée et d'une base.2) le système �ASv� , où v � �b1, . . . , bp�B est un veteur quelonque, est un systèmeave des paramétres qui sont b1, . . . , bp.3) La notation �ASv� est introduite par l'auteur a�n de failiter l'ériture. Le ta-bleau omplet du système �ASv� est onstitué des oordonnées des veteurs de A etde v dans la base B érits en olonne, A donne le premier membre et v le seondmembre. Par exemple, posons A � �u1, u2� où u1 � �1,�2� et u2 � �2,3� et soit
v � �4,5�. On a xu1 � yu2 � u� �ASv� ¢̈̈�̈̈¤ x � 2y � 4�2x � 3y � 5Le tableau omplet de e dernier système est 1 2 4�2 3 5

les olonnes de e tableausont exatement les oordonnées des veteurs u1, u2 et v rangées vertialement.3) Le rang d'une famille de veteurs A est égal au rang du système homgène �ASv�où v est un veteur quelonque de E (par exemple v � 0).4) Si on ne mentionne pas la base de l'espae veotriel E � Rn, alors il s'agit de labase anonique.5) Soit S et S� � �v1, . . . , vp� deux familles de veteurs de E. Alors on a :sev`S�e b sev`Se � S� b sev`Se� v1 > sev`Se, . . . , vp > sev`Se� les systèmes �SSv1�, . . . , �SSvp� sont ompatibles.Puisque es systèmes ont le même premier membre, alors on peut les éhelonnéson même temps. Ces systèmes seront notés �SSv1 . . . vp� ou tout simplement �SSS��.Faulté Des Sienes El Jadida 17 22 déembre 2013



Université Chouaib Doukkali M. MouçoufD'où sev`S�e b sev`Se� les systèmes �SSS�� sont compatibles.2.8.1 Coordonnées d'un veteur dans une baseProposition 50. Soit B une base d'un espae vetoriel E, F un sev de E qui a
B� � �u1, . . . , un� omme base et Soit v un veteur de F . Alors l'unique solution dusystème �u1B . . . unB SvB� est exatement égale à vB�.Corollaire 51. (hangement de base) Soient B et B� � �u1, . . . , un� deux bases de
E et v un veteur de E. Alors l'unique solution du système �u1B . . . unB SvB� estexatement égale à vB�.2.8.2 Complétion d'une famille libreProposition 52. Soient A � ��v1, . . . , vp�� une famille libre d'un K-e.v E dedimension �nie, B � �u1, . . . , un� une base de E et v un veteur quelonque de E(on peut prendre v � 0) et �v1B . . . vpB SvB� le système assoié à la famille A et leveteur v. Pour ompléter la famille A, par des veteurs de B, en une base de E,on transforme le système �v1B . . . vpB SvB� en un système à lignes éhelonnéespuis on onsidère les lignes Li qui sont nulles ('est-à-dire, ne ontenant pas depivots). On herhe la position de l'origine de haune de es lignes dans la ma-trie initiale et ei on ne onsidérant que les permutations sur les lignesutilisées. Alors les veteurs ui dont les indies i orrespondent aux positionstrouvées omplétent A en une base de E.Remarques 53.1. Si E � Rn, on prend souvent B la la base anonique (la base le plus naturel de
Rn).2. On peut aussi herher la position de l'origine de haque ligne non nulle ('est-à-dire, ontenant un pivots) dans la matrie initiale et ei on ne onsidérantque les permutations sur les lignes utilisées. Dans e as, les veteurs uidont les indies i ne orrespondent pas aux positions trouvées omplétent A enFaulté Des Sienes El Jadida 18 22 déembre 2013



Université Chouaib Doukkali M. Mouçoufune base de E.3. Si on a pas utilisée de permutations sur les lignes, alors les veteurs de B dontles indies i orrespondent aux positions des lignes nulles, omplétent A en unebase de E. Par exemple, E � R4 et B est la base anonique.
A

Sans permutations des lignes��������������� 1 4 0
0 3 0
0 0 0
0 0 0

. On peut ompléter A par les veteurs e3 et
e4.
A

Sans permutations des lignes��������������� 1 4 0
0 0 0
0 3 0
0 0 0

. On peut ompléter A par les veteurs e2 et
e4.
A

Sans permutations des lignes��������������� 1 4 0
0 0 0
0 0 0
0 3 0

. On peut ompléter A par les veteurs e2 et
e3.
2.8.3 Détermination d'un supplémentaireProposition 54. Soient E un K-e.v de dimension �nie n, F un sev de E et B1une base de F . Soit B2 une famille de veteurs qui omplète B1 en une base de
E. Alors Le sous-espae vetoriel G � sev`B2e est un supplémentaire de F (B2 estune base de G).2.8.4 Base extraite d'une famille génératrieProposition 55. Soient A une famille de veteurs d'un K-e.v E de dimension�nie, �AS0� le système homogène assoié à la famille A, r le rang de e systèmeet F � sev`Ae le sous espae vetoriel engendré par A. Alors dimF � r et lesveteurs de A assoiés aux inonnues prinipales ('est à dire, aux olonnes pivots)onstituent une base de F extraite de A (les permutations des olonnes doivent êtreprises en ompte).Faulté Des Sienes El Jadida 19 22 déembre 2013



Université Chouaib Doukkali M. MouçoufRemarque 56. Une olonne pivot est une olonne qui ontient un pivot.2.8.5 Représentation artésienne d'un espae vetorielÉquations artésiennes d'un espae vetorielDé�nition 57. Soit F un sev de Rn. Si F est dé�ni par un système d'équationslinéaires �S� (néessairement homogène), On dit que �S� est une représentationartésienne de F , et les équations de �S� sont dites des équations artésiennes de
F .Remarques 58.1) Soit �S� un système d'équations linéaires homogène et F un sev de E � Rn.Alors �S� est une représentation artésienne de F si et seulement si F est égal àl'ensemble S des solutions de �S�.Généralement ('est-à-dire, si E x Rn), Si E est muni d'une base B, alors �S� estune représentation artésienne de F si et seulement si l'ensemble onstitué par lesoordonnées des veteurs de F dans la base B est égal à l'ensemble S des solutionsde �S�.2) Deux systèmes homogènes équivalents dé�nissent le même sev de E. Don unmême sev de E peut avoir plusièures (une in�nité) représentations artésiennes.Exemples 11.1) Dans R3, l'ensemble F � ��x, y, z�~x � y � z � 2x � 3z � 0� est le sev de R3d'équations artésiennes ¢̈̈�̈̈¤ x � y � z � 0

2x � 3z � 0C'est-à-dire, F est l'ensemble des solutions de e système.2) Dans R2�X� muni d'une base B, l'ensemble F � ��x, y, z�B~x�y�z � 2x�3z � 0�est le sev de R2�X� d'équations artésiennes ¢̈̈�̈̈¤ x � y � z � 0

2x � 3z � 0On a u � �x, y, z�B > F � ¢̈̈�̈̈¤ x � y � z � 0

2x � 3z � 0Proposition 59. Soient E un espae vetoriel de dimension n, B une base de E,
A une famille de veteurs de E, F � sev`Ae le sous espae vetoriel engendré par AFaulté Des Sienes El Jadida 20 22 déembre 2013



Université Chouaib Doukkali M. Mouçoufet v le veteur de E de oordonnées x1, . . . , xn dans la base B. Alors les onditionsde ompatibilités du système �ASv� fournissent une représentation artésienne (deséquations artésiennes) de F .Remarque 60. Si on éhelonne le système �ASv� et on ne trouve auune onditionde ompatibilité, alors le système �ASv� est ompatible pour tout v > E ; 'est-à-dire la famille A engendre E. Ce qui fait que F � E. Dans e as, l'équation
0x1 �� � 0xn � 0 est une équation artésienne de E.Corollaire 61. Soit F une partie de E d'un K-espae vetoriel de dimension net soit B une base de E. Alors F est un sev de E si et seulement si il existe unsystème homogène �S� tel que F � ��x1, . . . , xn�B~�x1, . . . , xn� > S�.Remarque 62. Si �S� est un système d'équations linéaires homogène à oe�ientsdans K, alors S est un sev de Kn où n est le nombre des inonnues.Détermination d'une Base à partir des équations artésiennesProposition 63. Soient E un espae vetoriel de dimension n, F un sev de E quiest dé�ni par un système d'équations linéaires homogène �S� de rang r. On saitque la solution générale de �S� peut s'érire sous la forme α1u1���αn�run�r où lessalaires α1, . . . , αn�r sont les inonnues seondaires du système �S� et u1, . . . , un�rsont des veteurs de E. Alors �u1, . . . , un�r� est une base de F . En partiulier, ona dimF � dim�E� � rg��S�� qui est égal au nombre d'inonnues seondaires.Remarques 64.1) Si auune inonnue n'est seondaire, alors S � �0�, et dans e as g est unebase de F .2) Les solutions partiulières de �S�, obtenues en donnant à l'une des inonnuesseondaires la valeur 1 et aux autres la valeur 0, onstituent une base de F .Proposition 65. Soient E un espae vetoriel, F1 et F2 deux sev de E d'équationsartésiennes �S1� et �S2�. Alors F1�F2 est le sev de E d'équations artésiennes�S�, où e dernier système est obtenu en adjoignant aux équations de �S1� ellesde �S2�.Faulté Des Sienes El Jadida 21 22 déembre 2013



Université Chouaib Doukkali M. Mouçouf2.8.6 Relations de dépendane linénaireDé�nition 66. Soient u1, . . . , up p veteurs d'un K-e.v E et soient α1, . . . , αp dessalaires de K, non tous nuls. La relation α1u1 � � � αpup � 0 est appelée unerelation de dépendane linéaire ou relation de liaison entre les veteurs u1, . . . , upou de la famille �u1, . . . , up�.Remarques 67.1) Il n'existe pas de relations de dépendane entre des veteurs linéairement indé-pendants.2) Si une famille de veteurs est liée, alors on peut toujours exprimer un veteurde ette famille omme ombinaison linéaire des autres veteurs, e qui se déduitfailement d'une relation de dépendane dans ette famille.Supposons qu'on a les relations de dépendane suivantes :
R1 � u1 � 2u2 � u3 � u4 � 0, R2 � 2u1 � u2 � 3u3 � u4 � 0, R3 � 4u1 � 5u2 � 5u3 � 3u4 � 0.On montre failement que R1 x λR2 et R2 x βR1 pour tout λ,β > R, on ditque les relations de dépendane R1 et R2 sont indépendantes. En revanhe, on a
R3 � 2R1 �R2, on dit que les relations R1,R2 et R3 sont dépendantes (La relation
R3 est super�ue).Proposition 68. Soient u1, . . . , uq q veteurs d'un K-e.v E et soient

R1 � α1u1 � � � αquq � 0� �
Rk � β1u1 � � � βquq � 0

k relations de dépendane entre les veteurs u1, . . . , uq. Alors, les relations R1, . . . ,Rksont des relations de dépendane indépendantes entre les veteurs u1, . . . , uq si etseulement si les veteurs �α1, . . . , αq�, . . . , �β1, . . . , βq� sont linéairement indépen-dants.Proposition 69. Soient A � �u1, . . . , uq� une famille de veteurs d'un K-e.v Ede dimension �nie, �AS0� le système homogène assoié à la famille A, et r lerang de e système. Soit C � �w1, . . . ,wq�r� une base quelonque de l'ensemble desFaulté Des Sienes El Jadida 22 22 déembre 2013



Université Chouaib Doukkali M. Mouçoufsolutions de �AS0�. Posons w1 � �α1, . . . , αq�, . . . ,wq�r � �β1, . . . , βq�. Alors on a lespropriétés suivantes :1)
R1 � α1u1 � � � αquq � 0� �
Rq�r � β1u1 � � � βquq � 0sont des relations de dépendane linéaire entre les veteurs u1, . . . , up, et elles sontindépendantes.2) On ne peut pas avoir plus que q�r relations de dépendane indépendantes entreles veteurs u1, . . . , uq.Exemple 2. Reprenons les exemples i-dessus, on a les veteurs �1,2,�1,1� et�2,1,�3,1� sont linéairement indépendants, et don les relations R1 et R2 le sontaussi. En revanhe, les veteurs �1,2,�1,1�, �2,1,�3,1� et �4,5,�5,3� sont linéai-rement dépendants, et par suite les relations R1, R2 et R3 le sont aussi.
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Université Chouaib Doukkali M. Mouçouf2.9 ExeriesQuestions de ours1. Un sev d'un espae vetoriel est-il toujours un espae vetoriel ?2. Soit A une famille d'un espae vetoriel E. Dire pourquoi l'ensemble sev`Ae estle plus petit (au sens de l'inlusion) sev de E ontenant A.3. Soient F et G deux sev d'un espae vetoriel E. Dire pourquoi l'ensemble F �Gest le plus petit sev de E ontenant F et G.4. Montrer que toute famille de veteurs ontenant une famille liée est aussi unefamille liée.5. Montrer que toute famille de veteurs ontenue dans une famille libre est aussiune famille libre.6. Le sev engendré par un système de veteurs de rang r est-il de dimension r ?7. Quel est l'interêt prinipal de trouver une base d'un espae vetoriel ?8. Un sev de dimension n d'un espae vetoriel E de même dimension est-t-il égalà E ?10. Soit E un espae vetoriel et B � �u1, . . . , un� une base de E. Déterminer lesoordonnées des veteurs ui dans la base B.11. Soient u, v et w trois veteurs deux à deux non olinéaires, 'est-à-dire, les troisfamilles �u, v�, �u,w� et �v,w� sont libres. Est-e-que �u, v,w� est aussi libre ?12. Soient A une famille de veteurs d'un espae vetoriel E, v et v� deux veteursdistints de E. Notons par r et r� les rangs des systèmes �ASv� et �ASv��. Quepeut-on dire de r et r� ?13. Soit A une famille d'un espae vetoriel E.(i) Montrer que rg�A� B Card�A� et rg�A� B dim�E�.(ii) Que peut-on dire de Card�A� et dim�E� ?14. Montrer que l'intersetion de deux sev de E est un sev de E.15. La réunion d'une base de F et d'une base de G est-elle une base de F �G ?16. Montrer que : une famille A est liée si et seulement si il existe u > A tel que
u > sev`A��u�e.17. Soient E espae vetoriel de dimension n et A une famille de veteurs de E deardinal n. Montrer que les onditions suivantes sont équivalentes :Faulté Des Sienes El Jadida 24 22 déembre 2013



Université Chouaib Doukkali M. Mouçouf(a) A est une famille libre.(b) A est une famille génératrie de E.() A est une base de E.18. Montrer que A est libre de E ssi rg�A� � card�A�.19. Montrer que A est une famille génératrie de E si et seulement si rg�A� �
dim�E�.20. Montrer que A est une base de E si et seulement si rg�A� � card�A� � dim�E�.21. Un supplimentaire d'un sev F est-il unique ?22. Les supplimentaires d'un sev F ont-ils la même dimension ?23. Soient A et B deux familles de veteurs d'un espae vetoriel E. Montrer querg�A 9B� B rg�A 8B� � rg��A,B�� B rg�A� � rg�B�.24. Soient A une famille de veteurs d'un espae vetoriel E et v un veteur quel-onque de E. Montrer que

v > sev`Ae� rg�A 8 �v�� � rg�A�.25. Soient A une famille libre de veteurs de E.(i) Montrer que
A 8 �v� est une famille liée � v > sev`Ae.(ii) L'impliation dans la question (i) reste-elle vraie si on ne suppose pas que lafamille A est libre.Exerie 1. Soient F est G deux sev d'un espae vetoriel E.(i) Montrer que F 8G est un sous-ensemble non vide de E stable par la loi externe.(ii) Montrer que F 8G est un sev de E si et selement si F b G ou G b F , 'est-à-dire, F 8G � G ou F 8G � F .Exerie 2. Soient B une base d'un espae vetoriel E et L une famille libre de

E. Montrer qu'on peut ompléter L par des veteurs de B pour obtenir une basede E.Faulté Des Sienes El Jadida 25 22 déembre 2013



Université Chouaib Doukkali M. MouçoufExerie 3. Montrer que toute famille génératrie A d'un espae vetoriel Eontient une base de E.Exerie 4. Soit E un espae vetoriel et soit B � �u1, . . . , un� une base de E.Montrer que(i) Toute partie A � �v1, . . . , vp� de E ayant plus de n éléments est liée.(ii) Toute partie A � �v1, . . . , vp� de E ayant moins de n éléments n'engendre pas
E.(iii) En déduire que deux bases d'un espae vetoriel de dimension �nie E ont lemême ardinal.Exerie 5. Soient E un espae vetoriel de dimension n et F un sev de E dé�nipar un système homogènes �S� (dans une base B de E). On sait que la solutiongénérale de �S� peut s'érire sous la forme s � α1u1B���αn�run�rB où les salaires
α1, . . . , αn�r sont les inonnues seondaires du système �S� et u1, . . . , un�r sont desveteurs de E.(i) Montrer alors �u1, . . . , un�r� est une base de F .(ii) En déduire que la dimension de F est égale au nombre d'inonnues seondairesdu système �S�.Exerie 6. Soit F un sev de dimension p de Rn où p � n.(i) Quel est le nombre minimal d'équations artésiennes de F .(ii) Appliation : F est une droite de R2 (resp. R3) un plan de R3.Exerie 7. Soient F le sev de R3 d'équations artésiennes¢̈̈�̈̈¤ 2x � y � 4z � 0

y � 3z � 0et G le sev de R3 d'équation artésienne 2x � y � 4z � 0. Déterminer F 9G.Exerie 8. Soit F le sev de R4 engendré par la famille de veteurs A � �u1 ��1,1,2,0�, u2 � �2,2,4,0�, u3 � �1,1,0,1�, u4 � �4,4,6,1��.1. Déterminer la ou (les) équations artésiennes de F .2. Parmi les veteurs v1 � �2,2,2,1� et v2 � �1,1,1,1�, déterminer eux qui appar-tiennent à F ?Faulté Des Sienes El Jadida 26 22 déembre 2013



Université Chouaib Doukkali M. Mouçouf3. La famille A est-elle libre ?4. Déterminer la dimension de F .5. Déterminer une base de F extraite de A.6. Compléter la base de F trouver dans la question 2. en une base B� de R4.7. Trouver un supplémentaire de F dans R4.8. Déterminer un nombre maximal de relations de dépendane linéaire indépen-dantes des veteurs de F .9. Quelles sont les oordonées du veteur v � �a, b, c, d� (les oordonnées sont don-nées dans la base anonique) dans la nouvelle base B� de R4.Exerie 9. Soit α > R. On onsidère les veteurs de R4 suivants :
u � �α,1 � α,α � 1, α � 7�, v � ��1,0,1,2�w � �0,1,�3,1�.Donner une ondition néessaire et su�sante sur α pour que u > sev`v,we.Exerie 10. Dans R3, on onsidère les veteurs u � �1,�1,1�, v � �0,1, a� où

a > R. Donner une ondition néessaire et su�sante sur a pour que sev`u, ve �sev`u,we.Exerie 11. Dans R5 on onsidère le sev F engendré par les veteurs v1 ��1,3,0,2,1�, v2 � �3,2,1,0,4�, v3 � �1,0,2,3,1�, et u4 � �6,3,�1,�8,9�.1.Déterminer les équations artésiennes de F .2. Trouver la dimension et une base de F qui est extraite de ette famille.3. Trouver les oordonnées de tous es veteurs dans ette base.4. Compléter la base obtenue pour avoir une base de R5.Exerie 12. Montrer que les sev de R4 suivants sont égaux :
F � ��z � 2y, y, z, y � z�~y, z > R� et G � ��x, y, x � 2y, x � 3y�~x, y > R�.
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Université Chouaib Doukkali M. Mouçouf2.10 SolutionsQuestions de ours1. Oui évidemment, pare qu'il véri�e tous les axiomes d'un espae vetoriel.2. Si F est un sev de E ontenant A, alors il ontient toutes les ombinaisonslinéaires des veteurs de A, et ei est dû au fait qu'un sev est stable par ombi-naison linéaire. Par suite, F ontient l'ensemble sev`Ae.3. Si H est un sev ontenant F et G, il ontient aussi F �G puisqu'il est stablepar la loi interne.4. Soit A une famille de veteurs qui ontient une famille liée L � �v1, . . . , vm�. Onsait qu'il existe des salaires non tous nuls α1, . . . , αm tels que α1v1���αmvm � 0.Si on érit le veetur nul sous la forme Pu>A�L 0u � 0, on obtient �α1v1���αmvm���Pu>A�L 0u� � 0. Cette dernière égalité montre bien que A est une famille liée.5. Soit L � �v1, . . . , vm� une famille de veteurs qui est ontenue dans une famillelibre A. Si α1v1 � � � αmvm � 0, alors �α1v1 � � � αmvm� � �Pu>A�L 0u� � 0. Cettedernière égalité est une ombinaison linéaire nulle des veteurs de A. Comme Aest libre, alors α1 � � � αm � 0. Cei montre que L est bien une famille libre.6. Oui évidemment, puisque dim�sev`Ae� � rg�A�.7. L'intérêt prinipal de trouver une base d'un espae vetoriel est que l'on peutdérire tout élément de et espae vetoriel ave le minimum de paramètres (lesoordonnées) grâe à la base.8. La réponse est oui. En e�et, soit F un sev de E tel que dim�F � � n. soit B� unebase de F . Alors B� est famille libre de E. Don il existe une base B de E qui laontient. On a B� b B et ard�B�� � ard�B�, alors B � B� et don B� est une basede E. Ce qui fait que F � E.9. Non évidemment, ar il su�t de onsidérer les deux droites vetoriels de R2,
D � sev`�1,0�e (l'axe des x) et D� � sev`�0,1�e (l'axe des y).10. On a ui � 0u1 ��� 0ui�1 �ui � 0ui�1 ��� 0un. Don uiB � �0, . . . ,0,1,0, . . . ,0�.11. La réponse est non. En e�et, onsidérons par exemple les veteurs e1 � �1,0,0�, e2 ��0,1,0� et e1 � e2 � �1,1,0�. Les trois veteurs sont deux à deux non olinéaires,mais la famille �e1, e2, e1 � e2� est évidemment liée.12. On a rg�A� � r � r�, ar le rang d'un système dépend du premier membre etFaulté Des Sienes El Jadida 28 22 déembre 2013



Université Chouaib Doukkali M. Mouçoufnon pas du seond membre.13. (i) Considérons le sev F � sev`Ae. La famille A est par dé�nition une famillegénératrie de F . Don dim�F � B Card�A�, 'est-à-dire, rg�A� B Card�A�. l'autreinégalité se déduit diretement du fait que dim�F � B dim�E�.(ii) On ne peut rien onlure.14. Soient F et G deux sev de E. On a 0 > F 9G, don F 9G x g. Considérons
α > K et u, v > F 9 G. On a u, v > F , don αu � v > F . Pour la même raison on
αu � v > G. Don αu � v > F 9G. En onlusion, F 9G est un sev de E.15. La réponse est non. en e�et �1� et �2� dont deux bases de R sans que �1,2�le soit.16. Soit u > A tel que u > sev`A��u�e. alors u est une ombinaison linéaire desautres veteurs de A, 'est-à-dire, il existe des salaires α1, . . . , αm et des ve-teurs u1, . . . , um de A distints de u tels que u � α1u1 � � � αmum. Par suite,
u � α1u1 �� � αmum � 0. Cei montre que A est bien une famille liée.Réiproquement, supposons que A � �v1, . . . , vp� est une famille liée. Alors il existedes salaires α1, . . . , αp non tous nuls tels que α1v1 �� � αpvp � 0. Supposons parexemple que αi x 0. alors vi � � 1

αi

�α1v1 � � � αi�1vi�1 � αi�1vi�1 � � � αpvp� >sev`A��vi�e.17. Il su�t d'utiliser le fait que toute famille libre est ontenue dans une base etque toute famille génératrie de E ontient une base de E.18. On a A est, par dé�nition, une famille génératrie du sev F � sev`Ae. Don
A est une famille libre � A est une base deF� dim�F � � card�A�� rg�A� � card�A�19. On a
A est une famille génératrie deE � sev`Ae � E� dim�sev`Ae� � dim�E�� rg�A� � dim�E�20. Se déduit immédiatement du deux questions préédentes.21. Non évidemment. En e�et, on a par exemple sev`�1,0�e ` sev`�0,1�e � R2 etsev`�1,0�e` sev`�1,1�e � R2.22. La réponse est oui. En e�et, soient F1 et F2 deux supplémentaires d'un sevFaulté Des Sienes El Jadida 29 22 déembre 2013
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F de E. on a F1 ` F � E et F2 ` F � E, don dim�F1� � dim�F � � dim�E� et
dim�F2� � dim�F � � dim�E�. Par suite, dim�F1� � dim�F2� � dim�E� � dim�F �.23. Se déduit failement du fait que sev`A 9 Be b sev`A 8 Be � sev`�A,B�e bsev`Ae � sev`Be.24. On a sev`Ae b sev`A 8 �v�e. Don rg�A 8 �v�� � rg�A� si et seulment sisev`Ae � sev`A 8 �v�e, et ei est équivalent à v > sev`Ae.25. On a rg�A� B rg�A 8 �v�� et omme A 8 �v� est une famille liée, alors rg�A 8�v�� x ard�A� � 1. Don rg�A 8 �v�� B ard�A� � rg�A�. Par suite, rg�A 8 �v�� �rg�A�, et don v > sev`Ae.
2ème méthode : Posons A � �u1, . . . , um�. Alors il existe α1, . . . , αm�1 des salairesnon tous nuls tels que α1u1 �� � αmum � αm�1v � 0. Si αm�1 � 0, alors on obtient
α1u1���αmum � 0 et puisque A est une famille libre, alors α1 � . . . � αm � 0. Ceiontredit le fait que les salaires α1, . . . , αm�1 non sont pas tous nuls. Par suite
αm�1 x 0, et don v � � 1

αm�1 �α1u1 �� � αmum� > sev`Ae.(ii) Non évidemment. Il su�t de prendre une famille �0� et v un veteur non nul.On a �0, v� est une famille liée sans que v > sev`Ae � �0�.Exerie 1.(i) On a 0 > F 8G, don F 8G x g. Considérons α > K et u > F 8G. On a u > Fet u > G, don αu > F 8G, 'est-à-dire, F 8G est stable par la loi externe.(ii) Si F b G ou G b F , alors F 8G � G ou F 8G � F , et don F 8G est un sevde E.Réiproquement, Soient F et G deux sev de E tels que F 8G est un sev de E etsupposons par l'absurde que F ~b G et G ~b F . Il existe alors un veteur u de F quin'appartient pas à G et un veteur v de G qui n'appartient pas à F . Le veteur u�vappartient ertainement à F 8G. Don u � v > F ou u � v > G, alors u � v � w > Fou u � v � e > G, et par suite v � w � u > F ou u � e � v > G d'où une ontradition.Exerie 2.Parmi les parties L� de B telles que L 8 L� est libre, Considérons une qui a unnombre maximal d'éléments. Notons ette famille par C. Alors L8C est une basede E. En e�et, la famille L 8C est, par hypothèse, une famille libre. De plus, soit
v un veteur quelonque de B. Si v > L 8 C alors v > sev`L 8 Ce, et si v ~> L 8 C,Faulté Des Sienes El Jadida 30 22 déembre 2013



Université Chouaib Doukkali M. Mouçoufalors la famille L 8 C 8 �v�, qui a plus d'éléments que la famille L 8 C, est liée.Alors v > sev`L 8 Ce puisque L 8 C est une famille libre. On a don montrer que
B b sev`L 8Ce. Par suite E b sev`L 8Ce. Ce qui fait que E � sev`L 8Ce, 'est-à-dire, la famille L 8 C est une famille génératrie de E. En onlusion, L 8 C estune base de E. Ce qui ahève la démonstration.Exerie 3.Parmi les partie L� de A telles que L� est une famille libre, onsidérons une qui aun nombre maximal d'éléments. Notons ette famille par B. Alors on a A b sev`B,ar sinon, il existe v > A tel que v ~> B. Comme B est libre, alors B 8 �v� est unefamille libre, e qui ontredit la maximalité de B. Par suite, A b sev`B et don
E �b sev`Be b sev`Be, 'est-à-dire, B est une famille à la fois génératrie et librede E. En onlusion, B est une base de E ontenue dans A.Exerie 4.(i) Supposons que p A n et onsidérons le système homogène �AS0�. Le nombred'équations de e système est n et le nombre d'inonnues est p. Don �AS0� est unsystème homogène qui a plus d'inonnues que d'équations, don il admet au moinsune solution non nulle disons �α1, . . . , αp� (Voir questions de ours du Chapitre1). L'égualité α1v1 �� � αpvp � 0 montre bien que A est une famille liée de E.(ii) Supposons que p � n et onsidérons système �ASv� où v � a1u1 � � � anunun veteur quelonque de E. Le nombre d'équations du système �ASv� est n etle nombre d'inonnues est p. Par suite les lignes du premier membre, n lignes,du système �ASv� sont des veteurs à p oordonnées, et omme p � n es lignesonstituent, d'après la question (i), une famille liée de l'espae Kp. Don l'une deslignes est ombinaison linéaire des autres lignes. Supposons par exemple que Li �
nQ
j�1
jxi αjLj et onsidérons le système �ASui�. Si on utilise l'opération Li� nQ

j�1
jxi αjLj � Lion obtient la ondition de ompatibilité 0 � 1 qui n'est pas vari�é, 'est-à-dire leveteur ui n'est pas une ombinaison linéaire des veteurs de A. En onlusion, lafamille A n'engendre pas E.(iii) Soit B une base de E et soit B� une autre bese de E. Puisque B� est unefamille libre et génératrie de E, on a, d'après les question (i) et (ii), ard�B� BFaulté Des Sienes El Jadida 31 22 déembre 2013



Université Chouaib Doukkali M. Mouçoufard�B�� B ard�B�. D'où ard�B�� � ard�B�.Exerie 5.(i) Il est lair que si l'on donne à l'une des inonnues seondaires une valeur nonnulle, on n'obient que des solutions non nulles de �S� (Voir la réponse à la question
5 du Chapitre 1 "la deuxième version").Il est lair aussi que les éléments uiB sont des solutions de de �S� (il su�t dedonner la valeur 1 à l'inonnue αi et la valeur 0 aux autres inonnues seondaires).Par suite uiB > F puisque F � S. Considérons maintenant un veteur s > F . Alors
s est une solution du système �S�. Don s � α1u1B ���αn�run�rB où les salaires
α1, . . . , αn�r sont les inonnues seondaires du système �S�. Cei montre que lafamille �u1, . . . , un�r� est bien une famille génératrie de F . Montrons maintenantque la famille �u1, . . . , un�r� est libre. Soit β1, . . . , βn�r des salaires tels que β1u1B�� � βn�run�rB � 0. Alors la solution s de �S� obtenue en donnant aux inonnuesseondaires les valeurs α1 � β1, . . . , αn�r � βn�r, est nulle. Mais ei n'est possibleque si β1 � . . . � βn�r � 0. Ainsi nous onluons que la famille �u1, . . . , un�r� estlibre et don 'est une base de F .(ii) Se déduit immédiatement de la question (i).Exerie 6.(i) Soit B une base de F , v � �x1, . . . , xn� un veteur quelonque de E. Il estlair que v > F si et seulement si le système �BSv� est ompatible, 'est-à-dire, lesonditions de ompatibilités du système �BSv� sont toutes véri�ées. Par suite, eséquations fournissent une représentation artésienne de F . D'autre part, le nombredes équations du système �BSv� est n et le rang est dim�F � � p. Don si on éhe-lonne e système, on obtient n � p onditions de ompatibilités. Ce qui fait que Fpeut être représenté par n � p équations.Réiproquement, Supposons que �S� est un système homogème qui dé�nit F (né-essairement à n inonnues) et qui a l équations. Alors la dimension de F estégale aux nombres d'inonnues seondaires de �S�. Don n � p est le nombre desinonnues prinipales de �S� qui est ertainement inférieur ou égal à l. CQFD.(ii) Une droite vetoriel de R2 est aratériseée par au moins une équation (exate-ment une ar 2� 1 � 1) et une droite vetoriel de R3 est aratérisée par au moinsFaulté Des Sienes El Jadida 32 22 déembre 2013



Université Chouaib Doukkali M. Mouçoufdeux équations (exatement deux ar 3�1 � 2). Un plan vetoriel est de dimension
2, et don il est aratérisé par au moins une équation 3 � 2 � 1Exerie 7. F 9G est le sev d'équations artésiennes¢̈̈̈̈̈�̈̈̈̈̈¤ 2x � y � 4z � 0

y � 3z � 0

2x � y � 4z � 0L'ensemble des solutions de e dernier système est ��0,0,0��. Ce qui fait que
F 9G � ��0,0,0��.Une deuxième méthode onsiste à résoudre séparément les équations de F et de
G. La résolution de es deux systèmes donnent F � ���7

2
z,3z, z�~z > R� et G ���1

2
�y�4z�, y, z�~y, z > R�. On a don u > F 9G si et seulement si u � ��7

2
z,3z, z� ��1

2
�y� � 4z��, y�, z��. On trouve alors que z � z� � 0 et don u � �0,0,0�. Par suite

F 9G � ��0,0,0��.Exerie 8.1. 1 2 1 4 x

1 2 1 4 y

2 4 0 6 z

0 0 1 1 t

Gauss���� 1 2 1 4 x
0 0 �2 �2 z � 2x
0 0 0 0 y � x
0 0 0 0 2t � z � 2x

.Don ¢̈̈�̈̈¤ x � y � 0�2x � z � 2t � 0
sont des équations artésiennes de F .2. Les oordonnées de v1 véri�ent les équations de F , alors que les oordonées de

v2 ne les véri�ent pas. Don v1 est un veteur de F et v2 ne l'ai pas.3. La famille A est liée ar rg�A� � 2 x ard�A�. L'existene des onditions deompatibilités montre aussi que A est liée.4. On a F � sev`Ae, don dim�F � � rg�A� � 2.5. Les olonnes pivots sont elles d'indies 1 et 3, et omme on n'a pas fait depermutations sur les olonnes, alors la famille �u1, u3� est une base de F extraitede A.6. Les lignes nulles sont L3 et L4, et on a utilisé une seule permutation 'est
L2 � L3. Don l'origine de L3 est L2 et elle de L4 'est L4. Par suite on peutompléter la famille �u1, u3� par les veteurs e2 � �0,1,0,0� et e4 � �0,0,0,1� enFaulté Des Sienes El Jadida 33 22 déembre 2013



Université Chouaib Doukkali M. Mouçoufune base de R4, 'est-à-dire B� � �u1, u3, e2, e4� est une base de R4.7. D'après la question préédente, on a le sev sev`e2, e4e de R4 est un supplémentairede F dans R4.8. On doit herher une base de l'ensemble des solutions du système �AS0�. Pourela il su�t de remplaer x, y, z et t par 0. On trouve alors que �AS0� a pourensemble de solutions ���2x2 �3x4, x2,�x4, x4�~x2, x4 > R�. Il est lair qu'une basede e dernier sev est ���2,1,0,0�, ��3,0,�1,1��. Par suite, les relations �2u1�u2 �
0 et �3u1 � u3 � u4 � 0 répondent à la question.9. On doit résoudre le système �B�Sv�.
1 1 0 0 a

1 1 1 0 b

2 0 0 0 c

0 1 0 1 dSi on déplae la troisième ligne pour qu'elle devient la première, on obtient letableau éhelonné équivalent suivant
2 0 0 0 c

1 1 0 0 a

1 1 1 0 b

0 1 0 1 dOn trouve alors une seule solution, S � �� c
2
, a � c

2
, b � a, d � a � c

2
��. Par suite,

vB� � � c
2
, a � c

2
, b � a, d � a � c

2
�.Exerie 9. IL su�t de herher des équations artésiennes du sev`v,we et inje-ter les oordonnées du veteur u dans es équations. On onsidère don le système�v,wSh�, h � �x, y, z, t�, et on détermine ses onditions de ompatibilités. On�1 0 x

0 1 y

1 �3 z

2 1 t

L4 �2L1 �L2�L4

L3 �L1 �3L2�L3���������� �1 0 x

0 1 y

0 0 z � x � 3y

0 0 t � 2x � yDon ¢̈̈�̈̈¤ x � 3y � z � 0

2x � y � t � 0sont des équations artésiennes de sev`v,we. Par suite, u > sev`v,we si et seulementsi α � 2.Faulté Des Sienes El Jadida 34 22 déembre 2013



Université Chouaib Doukkali M. MouçoufExerie 10. on a rg�u, v� � 2 et so on éhelonne �u,w� on trouve aussi rg�u,w� �
2. Don dim�sev`u, ve� � dim�sev`u,we�. Don sev`u, ve � sev`u,we si et seulementsi v > sev`u,we ar on déjà u > sev`u,we.Un alul simple montre que 3x�y�2z � 0 est une équation artésienne de sev`u,we.Par suite sev`u, ve � sev`u,we si et seulement si a � 1

2
.Exerie 11. On onsidère le système suivant et on applique la méthode de Gauss1. 1 3 1 6 x

3 2 0 3 y

0 1 2 �1 z

2 0 3 �8 t

1 4 1 9 e

L2 �3L1�L2

L4 �2L1�L4

L5 �L1�L5������� 1 3 1 6 x

0 �7 �3 �15 y � 3x

0 1 2 �1 z

0 �6 1 �20 t � 2x

0 1 0 3 e � x

L5�L2�L3�L5��������� 1 3 1 6 x

0 1 0 3 e � x

0 �7 �3 �15 y � 3x

0 �6 1 �20 t � 2x

0 1 2 �1 z

L3 �7L2�L3

L4 �6L2�L4

L5 �L1�L5������� 1 3 1 6 x

0 1 0 3 e � x

0 0 �3 6 y � 10x � 7e

0 0 1 �2 t � 8x � 6e

0 0 2 �4 z � e � x

3L4 �L3�L4

3L5 �2L3�L5�������� 1 3 1 6 x

0 1 0 3 e � x

0 0 �3 6 y � 10x � 7e

0 0 0 0 3t � 34x � y � 25e

0 0 0 0 z � 17x � 2t � 13e

.Don �34x�y �3t�25e � 0 et 17x�z �2t�13e � 0 sont des équations artésiennesde F .2. On a le rang du système i-dessus est 3. Don dim�F � � 3. De plus les olonnespivots sont les olonnes 1, 2 et 3, don B � �u1, u2, u3� est une base de F (ar ona pas utilisé de permutations sur les olonnes).3. On a u1B � �1,0,0�, u2B � �0,1,0�, u3B � �0,0,1�. Pour trouver les oordonnéesde u4, on peut utiliser les relations de dépendanes entre les inques veteurs.On remplae x, y, z, t, e par 0 dans le système éhelonnée obtennue, on trouveomme ensemble de solutions ���x4,�3x4,2x4, x4�~x4 > R�. Don �u1 �3u2 �2u3 �
u4 � 0. D'où u4 � u1 � 3u2 � 2u3 et par suite u4B � �1,3,�2�.3. Les lignes nulles sont L4 et L5. On n'a pas hangé la position de la ligne L4, maison l'a fait pour la ligne L5. Dans la permutation erulaire L5 � L2 � L3 � L5 onvoit lairement que l'origine de la ligne L5 est la ligne L3. On peut don ompléterpar les veteurs de la base anoniques e3 � �0,0,1,0,0� et e4 � �0,0,0,1,0� pouravoir une base de R5.Faulté Des Sienes El Jadida 35 22 déembre 2013



Université Chouaib Doukkali M. MouçoufExerie 12. faisons le hangement de variable z�2y � x�. il est lair que x� prendtoutes les valeurs de R, puisque z et y le sont. Don F � ��x�, y, x��2y, y�3z��~y, z >
R�. Le hangement de variable x� � x, Montre bien que F � G.Remarque. On peut parfois utiliser une méthode analogue à elle faite dans l'exer-ie prédédent, pour montrer que deux sev sont égaux à partir de leurs équationsartésiennes.
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