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Exercice 1 :
1) ∀ ∈ R , ∀a  x,y, z ∈ R3 et ∀b  u,v,w ∈ R3 :

f a  b  f x,y, z  u,v,w  f x  u,y  v,z  w


2x  u  y  v − z  w, 4x  u  2y  v − 4z  w,

4x  u  y  v − 3z  w


2x  2u  y  v − z − w, 4x  4u  2y  2v − 4z − 4w,

4x  4u  y  v − 3z − 3w


2x  y − z  2u  v − w, 4x  2y − 4z  4u  2v − 4w,

4x  y − 3z  4u  v − 3w


2x  y − z  2u  v − w,4x  2y − 4z  4u  2v − 4w,

4x  y − 3z  4u  v − 3w

 2x  y − z,4x  2y − 4z,4x  y − 3z
 2u  v − w, 4u  2v − 4w, 4u  v − 3w

 2x  y − z, 4x  2y − 4z, 4x  y − 3z  2u  v − w, 4u  2v − 4w, 4u  v − 3w
 f x,y, z  f u,v,w
 f a  f b

Donc : f est un endomorphisme de R3 .

2) A 

2 1 −1

4 2 −4

4 1 −3

3) f v1  f 1,1,1  2,2,2  21,1,1  2v1 .
f v2  f 1,0,1  1,0,1  v2 .
f v3  f 0,1,1  0,−2,−2  −20,1,1  −2v3 .

4) Puisque v1 , v2 et v3 sont des vecteurs propres de f associés aux valeurs propres
2 , 1 et −2 et puisque les valeurs propres 2 , 1 et −2 sont distinctes deux à deux alors :

S  v1,v2,v3 est un système libre de R3 .
Puisque S  v1,v2,v3 est un système libre de R3contenant 3 vecteurs et puisque

dimR3  3 alors : S  v1,v2,v3 est une base de R3 .

5) D 

2 0 0

0 1 0

0 0 −2
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6) Soit P 

1 1 0

1 0 1

1 1 1

la matrice de passage de B à S .

On a donc : P−1AP  D 

2 0 0

0 1 0

0 0 −2

.

7) P−1AP 

2 0 0

0 1 0

0 0 −2

 D  A  PDP−1  A−1  PDP−1−1  PD−1P−1 .

8) - 1ière méthode :

P|I3 

1 1 0

1 0 1

1 1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

L2  −L1  L2

L3  −L1  L3

1 1 0

0 −1 1

0 0 1

1 0 0

−1 1 0

−1 0 1

L2  −L2

1 1 0

0 1 −1

0 0 1

1 0 0

1 −1 0

−1 0 1

L2  L2  L3

1 1 0

0 1 0

0 0 1

1 0 0

0 −1 1

−1 0 1

L1  L1 − L2

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1 1 −1

0 −1 1

−1 0 1

 I3

1 1 −1

0 −1 1

−1 0 1

Donc : P−1 

1 1 −1

0 −1 1

−1 0 1

- 2ième méthode :

detP 

1 1 0

1 0 1

1 1 1

 −1 .

Δ1,1 
0 1

1 1
 −1 , Δ1,2  −

1 1

1 1
 0 , Δ1,3 

1 0

1 1
 1

Δ2,1  −
1 0

1 1
 −1 , Δ2,2 

1 0

1 1
 1 , Δ2,3  −

1 1

1 1
 0

Δ3,1 
1 0

0 1
 1 , Δ3,2  −

1 0

1 1
 −1 , Δ3,3 

1 1

1 0
 −1
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Donc : P−1  1
detP

t
comP  1

−1
t
−1 0 1

−1 1 0

1 −1 −1

 −
−1 −1 1

0 1 −1

1 0 −1



1 1 −1

0 −1 1

−1 0 1

9) a) A−1  PD−1P−1 

1 1 0

1 0 1

1 1 1

1
2

0 0

0 1 0

0 0 − 1
2

P−1



1
2

1 0

1
2

0 − 1
2

1
2

1 − 1
2

P−1  1
2

1 2 0

1 0 −1

1 2 −1

1 1 −1

0 −1 1

−1 0 1

 1
2

1 2 0

1 0 −1

1 2 −1

1 1 −1

0 −1 1

−1 0 1

 1
2

1 −1 1

2 1 −2

2 −1 0

b) ∀a  x,y, z ∈ R3 :

f−1aB  M f −1,B aB  A−1aB  1
2

1 −1 1

2 1 −2

2 −1 0

x

y

z

 1
2

x − y  z

2x  y − 2z

2x − y

Donc : f−1a  1
2
x − y  z, 2x  y − 2z, 2x − y
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Exercice 2 :

1) A 

3 6 5 21

2 4 3 13

1 2 1 5

2) A 

3 6 5 21

2 4 3 13

1 2 1 5

L1  L3

1 2 1 5

2 4 3 13

3 6 5 21

L2  L2 − 2L1

L3  L3 − 3L1

1 2 1 5

0 0 1 3

0 0 2 6

L3  L3 − 2L2

1 2 1 5

0 0 1 3

0 0 0 0

Donc : f 1, f 3  3,2,1, 5,3,1 est une base de Im f et rgf  2 .

3) 4  dimR4  rgf  dimker f  2  dimker f  dimker f  4 − 2  2
4) - 1ière méthode :

∀x,y, z, t ∈ R4 :
x,y, z, t ∈ ker f  f x,y, z, t  0,0,0
 3x  6y  5z  21t, 2x  4y  3z  13t,x  2y  z  5t  0,0,0



3x  6y  5z  21t  0

2x  4y  3z  13t  0

x  2y  z  5t  0



x  2y  z  5t  0

2z  6t  0

z  3t  0


z  −3t

x  2y − 3t  5t  0


z  −3t

x  2y  2t  0


x  −2y − 2t

z  −3t

Donc : ker f  −2y − 2t,y,−3t, t tq : y, t ∈ R .

- 2ièrme méthode :

A 

3 6 5 21

2 4 3 13

1 2 1 5


1 2 1 5

0 0 1 3

0 0 0 0

( d’après la question 2) )

L1  L1 − L2

1 2 0 2

0 0 1 3

0 0 0 0
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Donc : ∀x,y, z, t ∈ R4 :

x,y, z, t ∈ ker f 

1 2 0 2

0 0 1 3

0 0 0 0

x

y

z

t



0

0

0



x  2y  2t

z  3t

0



0

0

0


x  2y  2t  0

z  3t  0


x  −2y − 2t

z  −3t

Donc : ker f  −2y − 2t,y,−3t, t tq : y, t ∈ R .

5) - ∀a ∈ vect1,3 ∩ ker f : a ∈ vect1,3 et a ∈ ker f
a ∈ vect1,3  ∃, ∈ R tq : a  1  3  1,0,0,0  0,0,1,0

 , 0,, 0
a ∈ ker f  ∃y, t ∈ R tq : a  −2y − 2t,y,−3t, t
Donc : , 0,, 0  −2y − 2t,y,−3t, t  y  t  0
Par suite on a : a  0,0,0,0
Donc : vect1,3 ∩ ker f  0,0,0,0 .
Ce qui montre que la somme de vect1,3 et ker f est directe .

- dimvect1,3 ⊕ ker f  dimvect1,3  dim ker f  2  2  4  dimR4 .
Donc : vect1,3 ⊕ ker f  R4 .

6) Soit u,v une base quelconque de ker f .
Montrer que S′  1,3,u,v est une base de R4 .
- ∀,,, ∈ R tq : 1  3  u  v  0,0,0,0
1  3  u  v  0,0,0,0  1    −u − v
 1  3  −u − v ∈ vect1,3 ∩ ker f  0,0,0,0
 1  3  −u − v  0,0,0,0
         0 ( car 1,3 et u,v sont des systèmes libres de R4 ) .
Donc : S′  1,3,u,v est un système libre de R4 .

- Puisque S′  1,3,u,v est un système libre de R4 contenant 4 vecteurs et puisque
dimR4  4 alors : S′  1,3,u,v est une base de R4 .
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7) - ∀,, ∈ R tq : f 1  f 3  w  0,0,0
f 1  f 3  w  0,0,0  f 1  f 3  w  0,0,0
 f 1  3  w  0,0,0  w  −f 1  3  f −1  3 ∈ Im f .

Supposons  ≠ 0 alors : w  1
 f −1  3  f − 1

 1  3 ∈ Im f .

Ce qui est absurde . Donc :   0 .
On a alors : f 1  f 3  0,0,0 .
Donc :     0 ( car f 1, f 3 est une base de Im f ) .

Par suite on a :       0 .
Donc : B ′  f 1, f 3,w est un système libre de R3 .

- Puisque B ′  f 1, f 3,w est un système libre de R3 contenant 3 vecteurs

et puisque dimR3  3 alors : B ′  f 1, f 3,w est une base de R3 .

8) f 1  1f 1  0f 3  0w
f 3  0f 1  1f 3  0w
f u  f v  0,0,0  0f 1  0f 3  0w ( car u,v ∈ ker f ) .

On a donc : f1B′ 

1

0

0

, f3B′ 

0

1

0

et fuB′  fvB′ 

1

0

0

Ce qui montre que : A ′ 

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

.
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