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INTEGRALE DE RIEMANN

1 Définitions
Dans tout le chapitre, a < b et f est une fonction réelle bornée sur [a,b] =1

Définition 1.1 Un partage de I est un ensemble p = {zg, z1, ..., Zn—1,2n} avec
a=290 <21 < ... <Tp_1 <Typ=2"0
Sip Cp' on dit que p’ est plus fin que p.

Notation 1.2 Vk € {1,....,n} : Iy = [xg_1, 2] ; mk = inf f(Ix); My = sup f(Ix)

Définition 1.3 Sommes de Darboux de f relatives a un partage p :
n n
sp(p) = X (@r — mp—1)ma; Sp(p) = Y- (wr — 2p—1)My (on a donc s¢(p) <
k=1 =
S¢(p))

Propriété 1.4 p C p' = [s;(p) < s;(p) et Sp(p) = Sy (p')]

Démonstration :
Principe de la démonstration pour la premiére propriété (idem pour l'autre) :
1) Cas particulier : p = {xg, ...,z } et p = pU{z} avec zj_1 <z < x}
2) Cas général : p' = pU{y1,...,y,} : récurrence sur r, en utilisant 1)

Propriété 1.5 Pour tous partages p et p’ : s¢(p) < S¢(p)

Démonstration :
sf(p) < sp(pUp’) <SplpUp’) < Sp()

Remarque 1.6 SoitP [’ensemble de tous les partages del : ’ensemble {Sf(p)}pem
est donc magoré (par un quelconque S¢(p)) et l’ensemble {Sf(p)}pem est donc

minoré (par un quelconque s¢(p)).

Notation 1.7 On note oy = sups¢(p) et 3 ; = inf S¢(p)
pEP peP

Propriété 1.8 oy <3,



Démonstration :
Sinon oy = 3, et il existerait des partages p et p’ tels que oy = s¢(p) =

(op+ >-1) = 8Ss(’) = > impossible car s¢(p) < S¢(p')

Théoréeme 1.9 f est intégrable au sens de Riemann, ou Riemann-intégrable,
ou R-intégrable, si et seulement si op = Zf. dans ce cas on note oy = Zf =

fab f(z)dz, intégrale (de Riemann) de f sur [a, b

Notation 1.10 Si a > b, on pose f;f(x)dac = — [ f(x)dz (si f est R-
intégrable sur [b,a]) ; on pose de plus : [ f(z)dx =0

2 Propriétés

Théoréme 2.1 (relation de Chasles)

Soient a,b,c € R, distincts deux & deux; soient o = min{a,b,c} et § =
max {a,b,c}. Si f est R-intégrable sur [a, ], alors les trois intégrales fac f(x)dx,
f; f(@)dz et [ f(x)dz sont définies et l'on a :

[5 f(z)de = f;f(x)dx + [y f(z)dx

Théoréme 2.2 Soit A € R et f,g R-intégrables sur [a,b]. Alors :
1) f + g est R-intégrable et f;(f +9)(z)dz = f; f(x)dx + ffg(:v)dx
2) \f est R-intégrable et fab()\f)(x)dx = )\fabf(x)dx
3) fg est R-intégrable

Remarque 2.3 Les propriétés 1) et 2) expriment que l’ensemble R des fonc-
tions R-intégrables sur [a,b] est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel des

fonctions bornées sur [a,b] et que lapplication ¢ : R — [a,b] : f — f; f(x)dx
est une forme linéaire sur R

Théoréme 2.4 Si f est R-intégrable sur [a,b] et vérifie : Vx € [a,b] : f(x) >0,
alors : fff(:v)dx >0
(La forme linéaire ¢ définie ci-dessus est donc une forme linéaire positive)

Théoréme 2.5 On a l’équivalence : f R-intégrable sur [a,b] <= Ve = 0 Jp €
B:Ssp) —splp) <¢

Théoréme 2.6 Les fonctions monotones sur [a,b] sont R-intégrables sur [a,b].

Rappels : 1) Une fonction f définie sur un intervalle ouvert contenant z
présente en xy une discontinuité de premiére espece si et seulement si : f est
discontinue en xzg et lim f(x) et lim f(z) existent dan R.

r—To+ T—T0—

2) Une fonction f définie sur [a,b] est continue par intervalles sur [a,b] si
et seulement si elle n’admet qu’un nombre fini (éventuellement nul) de discon-
tinuités, ces discontinuités étant toutes de premiere espece.

Théoréme 2.7 Les fonctions continues par intervalles sur [a, b] sonr R-intégrables.



Théoréme 2.8 Si f est R-intégrable sur [a,b], alors : |f| est R-intégrable sur
a,8] et ¢ | [} f(@)do| < [71f (@) da

Notation : Soit f R-intégrable sur [a,b] (on sait que alors,pour tout = €
la,b], f est R-intégrable sur [a,z]); on sait par ailleurs que [ f(@) dt =0). On
définit alors la fonction notée F : [a,0] — R : z — F(z f f(t)

Théoréme 2.9 1) Si f est R- intégrable sur [a,b], alors F est continue sur
[a,b]
2) Si f est continue sur [a,b], alors F est dérivable sur [a,b] et F' = f

Théoréme 2.10 (Inégalité de la moyenne)

Soient m = inf f([a,b]) et M = sup f([a,b]). Alors, si f est R-intégrable sur
[a, b] :

m(b—a) < 7 f(z)dz < M(b— a)

Théoréme 2.11 (formule de la moyenne pour une fonction continue)

Si f est continue sur |a,b], alors : Jc € [a,b] : f flz)dz = (b—a) f(c)

Notation :

Soit f bornée sur [a,b] et p = {xo,...,x,} un partage de [a,b]. Un élément
£ =(&1,...,&) € R™ est un n-uple associé a p si et seulement si: Vk € {1,...,n} :
&k € [Tp—1,2k] -

Définition 2.12 Awvec les notations ci-dessus, on appelle somme de Riemann
n

de f correspondant a p et & le nombre ¢¢(p,§) = > (vr — x1—1) f(&k)
Théoréme 2.13 (les notations sont les mémes que ci-dessus
f est R-intégrable sur |a,b] si et seulement si :
d e R:Ve>=03a>0:VY(p : k?llax }(mk—xk_l) < a =
€

gyl

lor(p, &) — 1| < €. Dans ce cas, on a : 1= ff f(x)dx

Théoréme 2.14 Soit f une fonction R-intégrable sur [a,b] ; soit la suite (un)neN*

nob— b
définie par : up, = > af <a + k:—) Alors : limu,, = f flx
k=1 N
Démonstration :
11 suffit d’appliquer le théoréeme précédent au partage p = {zo,...,z,} tel

b —

que Vk € {1,....,n} : ) —xp_1 = et au n-uple £ = (x1, ..., )

Remarque 2.15 Ce théoreme permet d’étudier des limites de suites.

L 1
E le : Etudier li = :
xemple udier lim u,, avec u, k2=:1 p——

no1 1 ) . o

u, = ), — X —; soit alors la fonction f définie par f(r) = — pour
k=1 1+ z
d
€ [1,2]. f est continue sur [1,2]; donc : limu,, = L n2
1 X



Théoréme 2.16 (changement de variable)
Soient les fonctions f et g telles que : f est continue sur [a,b]; g est dérivable

sur (o, 3] et ¢’ est continue sur (o, f]; Vt € [a,B] : g(t) € [a,b]. Alors :
Sty $@)dz = [ fa(0)g/ ()t

Théoréme 2.17 (intégration par parties)
Soient deux fonctions f et g dérivables sur [a,b] et telles que ' et g’ soient

continues sur [a,b]. Alors : f;f(:v)g’(:c)dx = [f(:v)g(:c)]g - f;f "(z)g(x)dx



INTEGRALE DE LEBESGUE

3 Sous-ensembles négligeables de R

3.1 Famille sommable

Définition 3.1 Soit I un ensemble quelconque. Soit F(I) l’ensemble des parties
finies de 1. Soit a = (a;)ie1 une famille de réels a; : on note, pour J € F(I) :

sy(a) = > a; € R. La famille a = (a;)iecy est dite sommable si et seulement si :
ieJ
dseR:Ve>0:3J.eFI):VJeFI):J.CJ=|s—sj(a)| <¢

Dans ce cas, on note : s = > a;, que l’on nomme somme de la famille
i€l
sommable a. Ce nombre s est unique.

3.2 Longueur d’un intervalle borné de R

Définition 3.2 Soit I un intervalle borné; soit a = inf1 et b = supl. La lon-
gueur de I est [(I) = b—a.

3.3 Sous-ensemble négligeable de R

Définition 3.3 Soit E C R. E est négligeable si et seulement si : pour tout
e = 0 il existe une famille (1,,),,c; d’intervalles ouverts bornés telle que :
1)Ec UI,

nel
2) la famille (I(1,))ner de réels positifs est sommable et Y I(1,) < &
nel

Propriété 3.4 1) Toute partie d’un ensemble négligeable est négligeable
2) Toute réunion finie ou dénombrable d’ensembles négligeables est négligeable
(en particulier, tout ensemble fini ou dénombrable est négligeable).

Remarque 3.5 Un ensemble peut étre négligeable sans étre fini ou dénombrable :

Exemple :
L’ensemble triadique de Cantor est négligeable et a la puissance du continu
(rappelons qu'il s’agit de l'ensemble K = [ Fj,avec Fy = [0, 1] et, pour tout

neN
n € N : on passe de F\, & F\, 11 en supprimant dans chaque intervalle maximal
b— b— 12
[a,b] C F,, l'intervalle }a + Ta,a + QTQ [; exemple : F; = [0, 1] —] 33| =

ool B ) )

3.4 Propriété vraie presque-partout

Soit une propriété P(z) (z € R). La propriété P(x) est vraie presque-partout
sur A C R si et seulement si P(z) est vraie pour tout x € A — E, E étant
négligeable.

Exemple d’utilisation de cette notion :



Théoréme 3.6 Soit f : [a,b] — R. [ est R-intégrable si et seulement si :

1) f est bornée sur [a,b]

2) f est continue presque-partout sur [a,b] (i.e.l’ensemble de ses points de
discontinuité sur |a,b] est négligeable).

4 Mesure de Lebesgue

4.1 Fonctions continues a support compact

Définition 4.1 Soit f € § (ensemble des fonctions réelles définies sur R). Le
support de f est : Supp(f) = Adh(f~1(R¥)).

On note R ’ensemble des fonctions f, continues et a support compact. C’est
un sous-espace vectoriel de §.

4.2 Mesure de Lebesgue

Soit f € R; Supp(f) étant borné, soient a,b € R tels que Supp(f) C [a,b].
Alors (par relation de Chasles) f; f(z)dz (intégrale de Riemann de la fonction
f continue sur [a, b]) est indépendant de a et b ainsi choisis.

Définition 4.2 La mesure de Lebesgue sur R est l'application p : 8 —R :
feuplf)= f;f(:v)dx, a et b étant choisis arbitrairement comme ci-dessus.

Propriété 4.3 D’aprés les propriétés connues de lintégrale de Riemann :
est une forme linéaire positive sur l’espace vectoriel R, i.e. :

1)¥a,f e RVf, g€ &: plaf + Bg) = ap(f) + Bu(g)
2) Vz e R f(z) =2 0] = u(f) 20
De plus : Si f € R, alors |f| € R et - |u(f)] < u(|f])

5 Suites de Cauchy en moyenne de fonctions a sup-
port compact

5.1 Norme en moyenne sur K

Théoréme 5.1 L’application f — pu(|f|) de & dans RT est une norme sur les-
pace vectotiel R

Démonstration :
D) u(|f]) = 0= [P|f(x)|dr =0 f =0
2)Vf.geR:u(lf+g) = [T1f + gl (@)de < [0 f(x)|dx+ [ |g(x)| dz donc

p(lf +90) < u(lf1) + ullgl)
3) Vf € RVA e R u(Af]) = [A[u(lf])

Définition 5.2 L’application f — u(|f|) ainsi définie est la norme de la
convergence en moyenne surf

(Rappel : une autre norme sur £ est la norme de la convergence uniforme,
définie sur 'espace vectoriel des fonctions bornées sur R (dont £ esr un sous-

espace vectoriel) par || f|| = sup |f(z)]).
zeR

6



5.2 Suite de Cauchy en moyenne de fonctions a support com-
pact

Définition 5.3 Une suite (fy),cn d’éléments de R est dite de Cauchy en moyenne
si et seulement si elle est de Cauchy pour la norme de la convergence en
moyenne, i.e. elle vérifie :

Ve =0 3ng: [n,p>no = pu(|fn — fpl) <€

Remarque 5.4 8 n’est pas complet pour la norme de la convergence en moyenne.

Propriété 5.5 1) Soit (fy,),cn une suite de Cauchy en moyenne d’éléments de
R. Alors : la suite (u(fn)),en de réels converge dans R (en effet : |pu(fn) — p(fp)l =
1 fr = f)l S ([ fr = fpl) donc la suite (1 (frn)),en est de Cauchy dans R.

2) Soit (fn),en une suite de Cauchy en moyenne d’éléments de K. Alors
la suite (| fn]),en est aussi de Cauchy en moyenne (en effet (|| fn| — |fpl]) <

p ([ fn = fol))

Remarque 5.6 1) Les suites de Cauchy en moyenne forment un sous-espace
vectoriel de l’espace vectoriel des suites de fonctions de § (par (fn) + (9n) =
(fn+gn) et X(fn) = (Afn)); on le note Cauchg.

2) Soit (fn)nen € Cauchg. D’apres ci-dessus : (u(fn)) converge dans R. On
note : 3((fa)) = lim ()

8) L’application J : Cauchg — R : (fa)pen — J((fn)) est une forme
linéaire sur Cauchg.

6 L’espace ¢!

Définition 6.1 (et notation)

Soit f € § . f est dite intégrable au sens de Lebesgue, ou Lebesgue-
intégrable (ou L-intégrable) si et seulement si : il existe une suite (fn),cn €
Cauchg telle que (f,) converge presque-partout vers f (i.elim f,(z) = f(x)
pour tout x € R — E avec E négligeable).

L’ensemble des fonctions L-intégrables forme un sous-espace vectoriel de §,
que l'on note £

Théoréme 6.2 Soit f € £1. Le nombre 3((f,)) est indépendant du choiz de la
suite (fy) € Cauchg convergeant presque-partout vers f.

Notation 6.3 Ce nombre commun J ((f,)) est I'intégrale de Lebesgue de f €
£l on le note [; f.

Cas particulier : Si f € &, alors f est limite (partout) de la suite constante
(f)nen € Cauchg; donc f € £l : R est un sous-espace vectoriel de £!: de
plus :Vf € R : fRf = u(f). Donc : lapplication f +— fRf de £' dans R est un
prolongement de la mesure de Lebesgue sur R.

Théoreme 6.4 Les fonctions continues par intervalles sur R sont L-intégrables



7 Propriétés de l’'intégrale de Lebesgue

1) Si f € &1, alors |f| € £! (en effet, f est limite presque-partout de (f,) €
Cauchg ; donc | f| est limite presque-partout de (| fn|),,en» €t (| ful),en € Cauchg
(propriété vue plus haut)) ; de plus, on a :| [5 f| < [ |f] (par [u(fa)] < p(|fal))

2) L’application f — fR f est une forme linéaire positive sur £

3) On nomme négligeable une fonction f € § nulle presque-partout. Alors :

a) f négligeable <= [f € £' et Sz IfI=0]

b) L’ensemble 9 des fonctions négligeables est un sous-espace vectoriel de
£1

c) L’ensemble A C R est négligeable si et seulement si sa fonction ca-
ractéristique ya est négligeable.

8 Semi-norme sur £;. Théoreme de Lebesgue

Rappel : Une semi-norme sur un K-espace vectoriel E (K est R ou C) est
une application p : E — R™ telle que :
Vu,v € E: p(u+v) = p(u) + p(v)
{ Va e KVu € E: p(au) = |a| p(u)
( p a donc toutes les propriétés d’une norme, sauf I’équivalence : p(u) =
0= u=0)

Théoréme 8.1 L’application de £1 dans RT définie par f fR |f| est une
semi-norme sur le R- espace vectoriel £1. On Uappelle semi-norme de la conver-
gence en moyenne.

Définition 8.2 La terminologie associée a une métrique se retrouve pour une
semi-norme. Par exemple :

1) Une suite (f,) d’éléments de £ est dite de Cauchy en moyenne si et
seulement si :

Ve=03ngeN:n,pr-ng= [glfu—fol <¢

2) Une suite (fy,) d’éléments de £ tend vers f € £1en moyenne si et seule-
ment si JLH(;OIRV —fal =0

Théoréme 8.3 Soit f € £! : toute suite de Cauchy en moyenne qui converge
presque-partout vers f converge vers f en moyenne.

Théoréme 8.4 Théoréme de Lebesgue (ou de la convergence dominée)

Soit ¢ € £1. Soit (f,) une suite de fonctions de £1 convergeant presque-
partout sur R vers f et telle que : Vn € N : | f,| < ¢. Alors :

f € &1 (fn) converge en moyenne vers f; etlim [ fr = [5 f

9 L’espace L!

1

£
Notation 9.1 On note L' = 0w (espace vectoriel-quotient de £ par le sous-

espace N des fonctions négligeables : un élément de L', classe d’une fonction
f € £, est 'ensemble des fonctions de £ égales presque-partout d f).



Propriété 9.2 (et notation)

Si f et g sont deux fonctions de £' égales presque-partout : fRf = ng
(puisque | [ (f = 9)| < Jx[f =gl =0).

D’ot la notation, si ® € L' : [ ® = [o f (f étant un quelconque élément
de ®).

Propriété 9.3 1) Puisque l'application f — fRf est une forme linéaire po-
sitive sur &', Uapplication : L' — R : ® — qu) est une forme linéaire sur
L'.

2) Soient f,g € ® : alors [|f| = [|g|; Uapplication F : LI — R : & —
Sz |f| (avec f élément quelconque de ®) est une norme sur L' : en effet, c’est
une semi-norme par passage au quotient de la semi-norme f —— fRf sur &b ;
et de plus : F(®) =0 = [ |f|=0= f € N = & =0 (classe de la fonction
nulle sur R).

Cette norme est nommée norme de la convergence en moyenne sur L

Théoreme 9.4 Théoréme de Fischer-Riesz
L’espace vectoriel L1 est complet pour la norme de la convergence en moyenne.

10 Fonctions Lebesgue-intégrables sur une partie A
de R

Définition 10.1 1) Soit f : Dy — R. Soit A C Dy. f est dite Lebesgue-
intégrable (ou L-intégrable) sur A si et seulement si la fonction g définie par :
g(x) = f(z) siz e A
{ gx)=0siz e R—A
2) Dans ce cas, 'intégrale de Lebesgue de f sur A est le nombre ng ; onle
note fA f . L’ensemble des fonctions L-intégrables sur A est noté £'(A); c’est

un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel des fonctions réelles définies sur
A.

est L-intégrable.

Théoréme 10.2 Toute fonction Riemann-intégrable sur [a,b] est Lebesque-
intégrable sur |a,b] ; de plus : fabf(x)dx = f[a o f

Remarque 10.3 Une fonction de £'([a,b]), méme bornée sur [a,b], peut n’étre
pas Riemann-intégrable sur [a,b)] .

Exemple :

Soit la fonction xq caractéristique de ’ensemble Q des rationnels, et un
intervalle [a,b] quelconque :

* Cette fonction n’est continue en aucun point de [a,b] et n’est donc pas
R-intégrable (I’ensemble de ses points de discontinuité sur [a,b] nétant pas
négligeable).

* La fonction f définie par

{ f(2) = xq(x) si @ € [a,b]

f(x)=0siz ¢ [a,b]

est négligeable : en effet, f = xqne,p; or Q N [a,b] est dénombrable donc
négligeable ; f est donc L-intégrable (et d’intégrale nulle) et donc xq est L-
intégrable sur [a, b].



