Chapitre 24
SOMMES DE RIEMANN

Enoncé des exercices.

1 Les basiques

Exercice 24.1 Soit (un),cy- la suite définie par

n

n
un:ZnZ_i_k;Z

Déterminer sa limite.

2n—1

1
Exercice 24.2 Déterminer lim .
n—-+00 n+k

1
n

L (2 1)

Exercice 24.3 Calculer la limite de u,, =
n

-

£l
Il

1

o/ (2n)!

ninn’

Exercice 24.4 Déterminer la limite de u,, =

n—1
1

k
Exercice 24.5 Déterminer la limite de u,, = — _—
" on kZ:o Vdn2 — k2

2 Les techniques

2n
Exercice 24.6 Déterminer la limite de u,, = Z
k=1

ko
n? 4+ k2’

2
Exercice 24.7 Soit x € R\ {—1,1}, on pose f (x) = / In (ac2 — 2z cost + 1) dt.
0

1. Déterminer Df.
2. Factoriser sur C le polynéome X™ — 1.

3. Calculer f (x) a laide de ses sommes de Riemann.

Exercice 24.8 Soit

Z\/k—i-n )(k+1+n)

déterminer la limite de (un),cy - (Indication : il y a un 1 de trop! ).



3. LES EXOTIQUES CHAPITRE 24. SOMMES DE RIEMANN

ntk < k

n 1 n (_1)k—1
Exercice 24.9 Soit S,, = Z t U, = Z -
k=1 k=1

1. Nature et limite de la suite (Sy,)

n’

2. Nature et limite de la suite (U,),,. (On pourra comparer Usy, et Sy, )

" kt1
1 n
Exercice 24.10 Soit f continue sur [0,1], déterminer la limite de - E (n— k‘)/k f(z)dx.
k=0 n

Exercice 24.11

3
x .
1. Montrer que pour x € [O,%] , 0N G T — 3 <sinz <z

- k k
2. Déterminer la limite de la suite u,, = Zsin (—) sin (—2> .
Pt n n

n—oo

1 n
k

Exercice 24.12 Déterminer lim an/ 2" sin (7r_:c> dr ot a, = E sin v .
0 2 1 2n

X X+1
Exercice 24.13 (D’aprés Mines Douai 2009). On définit f et ¢ sur Ry [X] par f: P+— = [P (—) +P <—+)]
et: P— P(1).

1. Veérifier que f € L (Ra[X]) et que ¢ € L (R [X],R).

1 X
2. Montrer que VP € Ry [X], Vn € N*, f*(P) = — Z P( +k> .

1
3. En déduire que o (f™*(P)) —— [ P(t)dt.

n—-+oo 0

3 Les exotiques

1 1 1
Exercice 24.14 Déterminer la limite de u, =n 2 <1+"> (112233 - n") n?

Exercice 24.15 On désire déterminer la limite de
n
n—k
S =N - -
" ; n? 4+ nk + 2009

1. S’agit-il d’une somme de Riemann ?

2. Simplifier
1 2009

-
1+-— n2<1+ﬁ><1+ﬁ+202g>
n n n n

3. Conclure.
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CHAPITRE 24. SOMMES DE RIEMANN 4. LE GRENIER

4 Le grenier

n
Exercice 24.16 Déterminer pour x # 0, lim ——73 3
n—-+oo Pt n2 + k2z

1 — 1
rép : on a Z . k2x2 = Z 5 est une somme de Riemann pour f (t) = TT 28 La somme converge
k=171 4 42
n
t
vers / it _ arctanz
. . 1 1 1
Exercice 24.17 Calculer la limite de + + 4+ 4
Vn2+8n  Vn2+ 16n \/n2+24n In2?

dx
qUZ est une somme de Rzemann converge vers / =

n
1 1
rép : c’est E -
P = \/n2 + 8kn Vi+3r 2

n—oo n2

k(n—k
Exercice 24.18 Déterminer lim H (1 + L) .
k=1

x
Réponse : On va utiliser linégalité suivante, Vx > 0, x — > <In(1+42x) <z, inégalité qui peut s’établir o l'aide de

la formule de Taylor-Lagrange. Notons I1,, le produit & étudier et u, = In (I1,,). Alors on a

S F(£) ou f(z) = \/x (1 — ) est une somme de Riemman qui converge vers fol Va (1l —z)dz

1
n
n n
k(n—k) _ 1 N _ . .
et Y, —mr = k21g (n) ot g(x) = x (1 — x) est une somme de Riemman qui converge. Par encadrement, on en

déduit que (uy,), converge vers fol vz (1 —z)dz. La valeur de cette intégrale est 'aire du demi disque de centre (0, %)

et de rayon %.

n
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Chapitre 24
MATRICES

Solution des exercices'

1 Les basiques

Exercice 24.1 On a

~ n 1 1 I 1
W= R T AT R Al R
k=1 k=114 k=114 —
n?2 n?
1
on a donc une somme de Riemann pour la fonction continue sur [0,1] définine par f(x) = T3 22 on sait que Uy,
x
converge alors vers
1 T R
/0 f(x)de = /0 mdw = [arctan x|, = 1

Exercice 24.2 Un changement d’indice donne

= n+k j:kfnj:0j+2n nigoy
n
qui est une somme de Riemann pour la fonction continue f (x) = 3T sur [0, 1], ainsi
T
Znil 1 boda B 1n§
= n+k notoo Jo 242 2
n—1 1 1
Remarque : — Z est aussi une somme de Riemann de la fonction g(x) = = sur Uintervalle [2,3] car de la
iS4+ v
a 1 n
3-2 1 ,
forme - Z AEEDE On a bien
i=02 4 ——=

Exercice 24.3 On a u, >0 et

1 — 1 — k2
lnw, = -21 =Y ln(n? + k%) = —21 | 21+~
nu nnJrnZn(n + ) nn+n§n<n +n2

k=1

1 & k2 1 & k2
—21nn+52 (21nn+ln <1+ﬁ)> = —21nn+21nn+521n <1+ ﬁ>

k=1 k=1



2. LES TECHNIQUES CHAPITRE 24.

MATRICES

est une somme de Riemann & pour la fonction continue f (z) =1n (1 + xz) entre 0 et 1. Ainsi
1

Inu, —— In (1 + xz) dx
n—-+oo 0

On intégre par parties (on dérive In (1 + xz)) pour obtenir,

1 1 12 2 1-1
/ 1n(1+x2)dx = 1n2—/ 207 dx—1n2—/ de
0 o 2241 0 z2+1

1
= 5’/T+h’1272

d’ot
™ __
Uy ——— 26272

n—-+o0o

1
N
Exercice 24.4 On a u,, = (2n)! = lnu, =
nln”

Sl

(In(2n)! —Inn! —nlnn). Or

n (2n!) Zlnk et Inn! = Zlnk
k=1
2n

nlnn = Z Inn

k=n+1
d’ot

2n

1 k 1 & n
Inu, = — In — i In
k—mt 1 nj n mn =

0

d’ot
Unp * -

n—+oo €

k

n—1 —

1
Exercice 24.5 On a u,, = — Z

1
nkzo 4 <k>2 n—-—4oo /O 1/471'2 :[

n

—Vi—|,=2-V3

2 Les techniques

+J 1 j 1
= — n(l+=) —— In (1 dr=2In2-1
n ) n; n( +7’L) n—-+400 n( —|—CL’) v n

k
1 —
Exercice 24.6 On a u, = - Z nk: , il me s’agit pas d’'une somme de Riemann! En revanche, si on considére
k=1 d
e (r)
la somme
2k
2 & P b—a~,[(k(b—a
e M e M G
P 1+ Q_k) P30 p
p
x
b = 2,a=0, f(t)=
’ a Y f( ) 1 +$2
Alors
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CHAPITRE 24. MATRICES

2. LES TECHNIQUES

Donc

Exercice 24.7
T = cost r ==+l

0<:){ sin®t =0 <:){ t=0 (m)
On en déduit que la fonction In (x2 —

n-l 2ikm

2. Onax"—1=]] (X—eT)
k=0

3. Calculer f(x) a Uaide de ses sommes

1
Uy = Vop, m 51115

1. Onaa®—2xcost+1 = (x — cost)*+1—cos?t = (z — cost)>+sin? ¢ > 0. De plus 22 —2x cos t+1 =

ce qui est exclus par hypothése.

2z cost + 1) est définie et continue sur [0,2n]. Ainst Df =R\ {—1,1}.

de Riemann.

La somme de Riemann & gauche de f est
n—1
2 2k
S, = il Zln <x2 — 2z cos (—F> + 1>
n n
n—1
2
—Wln< <x22xcos <ﬁ> +1>>
k=0 "
2k 2ikx 2ikn
Or <x2—2xc08(7ﬂ> +1> = (w—e o ) (x—e B ) d’ot
o [t ik ik
S, = —In (x—en>(x—e n>
" k=0
9 n_l 2k \ "L Qikm
= —Wln< (:cen >H<xe_n)
" k=0 k=0
-1 2ikm -1 2ikm -1 2ikm
Mais H::O (xe 0 ) =z" -1 etHn: (xe D > :H::O (xe 0 ) =xz"—1=2"—1dou

2 4
Sp="ZI(a"—1)% = Zlnla" - 1|
Silz| > 1, on a
4
Sp o~ —Wln|x”|:47rln|x|
n—4oo N

Si x| < 1 alors 2™ ——— 0 et S,
n—-—4oo
D’ou

qui est une somme de Riemann & droite pour la fonction f(x)

—— 0.
n—-+

2
/ In (ac2
0

27
/ In (x2
0

Exercice 24.8 On s’inspire de l'indication et on considére v, = g

oo

— 2z cost+ 1) dt 4drln|x| pour |x| > 1

—2zcost+ 1) dt 0 pour |z| <1

n 1 n
(n+k) >

k=1

k=1

o
E

T (i 5)

, continue sur [0,1]. On en déduit que

S|

k=1

14+

7/
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2. LES TECHNIQUES

CHAPITRE 24. MATRICES

U odx
Up =1In2.
n—too Jg 1+
Reste a montrer que (vn),cy €t (Un),cy 0Nt méme limite. Pour cela, on considére

On a

d’ot

Pour

W, = U, — U —i 1 _ 1
T E\Vkrnkrn) JErn) (kL)

1 1
JE+m E+tn) JE+tn) (k+1+n)
V(k+1+n)—/(k+n)
V(k+n)/(k+n)\/(k+1+n)

< (k+1+n)>2—< (k+n)>2
(n+k)/k+1+n) (\/(k-l—l-i-n)-i-\/(k-i-n))

1

(k+n)VEk+1+n(VE+1+n+Vk+n)
1 1
m+DVItn(Vitn+vitn) 2(m+1? car k> 1

IN

/\

Zn 1 n
= = 5 O
(n+1)? 2(n+1)* n—too

conclure

Uy = Uy, — Wy, ——— 1IN 2
n—-+oo

Exercice 24.9

1.

n

1
OnasS, =-— est une somme de Riemann pour la fonction continue f (z) = sur [0,1]. Ainsi
e k 14z
) n
d
Sn / T In2.
n—+oo Jg 14z
2n k-1
-1 1 1 1 1 1 1 1
On aUs, = E % =1—§+§—Z+---—% et S, = Y +n+2+---%. Puisque l'on indique qu’il

k=1
faut comparer les deux termes, on peut regarder Sy et Us, So et Uy par exemple. On a donc

1 1 1
Si = =, U=1—===
1 50 U2 5773
1 1 7 1 1 1 7
- —4Z=_ 142 _Z=_
52 5T1 1 U 23 4 12
Il semble donc que S,, = Usy, il reste a le prouver!!!!
On peut procéder par récurrence, en effet
XS NI S S S-S S ————
T T o 2n4+1 2m+2 " 241 2m+2 n+1
= Sp+—— L L
T 7" T o4l 242
et
1 1

Uspao = U. -
w2 =Vt o 79— o T
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CHAPITRE 24. MATRICES

2. LES TECHNIQUES

ce qui prouve bien l’hérédité.
Autre preuve :

(1)t 11 1 1
Us. = S e s, [
2n ICZ::I k +3 4+ m +3+
S I I PN S Y
- 2 3 4 2n+1  2n 2 4
SRR T PR S R R
o 2 3 4 n+1 2n 2 n
_ot ot
 on+1 n+2 2n
On a donc
S, = Uy, ——1In2
n—-4+oo
Usnt1 S, + In2

—_——
2n+1 n—otoo

U S
2n+1 2 4 2n
1
2n

les suites de rang pair et impair convergent vers la méme limite, donc (Uy), oy converge aussi vers In2.

On peut aussi écrire que
1
_l’_ —
n

Sp(3) S Un < S

w3
w3

)

et appliquer le théoréme des gendarmes.

x
Exercice 24.10 Posons F (z) = / f(t)dt qui est définie sur [0,1], alors
0

hn = %g;n—m/;%f@wx=%g;n—m/;%f@Mx=%Eim—kﬂF(%?)—F(SH
_ %:_:(nk)F<$>%:¥:(nk)F<§)
e r(2) e oe(Y
- (7)

est une somme de Riemann associée o F.(qui est continue). Ainsi u, ———

n—-+4oo

intégrer par parties (en dérivant F') pour obtenir (car F (0) =0)

1

F (t)dt. Puisque F est C', on peut
0

1 1 1
[Fwa = e-vrei- [ ¢-vroa= [ a-nrea
u(t)=F(t) W ()=F()=f()
v (t)=1 v(t)=t—1
Remarque : Le résultat n’est pas surprenant. En effet, si f est de classe Ct, alors la formule de Taylor donne
kE+1 k 1 k e
F( i > = F(—>+—F’<—)+/n (BEL —¢) 7 (t) dt
n n n n E n
E+1 1 2 E+1
soit | f(x)de = Ef (E) +/ﬁ (EEL —¢) f'(t) dt

n n

-9/77-
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2. LES TECHNIQUES CHAPITRE 24. MATRICES

ainsi

n—1 n
1 k k 1 n
_ = _r r il _ E+1 /
un_n§ (1 n)f(n>+n§ (n k:)/ﬁ (B —1) f (t)d
k=0 k=0 n
1 k k !
Or — E (1 — —) f <—> - / (L—1¢) f(t)dt car c’est une somme de Riemann de la fonction continue x —
pard n n n—-+oo 0
(1—=)f(2). Et
Lo ktl Lo ktl
2 _ EEL ) 4 2 _ "kl '
RN RC S IO GO A C RO BT
k=0 n k=0 n
g sup | /] I k
nz( k) 2n? dt72nxnZ 1 n
k=0 k=0

1 & k 1 1 1< k
1§ — 1—— 1—-¢t)dt d — X — 1—— 0.
m“%%( n>m’ (-9 OnCQanZ( n)m

Exercice 24.11

1. On peut faire une étude de fonction, mais la formule de taylor & 'ordre 3, avec reste intégral pour la fonction

sin entre 0 et x s’écrit 3
) x? T(x—1t) .
sinx =x — — + sin tdt
6 0 3!

3 3
—t z (@ —1)" . .
Sixz e [O, %] , alors ¥t € [0,z], on a sint > 0 donc (@ 3l ) sint > 0, ainst fo (2 a0 ) sintdt > 0 et sinx >
. ! !

T — 5 L’autre inégalité provient de la convexité.

k
2. On a alors, puisque Sing >0 lorsque k € {1,--- ,n}
YL AW Sk (BN LNk (E
> () o () == e () = (3)
k=1 k=1 k=1
La somme de droite
1~k
-z ()
est une somme de Riemann pour la fonction continue f (x) = xsinx sur lintervalle [0,1], on a donc
1
S, ——— z sin zdx

n—-+4oo 0
On cherche une primitive de xe** sous la forme (ax + b) e'®, on dérive pour avoir
b)

ae’ +i(ar +b)e® =ze® = ai=1etat+ib=0=—a=—ietb=1

/l’emdxz (—ix+1)ei’”+K=>/xsinxdx:sinx—xcosx—i-(}’

d’ot
1

Sy, ——— xsinzdr =sinl — cos 1
n—-+o0o 0
Pour la somme de gauche, on a

> (=) () =so-se g ()

k=1
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CHAPITRE 24. MATRICES 2. LES TECHNIQUES
Or
n n n
Zk3sin< ) < k< nd =nt
k=1 k=1 k=1
d’ot
- 1
—_— 3 ] —_—
0< nﬁgk Sln( > §n2 P 0
et
"k KN . [k _
— — 5 |sin| — ——»sinl —cos1
1 n n n n—-+00
conclusion

U, ——> sinl —cos 1
n—+4o0o

Exercice 24.12 On a

n
1 . wk !
— sin — ——
2n n—+oo

1
7TSL':| 2
k=1 0

. TT 2
sin — dx = |—— cos —

™ 0 ™

‘ ‘ , 2n
Car on reconnait une somme de Riemann pour la fonction continue, f (z) = sin Z*. Ainsi a,, ~ —. Reste a déterminer
™

1
T
un équivalent de / %" sin (7) dxz. Une intégration par parties donne (on intégre x*")
0

1 1
2n 7T_$>d __ ™ / 2n+1 (ﬂ”)d
/Ox Sm(z Tl 2@+ )y T )

Or . .
/ 22" cos (7r_:c> dz| < / 22 dy = 1 ——0
0 2 —Jo 2n 4+ 2 n—+oo
Ainsi
! 2 T ! 9 T 1
2n/x”sin(—>dm~——%1<:> x”sin(—)d:cw—
0 2 n—-—+oo 0 2 2n
et

1
. . (T 1
lim a, [ z?"sin (—) dr = —
n—oo 0 2 ™

Exercice 24.13

1. Simple vérification, attention & bien préciser que f (P

P =

X+2k+1
ZP< gn+1 )

271
1 X + 2k 1
gn+1 Z P ( gn+1 > gn+1
ontl_q .
, o X+
Si on consideére la somme Z P ( ES
j=0
celle ow j est impair. Si Uon pose j = 2k, on a alors j = 2k < 2"*! —

1= 2k < 2nt!

S11/77-

+k> 1 221P<i+k:>

—2= k<2t 1.

>, on peut la couper en deux sommes. Celle ot l’indice j est pair, et

La

GEry HUVENT - EPSILON MATHS -(c) 2009



3. LES EXOTIQUES CHAPITRE 24. MATRICES

on_
X +2k
somme des indices pairs est donc Z ( 1 >
k=0

Si l'on pose j =2k +1, on a alors 2k +1 < 2"t — 1 = k < 2"t — 1, la somme des indices impairs est donc

2"‘1P X +2% 41
2: 2n+1 :

k=0
1 X2 x4k X 4241 1St X4
Conclusion FrEsY kZ P ( on il ) GYEs] Z P ( i1 > = gnii ZO P( il ) et ceci prouve l’hé-
=0 =
rédité.
3. On a donc

2" —1

w1 14k 1o~ [
=g 2 P (Y >j—;+12—n;P(2—n>

Qui est la somme de Riemann de P sur [0,1] pour une subdivision & 2™ éléments. On a donc

1
p(f"(P) —— [ P(t)di.

n—-+4oo 0

3 Les exotiques

Exercice 24.14 On a

1 1 1 L
Inu, = 3 <1+ﬁ>1n”+ﬁln<nkk>
k=1
1 1 1 &
= —5 (1+E>lnn+ﬁ;klnk

On va commencer par évaluer le comportement de la somme, elle évoque une somme de Riemann pour f (x) =zxInz
prolongée en 0 par f(0) =0 (car xlnx — 0 ainsi f est continue sur [0,1]). On a
xr—

1<~k k 1~k
N Zm(2) = =Y (k-1
nznn(n> >k tan

k=1 =

3

3

n

*nzzlk* Z

=1 k=1

| —

3

| —

Inn  n(n+1)
= nk — — x "~
nZkZIk K n2 X 2

3

_ %kalnk—— <1+ 1>lnn

=1

I~k (k
r = Z—ln <—> / f (z)dx. Il reste donc a calculer cette intégrale, soit g(x) = x®Inz prolongée par
n =1 n n n—+00

g(0) =0, alors g est continue sur [0,1] et ¢’ (x) =2zInz + =z — 0 donc par le théoréme du prolongement C*, on a
T—
g C sur[0,1]. On a ¢’ (z) =2f (x) + x ainsi

1 1 1
/Og(:c)dxg(l)g(O)OQ/O f(x)dx+/0 xdx

/Olf(x)dx:——

*12/??* GEry HUVENT - EPSILON MATHS -(c) 2009
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CHAPITRE 24. MATRICES 3. LES EXOTIQUES

et 1
u, ——— e 4
n—-—4oo
Exercice 24.15
1 & 1*%
1. Non, car S,, = - — 5009
k=11+— + 5
n n
2. Ona
1 2009 1 ( 2009 ) L itk
ki 2 o k - 2 - k 2
1+— 7ﬂ<1+ﬁ)<1+5*0?) 14k n?+kn+2000) | k" n®+kn+ 2009
n n n n n
__”
~ n2+kn + 2009
3. Donc
¢ _ Ly n—k 153 2009 (n — k)
n - _2 k__2 2
S R k—1n2<1+ﬁ) <1+E+ 029)
n n n n
’“ (-3)
n 1—— n 1——
_ EE: o 2009 n
3
nk-:llJrE "= (14_@) (1_1_& 2009>
n n n TL2
Or
k
1t L1t
= —F /1 cdt=2In2—1
’I’Lk:11+_ n— 00 0 +
n
k
(-
Pourl < k<, 0< o —pe <1
[0 D) (1 & 00
n n n
(-
don0 < 2009 n <2009 0

n3 k k 2009 ~ n? notoo
=1 (14 =) (14+=+
n n n?
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