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Feuille 5 : Nombres complexes

Exercice 5-1  Soit f: C\ {0,—-3} — C l'application définie par f(z) = %
Calculer f(1 —1i) et f(141).
Solution

P e e o [ ) B e L e

3-5i  (3—5i)(3+5i) 34

Exercice 5-2 Calculer la partie réelle et la partie imaginaire du nombre complexe

L 1+wm meR
C2m 4 i(m2 —1)’ '
Solution
B 1+im (I +im)@2m —i(m? —1))  2m—im?+i+2im? +m® —m
T omrimi-1) @mPZ+(m2-12 Am2 +mi £ 1 - 2m?
o omP i +m4i . mEm+d) + (m+i)  (mP41)(m+i) o mAid
(m2 + 1)2 - (m2 + 1)2 - (mZ + 1)2 - m2 + 1
m 1
Donc Re(z) = T et Im(z) = SR
Exercice 5-3  Calculer le module et un argument de z = LS Z\/s.
\/g—i-z
Solution
143 (A+i3)(V3-1) V3-i+3i+v3 2V3+2i v’§+1 ot
) - = — =—4+ ==
V3+i (V3)’ +12 4 4 2 "2
Exercice 5-4  Calculer le module et un argument de u = M etv=1-—1.
En déduire le module et un argument de 4
v
Solution
V6-iV2| V6+2 B Vax2z 2v2
2 2 2 2 2
V6 — iv2 V2x3-iV2 V2 x V3 - iV2 V3 —i _iT
w= e () = v =2 () =vae
2 2v2 22 2

Donc |u| = v/2 et un argument de u est -Z

6
vl = J12+ (-1)2 =2

V22 R
v=V2|—-i—|=v2e 5
2 2
Done |v| = 2 etun argument de v est —E.
i
u_ V2e "6 x

i{_LE 13
- = e 6 4) = pg'12
v VZe s

Donc |E| = 1 et un argument de Eesl %



Exercice 5-5 Déterminer et représenter dans le plan R? les ensembles de nombres complexes suivants :

1

1. {Z€C||1—Z|§§}
1
2. {z€C|Re(1—z)§§}

1

3. {26C|Re(iz)§§}

112
z—3
. =2
5. {zeC| z+3‘ }
Solution

1. L’ensemble des points d’affixe z € C, tels que [1 —z| < % est le cercle de centre () d’affixe 1 et de

m_w}n%.
2. Onpose z = x + iy avec x et y réels
l-z=1-x-iy
RE(I—Z){lﬁl—x":lﬁx-‘Pl
-2 -2 — 2
L’ensemble des solutions est le demi-plan complexe & droite de la droite verticale x = %
3. Onposez = x4+ iyavec x et y réels
iz=ilx+iy)=—-y+ix
Re{iz}ﬂiﬁ—yﬂlﬂyz—l
2 2 2

L’ensemble des solutions est le demi-plan complexe au-dessus de la droite horizontale y = —i
4, Onposez = x + iy avec x et y réels

1
-2
z

F4 2

z—1 , ; , . \ .
=2&|z-12=2|z? @ (x—1)? + y? =2(x* +y?)

exr-2x+1+y=2"+2y’eel=x*+2x+yv’e1=(x+1)°-1+y°
ex+1)+yt=2
L’ensemble des solutions est le cercle de centre (—1,0) et de rayon V2.

2

=4e|z-3=4z+32 (x-3)2+y2=4((x+3)* +y)

z=3] z—3

z+3 ﬁ|z+3
Sxl-6x+94yi=4(x*+6x+9+y) e x? —b6x+9+y?
=4x? +24x + 36+ 4y 0 0=3x"+30x+ 27+ 3y o0 =2+ 10x + 9 + y*
S0=(x+5°-25+9+y° 16 =(x+5)°+y*

L’ensemble des solutions est le cercle de centre (—5,0) et de rayon 4.

Exercice 5-6  Montrer que tout nombre complexe z # 1 de module 1 s’écrit sous la forme v Z avec
—1
z e R.
Solution .
Soit z = a 4 ib € C\ {1} de module 1. On a que a® + b*> = 1. On cherche z € R tel que a + ib = ac—i—z..
x—1

Comme x # ¢ en multipliant la derniére égalité par = — i on obtient ax +ixb—ia+b = x+1, d’ou le systéme

ar+b—x2=0
zb—a—1=0 "

dont une solution est x = ——. On remarque que 1 —a # 0 car z = 1 est le seul nombre complexe de module



1 avec a = 1. Donc tout nombre complexe z = a + ib # 1 de module 1, s’écrit sous la forme z =

Par exemple, on vérifie facilement que —1 = L,, (=1 =—-1+10).

—1

Exercice 5-7 Résoudre de deux fagons différentes 1’équation

T T
En déduire les valeurs de COSg et de sin—.

Solution

22:\/_§+Z\/_§
2 2

8

1. On cherche les complexes Z tels que

, 1+i V2 2
o =—=—+i—
2 2 2
On pose Z = a + ib,
VI V2 NI \2 Vi 2 -y = 2
2 2 2 2 2 2 L s
2 _ Y& . Ne Ne Ve 2 (Ve 2 p2 ; 1
Z 3 12ﬁ2+ 2 (a +ib)* & 2+I2 a b+21abﬁL2 72
2ab=?
On rajoute 1’équation
N R 2\" (VZ\° 11
2 ye Nel_ 2 2_ |[X= ye 2 1 p2 = |24
|Z4] & | +:2 a’?+b*ea’+b (2 +(2 ea“+b 2+2 1L,
a2 —p2 =2
Avec le systéme [ ~ 2, en faisant la somme des deux équations L, et L3, on trouve
a’+b*=1
2 2+42
2a2=1+£ﬁa2= V2
2 4
En faisant la différence de L; etde L,
2b% = 1—?.:1:2 2_4‘/?

Les valeurs possibles de a sont +——

7

2ab=?ﬁab=T,

: 2442
Sia= -

Etsia = —
D’autre part

. iz n . . = 3 P £ 4
Admet deux solutions Z; = e's = cos (E) + isin (E etz, = —e® = —Cos (E) —isin (—)

V2

iz
2

et les valeurs possibles de b sont +——

S

, d’aprés 1’équation

on en déduit que ab > 0 et que donc a et b sont de méme signe.

J_ Jz+— V2—v2

alors h =——etZ, = .
2 2 2 2
2 A2 n
2 -  — = ‘E
Z 2 +i 2 e

Commecos( )>0etquesm( )> 0,

cos(%)+isin(ﬁ)=\{2 +v2 _Jz_,,fiﬁ cos(E

:rr) 2+

8 2 T2 -

8




Exercice 5-8
1. En utilisant la formule de Moivre, déterminer la forme trigonométrique de (1 + )" pour tout n € N.
2. En déduire une expression simple de (14 4)" 4 (1 —4)".

Solution
. 14+i= ﬁ(ﬂ+ iﬂ) = +/2e+, on en déduit que

2 )
. n 3 mn
1+i"= (\r’rfe%) = (@n (e%) = 2% (ET)
iy T Tim
D'aprés la formule de Moivre (ET) = e + , par conséquent

n nit

(1+i)"=22e 3

nim n _nim nf nin _mim n ni n+2 niw
e s +22g 4 =22(e4 +e 4)=22 KECUS(T)=22 CUS(T)



Exercice 5-9

1. Calculer les racines carrées des nombres complexes :

a) z1 =7+ 244, b) zo = 9+ 401, c) z3=1+1.

2. Résoudre dans C les équations suivantes :

a) 22 =-2V3+2i, b 22=3—4.

Solution

a.

Soient a et b deux réels tels que :
(a +i)? = a® — b? + 2iab = 7 + 24i

En identifiant les partics réels et imaginaires

L, [:12 -bi=7

L\ 2ab = 24
En prenant le module de (a + i)? = 7 + 24i, on trouve

2
(Jaz +b2) =472+ 242 & a® + b? = V49 + 576 = V625 = 25 L,

En calculant L, + L, on obtient 2a? = 32, par conséquent a® = 16eta = +4

9

En calculant L; — L,, on obtient 2b% = 18, par conséquent b2 = 9eth = +3
La ligne L, montre que a et b sont de méme signe, les racines de 7 + 24 sont
4430 et —4-3i=—(4+30)

Soient a et b deux réels tels que :
(a +i)? = a® — b? + 2iab = 9 + 40i
En identifiant les parties réels et imaginaires
Ly [a2 -b2=9
L\ 2ab = 40
En prenant le module de (a + i)? = 9 + 40i, on trouve

(,jaz + bﬂ)z =4/92 + 402 & a? + b? = VB1 + 1600 = V1681 = 41 L,
En calculant L, + L3, on obtient 2a? = 50, par conséquent a® = 25 eta = 15
En calculant Ly — Ly, on obtient 2b% = 32, par conséquent b = 16 et b = +4
La ligne L, montre que a et b sont de méme signe, les racines de 9 + 40i sont
5+4i et —5—4i=—(5+4i)
Soient a et b deux réels tels que :
(a+i)=a’—-b*+2iab=1+i
En identifiant les parties réels et imaginaires
Ly [az -bt=1
L\ 2ab =1
En prenant le module de (@ + i)? = 1 + i, on trouve
(Va2 +2) = VT2 412 e a? 4+ b? = V3 L

En calculant L, + L, on obtient 2a = 1 + +/Z, par conséquent a? = %Ect a=1+ HT“E

- G-
En calculant L, — L,, on obtient 2b? = v/2 — 1, par conséquent b? = % eth=+ %

La ligne L; montre que a ct b sont de méme signe, les racines de 1 + { sont

1+v2 [V2-1 1+v2  W2-1_ 1+v2 [V2-1
2 +i 2 et — 3 =1 5 = 2 +i 2




a. On utiliser la méme méthode que précédemment mais dans cet exemple il y a mieux
5
22 =—2v3+2i = 4(—§+%5) —4e3
Donc z = iZe%
b. Utilisons une « petite ruse »
2P=3-4i=4-2x%x2i-1=22-2x2i+i*=(2-1)*
Doncz =+(2 —1i)

Exercice 5-10 Résoudre dans C les équations suivantes :
1. 24422 +6i — 5iz —2=0.
2. 222+ (5+d)2+2+2i=0.
3. 2 410224+ 169 = 0.
4. 22432-2i=0.
5. (14 2i)2% — (9 + 3i)z — 5i +10 = 0.

Solution

A=(1-50)%2—-4i(6i—2)=1-10i —25+24+8i=-2i=1-2i—-1=(1-1i)?
Les racines de 1’équation sont

=TS0 -Q-D 246 1, g gy,
2i 2i i

- -5)+(A-0) 4

&= 2 22

A=(5+i1)?-4%x202+20)=254+10i-1-16-16i=8-6i=9-2%x3i—1
=32-2x%x3i+i2=(3-1i)?
Les racines de I'équation sont

_-G+D-G-0_ 8__,
a= 4 T4

Et
5+ D+@-) —2-2 1 1
f2= 4 T T 272
4, OnposeZ =2z? Z? + 10Z + 169 = 0 a pour discriminant

A=107-4x169 = 102 — (2 x 13)%2 = (10 — 26)(10 + 26) = —16 % 36 = —4% x 6% = (24i)?

=10 + 24§
31 - 72 =-5+12i
—10 — 24i _
9 = 2 =-5-12i

On cherche z = a + ib tel que
z? =7, e (a+ib)?=-5+12i & a® — b? + 2iab = -5 + 12i
L, at —-p%=-5
= Lg 2ab =12

Ly (a® + b* = \/(—=5)% + 122 = V25 + 144 = V169 = 13
En faisant la somme de Ly et de Ly, ontrouve que 2a° =8 & a’ =4 & a = +2,
En faisant la différence de L et de L, on trouve que 2b* = 18 @ b =9 & b = 3,
D’aprés Ly, a et b sont de méme signe done z? = Z, a deux solutions

zZy=24+3i et z,=-=2-3i

On peut résoudre de la méme fagon Z; = z* ou dire que z* + 102z% + 169 = 0 est une équation &
coefficients réels et que donc si une racine complexe est solution alors son conjugué est aussi solution,
par conséquent z, = 2 — 3i et z; = —2 + 3i sont aussi solution, ce qui donne 4 solutions pour une
¢quation de degré 4, il n’y en a pas plus, on les a toutes.




7. On voit que i est une solution évidente (car i* + 3i — 2i = 0) donc on peut metire z — i en facteur.
234+3z-2i=(z-D(az?+bz+c) o2’ +3z-2i=az’+ (—ia+b)z?> + (—ib+ )z — ic
a=1 a=1
—ia+b=0 b=ia=i
—ib+c=3 c=3+ib=2
—ic = —2i c=2
23 +3z-2i=(z-0)(z +iz+2)
Le discriminant de z? + iz + 2 est A = i* — 4 X 2 = =9 = (3i)*
Il y a deux solutions
—{—3i , —-i+3i
2 ==2i e z= 7 =i
Il y a donc deux solutions, 2, = i et z; = —2i.

Z=

A= (=9 +30))" = 4(1 + 20)(=5i + 10) = (3(3 + i)?) — 4(=5i + 10 + 10 + 20i)

=9(9 — 1+ 6i) — 4(—25) = 9(8 + 6i) — 4(20 + 15i) = 72 + 54i — 80 — 60i

=-8-6i
On pose § = a + ib,
A=82e —8—6i = (a+ib)? & —8 — 6i = a? — b? + 2iab & {2 ~b* =8

2ab = —6

On rajoute I'équation |A| = |6%]| & |-8 —6i| =a? +b? @ a’ +b? = [(-8)2 + (-6)? & a? +
b? = \/64 + 36 & a? + b2 = V100 = 10
a? — b* = -8
a? +b%* =10’
1, d’oll I'on tire b? =9, Les valeurs possibles de a sont +1 et les valeurs possibles de b sont +3,
d'aprés I'équation 2ab = —6 & ab = —3, on en déduit que ab < 0 et que donc a et b sont de signe
opposé.
Sia=1lalorsb=-3ctd=1~3ietsia=~—lalorsb=3¢ctd=~-1+3i

Avec le systéme [ en faisant la somme des deux équations, on trouve 2a® = 2 & a? =



Exercice 5-11
1. Représenter dans le plan complexe C les 6 racines 6-émes de 1, et les racines 4-émes de —1.

2. Soit n > 2 un entier. Déterminer les n — 1 solutions complexes de 1+ z + -+ + 2" 1 = 0.
Solution

ikm

Zikmw
l. z6=1e3ke{0,1,2345},z=¢e s =g
11 y a donc six racines :

in 2in 3im 4im 2w __ sim
Zy=1;z,=e3;z,=e3;2;=e3 =eT=—-1;2,=¢e2 =¢ 3 =Z,etz;=e3 =2;
1,5
2in in
e 3
0,5
=1 0 1.
1,5 1 0,5 0,5 1 1,5
0,5
X
1 X _in
2im e 3
e 3
~1;5
. .
1l y a donc 4 solutions
i 3im Sim 3im Tim im

Zp=€4;z,=€1;Z,=e4 =¢ 4 =2, et z,=e 4 =€ 4 =72

1,5

-1,5 1,5
0,5
X X _in
_3im e 4
e 4 = —in
2in e 3
e 3
3.5
2. Pourtoutz € C\ {1}
1—-2z"
1+z+22+-+2"1=
1—2z

Les racines du polynéme complexe 1 + z + 22 + --- + 2™ ! sont les racines n-iémes de 'unité privées
de 1, ¢’est-a-dire

2ikm
{e n L k€{1,2, ...,71}}



Exercice 5-12

1. Déterminer les racines cubiques de 1.

2. On note j = _1—;“/§ Montrer que 1+ j + j2 = 0.

3. Exprimer toutes les racines cubiques de 1 en fonction de j.
Solution
Les racines 3émes de 1 sont {e% | k=0,1,2}. On remarque que j = —1;1\/5 = e%, j2 = _1_2“/3 _
e%, et j3 = 1.

Deplus1+j+52=1+ 0.

2
—1+i/3 —1+iV/3 2-1+4+iV3—-1—1iV3
5 T 2 - 2 -

Exercice 5-13

1. Donner les solutions complexes de z* = 1.

1
2. Résoudre 24 = —= — zﬁ
2 2
1 3 1 3
3. Résoudre 2° + (—2 + z\2f> P 5 1\2[ —0.
Solution

1. Les racines quatri¢cme de 1'unité sont {1, i, —1, —i}.
1 «.-'i +im

2. —s—iy=es donc
4 40m 4
o1 Vi, am 4] = [ | X|* =1
z—-—z—lzﬁ}f =3 &

= 41
4 il
arg(X*) = ?ﬁ +2kn, keZ 4arg(X) 3 +2km, k€L
o % Ui!: 1 o X, = 57 k € {0,1,2,3)
ﬂI'g(X) = E 4 ?, ke {0,1,2,3} . ! e

Il y a quatre solutions :

:% 1+_~..I'r§
Zy=e3=5+i7
mm 5im V3 1
z —e{:§+f}—gT=——+I—
1 2 2
(m dim 1 V3
— !(3+H}= A === —
Z;=¢e e 2 5
rr+3n'J 11im in +f3 1
Zio=eg\d 2/ =g b =p b =—=[—
3 2 2
Autre solution
: ) A
i—%ﬁ=fi.Doncz"=—%—i”—;=j2#Z"'—fz=ﬂ-0r

2t == (2t =) +)) = (2* = jNE@* - i%Y) = (2= j*)(z + )z = ij*)(z + ij?)
D’ou les solutions :
1 i3 1 i3 ( 1 rﬁ] T V3 i
== =1 = 2=

—i2 =
=) ET T AT



Exercice 5-14 Résoudre dans C les équations suivantes :

1.
2.

3.
4.

2> —2=0.

27(z — 1) + (2 +1)5 = 0.
1

7 _

25— (34+2i)2 +2+2i=0.

Solution

. Z8—z=0ezE'-D=0ezE*-DE*+1)=0cz-Dz+1)z-Dz+)=0&
z €{0,1,—1,i, —i}
2.

z+ 1n°
)=—2?

27(z— 1)+ (z+1)5 =0 & (z + 1)5=—2?(z—1}‘5ﬁ(z_1

16

Onpose X = Ect on va résoudre X® = —27

|X¢| = |-27| ﬁ[ x| =27 = 33
arg(X%) = arg(—27) + 2kn, keZ ~(6arg(X)=n+2kn, kel
1 1
|X] = (3%)6 =32 =3

had n+2knr (2k+ Dn
arg(x) = 2 L BT

X6=—2?¢r[

k € {0,1,2,3,4,5)

Il y a donc 6 solutions
(2k+1)m
X, =V3e & ,k€{01,234,5)}
11 reste & trouver les solutions de 27(z — 1) + (z + 1) = 0, soit z; une solution
2y +1

X +1
=Xk+1=bzk=x 1
=

Avec k € {0,1,2,3,4,5).
L’énoncé ne précise pas sous quelle forme doivent étre mise les solutions, si on les veut sous forme
algébrique, il faut aller plus loin
X+l XA DX -1) X lP X4 X~ 13— (Xe— X)) ~1 2 - 2ilm(X;)
Xe=1 X, -DX,-1) IX)2=X,-X,+1 3-(X,+X,)+1 4—2Re(Xy)
o (k4 Dn
_l_ﬂm(Xk)_l_E 35]“( ﬁ )
2 — Re(Xy) 2_@':05(;2k+lirr)

Zy

6
Puis remplacer k par 0, puis par 1, etc...

10



- 1
1 7 =| 1
I == Aad z

1
arg(z’) = arg (?2) +2kn, keZ \7arg(@) = —2arg(z) + 2kn, k € Z

1
= |Z|'f=W ﬁ{ lz|? = 1
—7arg(z) = —2arg(z) + 2km, k€L —5arg(z) = 2km, k€L

12

z|" =

lz| =1
2k
< Lrg(z) == k €{0,1,2,3,4}

Il y a 5 solutions

2kim
[e_ 5, ks{o,1,2,3,4}}

. z°—=(3+2i)z* +2+ 2i = 0, 0on pose X = z* et on résous
X*-@+20X+2+2i=0
A=0(B+20)2-42+20))=9+12i—-4—-8-8i=-3+4i=—4+2x2i+1=(2i + 1)?
11 y a deux solutions
Xl:3+2i—2(2i+1):

Il reste arésoudre z° = letz® = 2 + 2i

34+2i+2i+1

1 et X,= . —2+2i

2ikne
*=1e3ke{012}z=¢ 3

Car ce sont les racines troisiéme de ['unité, cela donne trois solutions

17

Zim 1 ﬁ 4in 1 ﬁ
P =—gtig,ed =—g—i—
{'LE 2+12'E 2 12]
1 1z3] = |2 + 2i|
3 =

1 3
|2 +2i| =22 +22 =+8=(2%)2 =22
3f2 2 3 [+/2 2 3 im
2+2i=22(—3+i—3)=22(£+;'£)= 2e 4
2z 22
3 1
|z|* = 22 z] =22 =2

=242 1 — 2k
3arg(2) = ; +2kmk €2 |arg(z) = 1_’;_ +57 ke {01,2)

3
Cela donne trois solutions de plus

LT O 3w A7
[ﬁe*ﬁ_ﬁg‘ﬁ =2e'% = -1+ ;'_Jz‘g‘ﬁl

11



Exercice 5-15 Sachant qu’elle admet une racine réelle, résoudre dans C I’équation suivante :

234+ (1 —3i)2% — (6 — i)z +10i = 0.
Solution

1. Soita € R tel que :
a*+(1-20)a*-3(1+da-2+2i=0=a’+a*-3a-2+i(-2a*-3a+2)=0
{a3+a2~3a—2=ﬂ
~2a° -3a+2=0 1

Les solutions de 1’équation —2a? —3a+ 2= 0sonta, = -2 eta, = -

(=2 +(-2)2-3(-2)—2=—-B8+4+6-2=0
A 1 1 1 3 142-12-16 25
@) +G) -3@)-2=5+3-3-2= 8 =-g 70
Donc seul =2 est solution de (E)

2. Onpeutdiviser X + (1 =20)X? =31 +i)X -2+ 2ipar X + 2
X+ -20X*-3(1+X—-2+2i X+2
X3 4 2x° X2+ (-1-20)X—-1+i
(-1 =-20X*=-3(1+DX-2+2i
(=1 —20)X? + 2(-1 — 20)X
(—1+DX-2+2i
(-1+iX—-2+2i
0

Par conséquent
X*+Q-20X2-31+DX-242i=X+ 22X+ (-1-2DX —-1+1)
=X +2)(X2—(1+20)X—1+10)
Les solutions de (E) sont donc

X2-(1+20X+i—-1=0
A=(1+20)2-4(i-1)=1+4i-4—-4i+4=1

1+2i—1
x =2zl
18
1+2i+1 _
Xzszi‘i'l

12



Exercice 5-16 Montrer que pour tout z,w € C :
Loz + 2 < [z + 2]
2. ]zl = 1]l < |2 + 2.

Solution

lz+z'P=(z+2)z+2)=(z+2)z+2)=2Z+22' +2Z+2'2 = |z|* + 22" + 2z’ + |2'|?

= |z|2 + 2Re(zz') + |2'|? < |zI? + 2|z2’| + |2'|? = |2|? + 2|z||z’| + |2’
= |z|* + 2|zl|z'| + |2'|* = (|z] + |2'])?

Comme |z +z'| =2 0et|z| +|2'| 20

Onalz+z'| <|z| +|2'|

Dans |z 4+ 2'| < |z| 4+ |z'| onpose Z =2z + 2" etZ' =2z' doncz = Z — Z', cela donne

1Z|<1z-Z'|+12'| & 12| -|2'|<|Z2-2"] (1)

Puis on intervertit Z et Z' dans (1) on obtient |Z'| = |Z| < |2' = Z| = |-(Z-2")|=1Z - Z']| (2)

Comme ||Z| = |2']| = 12| = |2'| si |2] =2 |2'| et|1Z] = |2'|| = =(1Z| = 12']) = |2'| = |Z] si |2'| = |Z|

(1) ou (2) donne le résultat.

Exercice 5-17 Soient z,w € C. Etablir la relation

Iz +w|? + |z —w|? = 2(|z)* + |w|?)

et en donner une interprétation géométrique.
Solution

Correction exercice 22.
lz+wl+|lz=w?=CC+w)(z+w)+(z-w)z-w)
=|z|? + zw + wz + |w|* + |2]? - zw — wz + |w|? = 2(|z]* + |w|?)

|z|

C’est I’¢galit¢ du parallélogramme, la somme des carrés des longueurs des cotés est ¢gale a la somme des
carrés des diagonales
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Exercice 5-18 Soit z € R.

1. Calculer cos(3z) (resp. sin(3z)) en fonction de cos(x) (resp. sin(z)).
2. Linéariser sin’(z) puis cos(x)sin?(z).

Solution

1.
cos(3x) + isin(3x) = e¥* = (ei")a
Avec la formule de Moivre
cos(3x) + isin(3x) = [e‘x]S = (cos(x) + isin(x))?

= cos?(x) + 3 cos?(x) (isin(x)) + 3 cos(x) (i sin(x))? + (isin(x))?
= cos?(x) + 3i cos?(x) sin(x) — 3 cos(x) sin®(x) — i sin®(x)
= cos*(x) — 3 cos(x) sin?(x) + i(3 cos?(x) sin(x) — sin*(x))

En égalisant les parties réelles et imaginaires

[{:ﬂs(ﬂx) = cos®(x) — 3 cos(x) sin?(x) = cos*(x) — 3 cos(x) (1 — cos?(x)) = 4 cos®(x) — 3 cos(x)

sin(3x) = 3 cos?(x) sin(x) — sin®*(x) = 3(1 — sin?(x)) sin(x) — sin®*(x) = 3 sin(x) — 4 sin®(x)

2.
Etx — E-lx 4 E4Ex — 463IxE-Ix + EEEExE—ZIx - 4eixe-ﬁix + E-ﬂx
int = | ——— —
sin® (x) ( 2i ) 16

et et — 4(e?* + 4e72X) + 6 2cos(4x) — 4 X 2 cos(2x) + 6

B 16 B 16
1 1 3

= ﬁcus@x) - Ecus(Zx} + 8

Eix + e—ix e-‘l-ix + E—-fl-ix - 4&2“ - 4e—zix +6

cos(x) sin*(x) = 3 X T

= %(ESII 4 e~ 3E _ 43X _ 4po-ix 4 gel¥ | p3lx 4 o-Gix _ gelx _ ge-3ix 4 EE_EI)
1/ . , | _ -

= ﬁ(em + E—Etx - E(EE:x + E—S:.x) + 2(&*" + E‘_‘x))
1

= 75 (2cos(5x) — 3 x cos(3x) + 2 X 2 cos(x))

1 3 1
=16 cos(5x) — 32 cos(3x) + gcus[x)
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Exercice 5-19 Soient n € N* et 6 € R. Calculer

n n
U, = Z cos(k@), et Vo = Z sin(k0).
k=0 k=0
Solution
k=n k=n k=n k=n k=n
U, + iV, = Z cos(k@) + i Z sin(k0) = Z(Cus(kﬁ') + isin(k@)) = gikd = (em}k
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
Gréce 4 la formule de Moivre
Par conséquent si @ + 2lm,l € Z
k=n .
, ok 1-— (eiﬂ) 1 - emB
Un +iWy = (Eiﬁ) Tl —el®  1-—el®
k=0

Toujours grace a la formule de Moivre.

Pour trouver U, et ¥, il faut trouver la partie réelle et la partie imaginaire de cette expression.
Premiére et pas terrible solution, mais correcte.

1-— Em’é‘ (1 _ em’ﬂ){l _ E—IG)

1—e® — (1—ef)(1—e"10)

Car le conjugué de 1 — e est 1 — e~ et non pas, comme le pense de nombreux étudiants 1 + e'f

Up + Vi, =

(1 _ enfﬂ)(l _ e—IS) 1— e—i’ﬂ _ em’ﬂ + E[n—l):’ﬂ
= (1—ei®)(1—e-19) T —glf — g-if 4 gifg-if
1 — (cos(8) — isin(8)) — (cos(nd) + isin(nd)) + (cos((n — 1)8) + isin((n — 1)6))
- 1—(elf +e ) +1
1 — cos(8) — cos(nf) + cos((n - 1]6‘} + E(sin(ﬁ) — sin(n#) + sin(['n. - 1)6') }
- 1—-2cos(d) +1
1 — cos(8) — cos(nf) + cos((n—1)8) _sin(6) — sin(nh) + sin((n — 1)8)
= 1—2cos(8) +1 ' 1—2cos(8) +1

U+ W

Ce qui montre que
1 — cos(8) — cos(n8) + cos((n — 1)8) C v sin(#) — sin(nf) + sin((n — 1)6)
e =

n= 1—2cos(8) +1 n 1—2cos(8) +1
Deuxiéme solution, « la bonne » mais astucieuse pour des L1

n+1 n+1 n+1 n+1 M+l

1 _ gnit el 3 B(e—! 70 _ ity ) EEHTHH _(el 7 0 _ ey 5)
UH+P;1=1_E_!-3= [N ] =g X B B
ez (E 2—22) ez —(82—2 2)

n+y _%K—ZCUS(H;IH) _ﬂcos(nglﬁj

=e'2 —=—=

2@ ()

(s (%) + sm(22)) (2 2)

z cos (f)
= cos (%) 2 ) (HT? B) + isin (2—9) =2 ) (%6'1 9)
cos (E) cos (f)
Ce qui montre que
1 1
U, = cos (?) Cos (ﬂ' '59 .9) et V. =sin (ﬂ) cos ('."1 ZB 3)
s (3) 7 s
C’est micux.
Etpuissif = 2lmavecl € &
k=n k=n k=n k=n
U, = Zucos(kzm) - :Zul =n41, V= Z_usin(kziﬁ) - kZ=u 0=0
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Exercice 5-20 Soit ¢ € C avec |¢| < 1.

1. Montrer que |z 4 ¢| < |1 + ¢z| si et seulement si |z| < 1.

2. Soient D = {z € C| |z|] < 1} le disque unité et C' = {z € C | |z| = 1} le circle unité.
Montrer que I'application f: D — D
z+c

_-—_—
1+4+¢z
est une bijection pour laquelle f(C) = C.

Solution

L.
lz+clsl+czlelz+clP<s|1+czlfP e (z+c)(Z+0) = (1 +c2)(1+c2)
ezIP+zc+ecz+ P <l+cz+cz+ Pz ez +cl2<1+]cl?lzP <0
<1-lcl+lclPlzl* —lz* & 1= [c|* + (Ic]* = Dlz* 2 0 & (1 — e[ — |2[*)
z0el-zI*z0e212 2212 |2
2. 1l faut montrer que pour tout 2" € D il existe un unique z € D tel que

. Z +c
T 14cz
Mais il faut d’abord montrer que f(D) € D, comme |z] < 1 d’aprés 1., |z + ¢| < |1 + ¢z, ce qui équivaut &
|z + ¢ z+c|

T3az - 13a = f@I=1

D'otzeD= f(z)eED

, £+¢
=1+czﬁz(1+cz)“z+cﬁz +2z'ctz=z+cez —c=z-z2'tzea2' —-c=2(1-12'7)
z'—¢
= — =
1-2¢

Car |2'¢| < 1 et done le dénominateur n'est pas nul
On a montré que pour tout 2" € D, il existe un unique z tel que z' = f(z), il reste & montrer que z € D. On pose
¢'=-c <1

2z +c z'+c
= — = |z| = —| =
1+z2'¢ 1+z2'c’
D'aprés le 1.
Montrons que f(C) =C
Soitz € €, done |z] = 1
ool |z+c| (1+3) (1+5) |||1+cE| ‘1+c§‘ l1+czl |1+ez)
z’ — — — —1 — — p— —1 - — p—
f 14cz 1+::z| 14cz 1+cz 1+czl |147cz| |1+4¢cz
1 +ez|
T +cz|

Cela montre que f(C) < C, il faut montrer que € < f(C)
Soit z' € C, z' admet un unique antécédent z,ona z' = f(z)
z —¢ z+¢
Z= == '
1-zc q145¢
Si on pose ¢’ = —¢ et comme précédemment |z| = 1, ce qui montre que pour tout 2’ € C, il existe z € C tel que

z' = f(z) € f(C)
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Exercice 5-21 Donner les applications de C qui représentent des transformations du plan suivantes :

1. La translation du vecteur d’affixe —2 + i.

2. La symétrie centrale du centre .

3. La rotation d’angle 7/6 et de centre 1;

4. L’homothétie de rapport 3 et de centre d’affixe 1 + 2i.

5. La similitude de rapport 2 et d’angle 7/3 et de centre 1 + i.

Solution

Solution :
[. 2—2-2+1{

2. On peut voir ln symétrie de centre O comme I"homothétie de centre § et de rapport —1. Une telle transformation
est représentée par f: 2= =z + b o b e C. Pour trouver b, on utilise que f ({) = i et on trouve que b =2i.

3. La transformation est représentée par une application de Ia forme : f : z— ¢™'®z+ b ol b€ C. Pour trouver b, on
utilise que f(1) =1 et on trouve b= —/(3)/2+1-1/2.

4. La transformation est reprisentée par une application de la forme : f: z— 3z+ b od b € C. Pour trouver b, on
utilise que f(1+2i{)=1 ¢t on trouve b= =2-4i.

5. La transformation est représentée par une application de Ia forme : f:z— 2¢'"*z + b od b € C. En utilisant la
méme démarche que précédemment, on trouve que b= 3 (1 - i),

Exercice 5-100 Soit z = Calculer z*.

3

V3+i

Solution

A ( 3 )4_ 34 B 34 B 34
V3 +i 32+(;1)\/§3i+(3)\/§2i2+ (4) /38 + i4 9+12v3i—18—4v3i+1 —8+8V3i

4 1 —1—= . 4

5 (-1-v3i) _3 (—1 — v/3i).

8 (—1+V3i) (—1—/3i) 32

17



Exercice 5-101

1. Montrer que I’équation

A 334 (2-0)22+32-3+i=0
admet des racines réelles.
2. Trouver toutes les racines de 1’équation.

Solution

1. Soit a € K une solution de (E)
a*=3a*+(2-Da?-3+i=0ea*-3a°+2a*+3a-3+i(-a*+1)=0
ﬁ{a4—3a3+2a2+3a—3=0
—a?+1=0
a; = —1 est solution de a* — 3a® + 2a? — 3 = 0 et a; = 1 est solution de a* — 3a® + 2a? + 3a —
3 = 0, donc (E) admet deux solutions réelles, on peut mettre (X — 1)(X + 1) = X? — 1 en facteur.
2. lexiste a, b, c € Ctels que
Xt =3X*+(2-DX*+3X-3+i=(X?-1)(aX?+bX +¢)
On développe
(X2 =1)(aX?+bX+c)=aX*+bX* +(c—a)X*-bX —¢c
Par conséquent

a=1

b=-3 a=1
c—a=2-ie{b=-3

~b=73 c=3-i
—c==3+i

XV =3X 4+ (2-DX2 43X -3 4+i=(X*-1)X*-3X+3~-i)=0
Il reste & trouver les solutions de X? = 3X +3~i=0
A=9-4B3=i)==3+4i=14+4i—-4=(1+2i)°*
Les racines carrées du discriminant sont § = +(1 — 2i)
11 v a deux solutions

3—-(142¢
MR LI L2 DN
3+1+2i ,
X2=—2 =24+i

L’ensemble des solutions de (E) est
S={-1,1,1-1i,2+ i}

Exercice 5-102

1. Déterminer les quatre nombres complexes a, b, ¢, d différents de 1, qui sont solutions dans C de ’équation
5
z°=1.

2. Montrer, pour tout nombre complexe z, ’égalité :

I+z24+224+23 42 =z -a)z-b)(z—0)(z—4d).
Solution

Les racines 5-éme de 1 sont données dans le corrigé de ’Exercice 5-11. Les valeurs des a, b, ¢, d sont les racines
5-éme de 1 différentes de 1.
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Exercice 5-103  Soit z = \/2 +V3+ i\/Q ~V3

1. Calculer 22, puis déterminer le module et un argument de 22, puis écrire 22 sous forme trigonométrique.

2. En déduire le module et un argument de z.
™ 0
3. En déduire cos— et sin—.

12
Solution

]u

zz=(J2+J§+a‘\[2—~f§)z=z+v"—(z—v§}+mJ2+J§Jz—
=2~J§+25J(2+v§)(2—\f§)=2ﬁ+2fm=2v’§+2£

|z?%| = ’(2@)2+22=#4x3+4={1_5=4

Si on pose 8 = arg(z?), cos(8) = %ﬁ = %ict sin(@) = E = %dunc 8= §+ 2km
Autre méthode :

z2 =234 2i= 4("{_ -1)— 2& s, donc @ —-+2krr.
2.
On déduit de la premiére question que |z2] = 4 donc |z|®> = 4 et que |z| = 2. Et que les arguments

possible de z sont %(E + Ekn) = % + knr, k € {0,1}, donc z = Ze% ou = —Ze%. Mais z =

v" 243+ iq.r" 2 — +/3 entraine que le cosinus et le sinus de ses arguments sont positifs, donc z = Zeﬁ.
3. D’aprés la question précédente

Zel?-—\’2+\‘r5_'+LJ2 (ﬁZ(cos(12)+15m ) J2+v’r_+1\,2

2+43

Vziv3 2= cos (55) =—5—

& Cos (;[2) + LS]I‘[(;) ;- 3 ‘i' 1: > i 73
sin (ﬁ) = 2

Exercice 5-104 Soit f : C — C définie par f(z) = z(1 — 2).

1. Déterminer les points fixes de f, c’est & dire résoudre f(z) = z.

2. En utilisant 1'égalité z(1 — z) = (2 — %)(% —z)+ %, montrer que
. 1 1 1 1
si 2—2‘<2alors f(z)—2‘<2.
Solution
1.
f@)=zez(l-2)=zeoz(1-2)-z=02z-2'-z=0z2'=02z2=10
2.
1 1 1 1 1\ 1 1| 1
—= —_ ) == - ===} — 2 = - = =
|f(3) 2| z(1-2) ‘ | )(z Z)+4 2 |[ 2) 4‘—("" z) *1
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Exercice 5-105
1. Résoudre dans C Péquation 2% = —2 + 2i.

2. Résoudre dans C I’équation 2% = —8i.

1
3. Résoudre dans C I’équation 52'6 4+ (14 3i)23 +8+8i = 0.

Solution
3 _ _2 a7y _ i
L X3=2VZ (-2 +i%)=2ie's
Donc
19
X3| = 22
2 2 3 3 X°| =22
X3=2\E(——+E£)=2§€Tﬁ 3m
JZ 2 arg(X3)=T+2kﬂ, kel

3 1
|1X|?® = 22 |X| =22

— —

3
3arg[X)=Tn+2km keL -

T 21-:1:}

vz 7)), kekeo12)

- 2 2
XuzﬁeT:ﬁ(§+ig)=1+i
w2 11i
X, = ﬁet{%+Tﬂ} = ﬁel_;.ﬂ
.4 19i
X, = v'rfei[g_"Tnl' = -\ffeleﬂ

IX?| = 2° XPP =2

Iim
X3=-8i=2%2 &

|X|=2 S 2k
o n 2kn o X, =2z 3)
:-]]'gl:X) — E 4 T' k €{0,1,2}
i
Xo=12e2 =2
m, 2 7in 3
X, =2"7"3) = 2¢6 =2 V3 1)=— 3—i

20

2k
arg(X) = §+ S ke{012)

1 3w = am
arg(X}=?+2kn, kel 3;1rg{X)=?+2kn, kel

C;“'X;‘:

k € k € {0,1,2}



3. Onpose X = 2

1 1
EZ"’+(1+3£)ZE+B+BE=UﬁEX2+(1+3i)X+B+BI'=U

Le discriminant de cette équation est :
1
A= (1+3i}2—4><§(8+8i} =146i-9-16-16i =-24 - 10i
Les racines carrés de —24 — 10i :
. . . . 2 _p2=— Ly (@2 — b2 =-24
+ib)? = =24 — 10i & a? — b? + 2iab = —24 — 10i & {@ — b =—24 , M (a
(a + D) ted ' ‘ [2ab=—lﬂ Lz[ ab = -5
On rajoute 1’égalité des modules
a? + b* = /242 + 102 = /576 + 100 = V676 = 26 L,
En additionnant L, et Ls, on trouve 2a®? = 2 donc a? = 1, ¢’est-a-dire @ = +1.
En soustrayant L, & L3, on trouve 2b? = 50 donc b? = 25, ¢’est-d-dire b = +5.
D’aprés Lo, a et b sont de signes différents donc les deux racines carrés de —24 — 10i sont: 1 — 5i et
-1 + bi.
L’équation du second degré a pour racine :
x _ =(143i)—(1-51)

=-2-2i
1 1
fo
Et
—(1+3i)+(1-5i
g - SAr+A-5)_
EXE
Les six racines de
20

1
EZ‘-"+(1+31‘]Z3+E+E£=G

Sont les six complexes trouvés en 1. et 2.
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Exercice 5-106 Soit z € R.

1.
2.

Calculer cos®(x)sin®(z) en fonction de sin(z).

Linéariser cos®(z).

Solution

'LI —ix
cos(z) = < te >
1
2
1

T —iz\ 2 T, —IiT 3
cos?(x)sin®(x) = c e S
2 21

— 7( 2ix 721:1:)2( i efzz)
257
— i €5m 3ix — % 1T 492~ 1T + 673195 o 6751'1)
25
_ 1 5 - —52:1: eSix - 6—32':1: Qeix o e—iw
2 2i 2i
1
= =" (sin(5z) — sin(3zx) — 2sin(x))

<<0> eSzx 4 <1> €4zxefz:r 4 <2> 632x672m 4 (3) 621167311 4 (4) ezxefllm 4 <5> 65m>

5
- (651'1 +5€3im 4 10€Zx 4 10672':0 _’_573121 +ef5’ix)

- 1 e5iz 4 e—5ia: N 563i33 4 e—3i:v N 1062'33 + e—igg
24 2 2 2

[\]

16 —(cos(bzx) + bcos(3x) + 10cos(x)).

Exercice 5-107 Cochez les 2 affirmations que vous pensez vraies.

]
(]

L’application qui au point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe 2/ = 1 — iz est une homothétie.

L’application qui au point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe 2’ = 1 — iz est une rotation dont le
centre a pour affixe 1.

L’application qui au point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe 2’ = (1—14)z est une rotation d’angle
—m/2.

L’application qui au point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe 2’ = 1 — iz est une rotation d’angle
—m/2.

) o . . ) : : /o / 2 . .
L’application qui au point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe 2’ = — (1 — i)z est une rotation

dont le centre est 1'origine du plan complexe.
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Exercice 5-108

1.

Déterminer les racines carrées de —¢ dans C, sous forme exponentielle pe’e et sous forme algébrique

a + ib. (On rappelle que les racines carrées de —i sont les nombres complexes z tels que 22 = —1).
. Soit A le nombre complexe A = —50i. Déterminer les racines carrées de A dans C, sous forme algé-
brique.

. Déterminer, sous forme algébrique, les deux solutions complexes de 1’équation :

22 4+3(1—1i)z+48i = 0.

. Soit A le point du plan complexe d’affixe 2 + 2i. Soient B et C' les points du plan complexe ayant pour

affixes les solutions calculées a la question précédente. Représenter les trois points A, B, C' dans le plan
complexe. Démontrer que le triangle ABC' est rectangle en A.

. Soit M le milieu du segment [B, C], et C le cercle de centre M et de rayon 5v/2/2. Montrer que les

trois points A, B, C' appartiennent au cercle C.

. Soit O lorigine du plan complexe. Calculer les affixes des images de A, B, C par la rotation de centre

O et d’angle /4.

7. Calculer les affixes des images de A, B, C par ’homothétie de centre M et de rapport —1.
Solution
1. Sous forme exponentielle, —i 8'éerit e*™/2*#** pour tout k € Z. Les deux nombres

fiw 4 Ther s

dont le carré vaut —i sont ¢ et ¢"'™", Sous forme algébrique :

u:iir_.-'fl. - ﬁ +1 ﬂ ot L1F=_,-|-_,-'.1 _ \'@ » 1\'@
2 2 2 2

Le nombre A s'éerit A = {5\/5}2 (—i). Ses racines carrées sont celles de —i,
multipliées par 52, soit :
—-5+5i et H5-—05i.
Le discriminant de cette équation est :
(301 - i})2 —4(8i) = —18 — 32i = —50i = A .
Les deux solutions sont :

%(—3+3i—|—{—5+5i}) et %(—3+3i+(5—51}) \

soit :
—4+4i et 1-—i

Figure 7. Soient z4, zp, 2o les affixes respectives des points A, B, C.
2a=2+4+21, zg=1-i, z=-4+4i.

Pour démontrer que le triangle ABC' est rectangle en A, il sufhit de démontrer
que le nombre complexe (zg — 2z4)/(2c — z4) a pour argument 7/2 modulo T,
¢'est-a-dire que c¢'est un imaginaire pur.

Zp — 24 _1_31 i

Zo—2, —-6+21 2°
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FiG. 7 - Triangle rectangle et cercle circonscrit

5. Le point M a pour affixe :
tze _ 3 3,

2y = 9 = 9 1 21 .
Le cercle C est I'ensemble des points dont 1'affixe z vérifie :
5v2
|z - EM| = 9

Pour montrer que A, B, C appartiennent au cercle C, il suffit de vérifier que les
trois modules |24 — 2y, |25 — 2a| et |2e — 2)| sont égaux & 5/2/2. Or :

_T. L = /49 1 _5v2
ZA— M = 5 21==>|2A ZM .'ilfi+4 5
5 5, 25 23 5v/2
E-'H—ZM=§—§1=>|35— 'v4 =g
5 5, f5 25 mﬂ
5{3‘_3M=_§‘|‘§1=ﬂ‘ |zc_3,1.f| ]llu' 9 -

6. L'image du point d’affixe 2 par la rotation de centre O et d’angle —7 /4 est le
point d'affixe 2’ tel que 2z’ = e ™%z, Les images respectives de A, B et C sont
les points d’affixes :

2y =22, 2 =—-iv2, 2L =4iVv2.

7. L'image du point d'affixe z par 'homothétie de centre M et de rapport —1 est le
point d’affixe 2’ tel que 2’ = z); — (2 — z);). Comme M est le milieu du segment
B,C], I'image de B est C et 'image de C est B. L'image de A est le point

d’athxe :
== 3 (L4 2i) = -5+
4= 9 2l 9 21 1.
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