Calculs de primitives

Exercice 1.
Calculer

Allez a : Correction exercice 1

Exercice 2.
Calculer

Allez a : Correction exercice 2

Exercice 3.
1.

Calculs de primitives

X

F(x) =f cos3(t) dt

0

X

F,(x) =f sin3(t) dt

0

X

F3(x) =.f cos*(t) dt

0

X

F,(x) =f sin*(t) dt

0

X

Fs(t) = f cos?(t) sin?(t) dt
0

X

Fo(x) = J cos?(t) sin3(t) dt

0

X

F(x) = f cos(t) sin*(t) dt

0

s

2
I = f cos3(t) sin?(t) dt
0

X

Fi(x) = j ch3(t) dt
0

X

F,(x) =f sh3(t) dt

0

X

F3(x) =f ch*(t) dt

0
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Calculs de primitives

Allez a : Correction exercice 3

Exercice 4.

Calculer les primitives suivantes :

1.

Fi(x) = f(cos(x) cos(2x) + sin(x) sin(2x))dx

Allez a : Correction exercice 4

Exercice 5.
1.

X

F,(x) =.f sh*(¢t) dt

0

X

Fs(t) = f ch?(t) sh?(t) dt
0

X

Fe(x) = f ch?(t) sh3(t) dt

0

F(x) = chh(t) sh*(t) dt
0

F(x) = jcos(x) sin*(x) dx
F3(x) = fcos6(x) dx

F,(x) = J. sin(x) dx

Fs(x) = f sin3(x) cos?(x) dx

Fo(x) = f ch?(x) sh?(x) dx
F(x) = fsh(x) ch3(x) dx

Fa(x) = fch(x) sh3(x) dx

X

F(x) = f et cos(t) dt

0

X

F,(x) =f et sin(t) dt
0

Pascal Lainé



Calculs de primitives

Allez a : Correction exercice 5

Exercice 6.
1.

X

F3(x) =f e~tcos(2t) dt
0

X

F,(x) = f e~ tsin(2t) dt
0

X

Fs(x) =f e?t cos (t—%) dt

0

X

T
_ -2t —
Fe(x) = jo e ' cos (t + 4) dt

X

F,(x) =J et cos (Zt +g) dt

0

X

Fg(x) = f et cos (Zt - g) dt

0

X

F(x) =f tetdt

0

X

F,(x) =f t?etdt
0

X

F3(x) =J t3etdt

0

X

F,(x) =J tin(t) dt

1

X

Fs(x) =f t?In(t) dt

1

X

Fg(x) =f t31In(t) dt

1

X

F;(x) =J tsin(t) dt
0

X

Fe(x) = f t?sin(t) dt

0

Pascal Lainé



Calculs de primitives

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Allez a : Correction exercice 6

Exercice 7.
1.

Allez a : Correction exercice 7

Exercice 8.
Calculer

X

Fo(x) = f t3sin(t) dt

0

X

Fio(x) = f t cos(t) dt

0

X

F(x) = f t? cos(t) dt
0

X

Fio(x) = j t3 cos(t) dt
0

X

Fi3(x) =J arcsin(t) dt

0

X

Fi4(x) =f t arcsin(t)dt
0

X

Fis(x) =f arctan(t) dt
0

Fi(x) = f e* cos(x) dx

F,(x) = Jln(x) dx, n#1l

xn
F;(x) = f x arctan(x) dx

F(x) = f(x2 +x + 1e¥dx

dx
0= [y

dx
1—x2

Fy(x) = f

dx
F3(x) = f—x(xz 1D

4
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Calculs de primitives

4.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Trouver une primitive de

Pascal Lainé

3

Fi(x) = fxz T2

F(0) =fx214dx

F() :fxz;dx
F,(x) = j‘mdx

1
= | s

1
Fg(x) = fmdx

1
Flo(x) = fxz(xz——l)zdx

x+1

Fll(x) = jmdx

2x+3
Fia(x) = f (x—2)(x+5) dx

A = | S e
Fia(x) = f ;&_dﬁ
Fy5(x) = (x + 2)(xcix+ 2x +5)
Fi6(x) = fxzolcg—dfz)s
F7(x) = %dx
Fig(x) = Jx(xz—z_l)zdx



Calculs de primitives Pascal Lainé

t
t>———
t2+2t+4

Allez a : Correction exercice 8

Exercice 9.
1. Calculer
—t+1
G(t) = ftz +2t+5dt
2. Calculer

dt

In(t2 + 2t +5)
Flo) = J (t—1)2

Allez a : Correction exercice 9

Exercice 10.
1. Décomposer en éléments simple
2x +1

f(x)=m

2. Calculer

F(x) = Jéln(xz + x) dx

A I’aide d’une intégration par partie
Allez a : Correction exercice 10

Exercice 11.

Calculer les primitives suivantes :

1.
d
o) = fxz -T— 5
2.
dx
R =) Es
3.
F3(x) = f e* sin(e®) dx
4,
F(x) = f tan3(x) dx
5.
1
Fs(x) = f tan3(x) dx
6.
2x +3
Fg(x) = GZ+3xt 7)mdx,m #1
7.
F,(x) = fln(x) dx
8.

6



Calculs de primitives

Allez a : Correction exercice 11

Exercice 12.
Calculer
1.

10.

11.

Allez a : Correction exercice 12

Exercice 13.

h
Fg(x) = Chs((xx)) dx
d
Fl(x) = fﬁ a+0
dx
R0 = | G

3
x
F3(x) = sz _4dx

4xd
5= [ Gma

P = [
PO = [ gy
Fr () = (tz(g—tzti)ilg)z
Fo(8) = f t3d-|f 1
Fio(x) = %dx
Fi1(x) = x(fc;—;)zdx

Calculer les intégrales de fractions rationnelles suivantes.

1.

I—fl dx
Y7y x2 42

1
2 dx
IZ:J- 1—x2

|
N[~
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Calculs de primitives

Allez a : Correction exercice 13

Exercice 14.

Calculer les primitives suivantes :

1.

Allez a : Correction exercice 14

Exercice 15.

Allez a : Correction exercice 15

Exercice 16.

Allez a : Correction exercice 16

Exercice 17.

, _.l'3(2x+1)dx
37 ), x24+x-3

2 x
I, = d
4 fox4+16x

I—jl 5x + 6 p
), -+

B ox—1
Iy = ——d
6 jl x2(x2+1) x

F(x) = fcos3(x) p

x
sin®(x)

F,(0) :f sin3(x) p

1 + cos(x) x
dx
Fs(x) = fcos“(x) + sin*(x)
B cos(x) — 2
f = [ S
B j‘g dx
- % cos(x) sin(x)

T 3(¢
2
I_J COS()dt

B % sin*(t)

1. Déterminer une primitive de la fonction f définie par :

1

f® = sin(2t)

8
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Calculs de primitives

2. ATl’aide du changement de variable x = 2t, calculer

Allez a : Correction exercice 17

Exercice 18.
Calculer sur ]—E,E[
22

Allez a : Correction exercice 18
Exercice 19.

Calculer
Allez a : Correction exercice 19

Exercice 20.

dx
Fx) = Jsin(x)
2dx
Fx) = f 1 + tan(x)
1
Fo = j T+ ™

Déterminer une primitive sur R de la fonction f définie par :

Allez a : Correction exercice 20

Exercice 21.

Allez a : Correction exercice 21
Exercice 22.
Calculer pour x > 0
Allez a : Correction exercice 22
Exercice 23.
Calculer
Allez a : Correction exercice 23

Exercice 24.

1 + sh(x)
e = 1 + ch(x)
dx
f (ch(x) + 1)?

Flx) = ]de

ch(x) -1

f 2 — ch(x) + sh(x) p
2 ch(x) x

1. Décomposer en elément simple la fraction

2. Calculer

_ 1
f(x)—m

F(t) = 2] at

9

ch(t) sh3(t)

Pascal Lainé



Calculs de primitives

A I’aide du changement de variable x = ch?(t)
Allez a : Correction exercice 24

Exercice 25.
Calculer

F(x) = f(3t2 —2t)In(t? + 1) dt
Allez a : Correction exercice 25
Exercice 26.

A I’aide d’une intégration par partie calculer les intégrales suivantes
a.

e
L =] tln(t) dt
1

T

2
I, =J tsin(t) dt
0

V3
I; = f 3x%In(x? + 1) dx
0
Allez a : Correction exercice 26

Exercice 27.
1. Calculer

2x J
f(x2 -0z
2. Calculer sur ]1, +oo[
G(x) = f(xzzfxl)zln(x) dx

Allez a : Correction exercice 27

Exercice 28.
Calculer
1
f m arctan(x) dx

Allez a : Correction exercice 28

Exercice 29.
Calculer
1.

Fi(x) = dx; t=3VY2+x

1
fx/z +x+32+x
Avec x € |—2, 4|
2.
1 -1
Fy(x) =j((x_1)2_4)2dx; —— = th(w)

Avec x €] — 1,3
3.

10
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Calculs de primitives

Allez a : Correction exercice 29

Exercice 30.
1. Calculer

2. En déduire

F3(x) = f(arcsin(x))zdx

F,(x) = jx2\/1 + x3dx

2

dt

Fo =2 [ 5

G(x) = f\/ex + 1dx

A I’aide du changement de variable t = ve* + 1

Allez a : Correction exercice 30

Calculer les primitives suivantes sur 1’intervalle [ :

Exercice 31.
1. I=]1,+o0o]
2. I =R"™
3. I=R
s 1=}
6. 1 =1]1,+o[
7. 1=114]
8. I=]—-11][

Allez a : Correction exercice 31

Exercice 32.

dx
Fl(x)zfx+\/x—1

dx
FZ(X)z.fx x2+x+1

F3(x) = fﬁdﬁc

£y (%) x+1

x) = X

* V—4x2 + 4x + 1
8x —3

F5(x)=

Fe(x) = j \Vx2 —1dx

xVx

B0 = [ g

1 1-t
R0 = [ [

11

X
V12x — 4x2 =5

Pascal Lainé



Calculs de primitives Pascal Lainé

Calculer
dx
P = [—
) 1+v1l—x
Allez a : Correction exercice 32
Exercice 33.
1. Calculer
dx
= fxz(x -1)
2. Calculer
1 dt
G(t) ==
2 t t
t(t+1)< t+1_t+1>
A I’aide du changement de variable x = _

t+1
Allez a : Correction exercice 33

Exercice 34.
1.

Fi(x) = fx(tz + 1) arctan(t) dt
0

X

F,(x) = f (t + 1) arcsin(t) dt
0

Allez a : Correction exercice 34

CORRECTION

Correction exercice 1.
1. On peut mettre cos3(t) sous la forme f (sin(t)) cos(t) car la puissance de cos est impaire.

F(x) = fxcos3(t) dt = jxcosz(t) cos(t) dt = Jx(l — sin?(t)) cos(t) dt
0 0 0

On pose u = sin(t) = du = cos(t) dt
t=0=>u=sin(0)=0
t =x = u =sin(x)
315in(x)
(1—-t>dt = lt - — = sin(x) —
31,

sin(x) sin3 (x)

3

Fi(x) = f

0

2. On peut mettre sin3(t) sous la forme f(cos(t)) sin(t) car la puissance de sin est impaire.

Fy(x) = foxsin3 (t)dt = Lxsinz(t) sin(t) dt = — j;)x(l —cos?(t))(—sin(t))dt

On pose u = cos(t) = du = —sin(t) dt
t=0=>u=cos(0)=1
12



Calculs de primitives Pascal Lainé

t =x = u = cos(x)

cos(x) 37c0s(x) 3
Fy(x) = _f (1 - t2)dt = — It —% - <cos(x) - C°S3(x)> + (1 - %)
1 1
3
= —cos(x) + COSB(X) g

3. Ici les puissances de sin et cos sont paires (respectivement 0 et 4) on doit linéariser cos*(t)
plt 4 o=it\* g4t 4 4,20t L g 4 pp=2it 4 o4t G4it 4 odit 4 4(82it n e—zit) 16
(cos(t)*=|———) = =
2 16 16
_ 2cos(4t) +4 X 2cos(2t) + 6  cos(4t) + 4 cos(2t) + 3

16 8
1(* 171 4
F3(x) = 5_[ (cos(4t) + 4 cos(2t) + 3)dt = 3 [Z sin(4t) + Esm(Zt) + Bt]
0

X

0

1/1 4 1 1 3
=3 (Z sin(4x) + §s1n(2x) + 3x> = ﬁsm(élx) + 2 sin(2x) + g~

4. Ici les puissances de sin et cos sont paires (respectivement 4 et 0) on doit linéariser sin*(t)

. . plt — p-it 4 pHt _ 4020 4 @ =20t 4 it o4t 4 pdit _ 4(ezit n e—ztc) 16
(sin(t))*=————) = =

21 16 16
_ 2cos(4t) —4 X 2cos(2t) + 6  cos(4t) — 4cos(2t) + 3
B 16 B 8
1(* 171 4 x
F,(x) = —f (cos(4t) — 4 cos(2t) + 3)dt = = [— sin(4t) — =sin(2t) + 3t]
8), 8 14 2 o

1/1 . 4 1 1 3
=3 (Z sin(4x) — Esm(Zx) + 3x> = ﬁsm(élx) ~2 sin(2x) + 8x

5. Ici les puissances de sin et cos sont paires (respectivement 2 et 2) on doit linéariser cos?(t) sin?(t)

201 sin2(e) = elt 4 o-it 2 pit — -t 2 ~ e2it 4 9 4 o=2it\ [p2it _ 9 4 p-2it
cos“(t) sin“(t) = 5 — _ - =

e4—it _ ZBZit +1+ zeZit — 4 + Ze—Zit +1— Ze—Zit + e—4-l't B e4it + e—4—it -2

—-16 —16
2cos(4t) — 2 1 1
_——16__§COS(4t)+§
F(t)—ljx( (4t) + 1dt = 1[1'(4t)+t]x— ! sin(ax) = &
5 =3 i cos =-3 4sm = 32sm X 3

6. On peut mettre cos?(t) sin3(t) sous la forme f(cos(t)) sin(t) car la puissance de sin est impaire.

Fg(x) = fxcosz(t) sin3(t) dt = — fxcosz(t) sin?(t) (- sin(t))dt
0

0
= — J-xcosz(t) (1 = cos?(t))(—sin(t))dt
0

On pose u = cos(t) = du = —sin(t) dt
t=0=>u=-cos(0)=1
t =x = u = cos(x)

13



Calculs de primitives Pascal Lainé

cos(x) cos(x) t3 cos(x)

tS
t2(1 — t¥)dt = f (t* —t2)dt = [_ ——
1 5 3

_cos®(x)  cos®(x) _ (1 1) _cos®(x) cos®(x) 2

Fe(x) = —f

1

5 3

5 3

5 3 15

7. cos(t) sin*(t) est sous la forme f(sin(t)) cos(t) car la puissance de cos est impaire.

On pose u = sin(t) = du = cos(t) dt
t=0>u=sin(0)=0
t =x = u = sin(x)

sin(x) ¢5 sin(x) sin® (x
F,(x) = f ttdt = l—l = )
0 5 0

5
Allez a : Exercice 1

Correction exercice 2.
T

I = J-i cos?(t) sin?(t) cos(t) dt
0

On pose x = sin(t), dx = cos(t) dt
t=0=>x=sin(0)=0

t=%=>x=sin(g)=1

1 1 3 x5 11 2
I = 1— 2Y),-2 =f 2 _ L4 | _ | = ___=-_"_
fo( x“)x*dx 0(x x*)dx 3 SL T
Allez a : Exercice 2
Correction exercice 3.
1. On peut toujours poser u = et mais parfois, il y a plus simple.
X X
Fi(x) = j ch3(t)dt = J ch?(t) ch(t) dt
0 0
On pose u = sh(t) = du = ch(t) dt, ch?(t) = 1 + sh?(t) = 1 + u?
t=0=>u=sh(0)=0
t =x = u =sh(x)
sh(x) 315h(x) h3
Fi(x) = f (14 u?)du = Iu + u? = sh(x) + sh”(x)
0 0
Allez a : Exercice 3
2. On peut toujours poser u = et mais parfois, il y a plus simple.
X X
F(x) = f sh3(t) dt = f sh?(t) sh(t) dt
0 0
On pose u = ch(t) = du = sh(t) dt, sh?(t) = ch?(t) -1 =u? -1
t=0=>u=ch(0)=1
t=x>=u=ch(x)
ch(x) ud h®  h3(x 1 ch3(x 2
Fz(x)zf W -Ddu=|5-u = ()—Ch(x)—<——1)= ()—ch(x)+—
1 3 L 3 3 3 3

14



Calculs de primitives Pascal Lainé

Allez a : Exercice 3

3. lci les puissances de sh et ch sont paires (respectivement 0 et 4) on pose

du
uzet@tzln(u):dtzj

et +et\* e +4e? +6+4e et 1 1,3 1 1 _,
< > >= 16 =Eu +4u +8+4u +Ru
t=0=>u=e’=1
t=x>u=¢e*
&&)=fﬁ(iu-+hl+3+1u4+~£u yﬂ
, 160 "4 874 16 u
1 (¢, 1 3 (1 16’”_3 1 ex_s
=E1 udu+1f1 udu+8f —du + j du+— u~>du
1t 1] 3 w2 w1
“sali], +3[3], ~smeon +3[5] 5]
= 6—14(64’“ -1) +%(e2x -1+ g(ln(ex) —1In(1)) - 3 (e‘zx -1) - 6i4(e‘4x -
— 6%(64x —4x) + % (er —_ e—Zx) + gx — Sh;zx) Shfx) ?

Autre méthode

16 16

2ch(4t) +4 xch(2t)+6 1 1 3
= (42) 16 (2¢) =—ch(4t)+—ch(2t)+—

ch(4¢) dt+i J ch(2t) dt + ¢ f dt ISh(‘“) [Sh(z’f)

(et + e"t)4 B et +4e?t 64+ 4e %t 4 o7 B et +e M +4(e?t+e ) +6
z —

X

F3(x) = %J

0

1 1 3x
= ﬁsh(élx) + —sh(2x) + 5

Allez a ; Exercice 3

4. Ici les puissances de sh et ch sont paires (respectivement 4 et 0) on pose
du
u=et<:>t=ln(u):>dt=7
<et+e—t>4 et —4e? +6—de et 1 1, 3 1 1
5 = =

e 1 1. 3 1 1 du

F = 4 _ .2 2 _ 4)_

4 jl (16” R I T
_1” 34 1jexd +3]ex1d 1Jex Sy o i u=sd
“16), M) MM TE) w16, u

1 u4ex 1uzex+3[l()]ex 1u‘2€x+ u‘4ex
“1e6|a], 4|2 g Mt 4|=2| T1e|-4]

15
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Calculs de primitives Pascal Lainé

1 1 3 1, 1,
—a(e4 1)—5(82 —1)+§(ln(e )—ln(l))+§(e 2 —1)—64(e * 1)

1 1 3 sh(4x) sh(2x) 3x
= — —4X\ _ _ (p2X _ p,—2X = _ o4
=g e T gl m e dgx=—0 z 8
Autre méthode
et — et 4 ~ et — 4e2t 4 6 — 4o2t 4 o4t B ett 4o 4(e2t + e‘Zt) 16
2 B 16 - 16
2ch(4t) —4xcht)+6 1 1 3
= 16 = gch(4t) +Zch(2t) +§
1 1(* 3 (*  1[sh(4)]* 1[sh(2D)]”
F4(x)=—j ch(4t)dt——j ch(2t)dt+—J dt = = (41) - @)
8 0 4 0 8 0 8 4‘ 0

1 1 3x
=33 sh(4x) — < sh(Zx) t3

Allez a : Exercice 3

5. Ici les puissances de sh et ch sont paires (respectivement 2 et 2) on pose

du
u=etot=In{)=>dt=—

et +et\? fet — e t)? et +et\[et—et ? e2t _ p=2t\% 4t _ 5 4 -4t

t=0=>u=e%=1
t=x>u=¢e”*

1 (¢ 2
— _ A Pt 3_ % - |2 _z
Fs(t) = 16] u*-2+u )u 16, (u u+u du [ 21In(u) l
1 [e** e X 1 /1 1\ e —e* x sh(4x) «x
— | _ Xy _ _—(=_ N\ =  _Z_ _=
16( 2In(e®) == > 16( 2In(1) ) 64 8- 32 8

Autre méthode

et +e7t\* fet —et 2_e“—2+e““_2ch(4t)—2_1 h(46) 1
2 2 = 16 = 16 8" 8

4 32 8

Fs(x) == f (ch(4t) — 1)dt —_[Sh(‘“) l _sh(4x) x
0

Allez a : Exercice 3

6. On peut mettre ch?(t) sh3(t) sous la forme f(ch(t)) sh(t) car la puissance de sh est impaire.
X X X
Fe(x) = f ch?(t) sh3(t) dt = f ch?(t) sh?(t) sh(t) dt = f ch?(t) (ch?(t) — 1) sh(t) dt
0 0 0

On pose u = ch(t) = du = sh(t) dt
t=0=>u=ch(0)=1
t =x=u=ch(x)

ch(x) ch(x) 5 3] s x) ch3(x) /1 1
Fg(x) =j tz(tz—l)dt=J (t* — t?)dt = —__l = _ _< __>
° 1 1 5 3 1 5 3 5 3
_ch’(x) ch3(x) N
-5 3 15

Allez a : Exercice 3

16



Calculs de primitives Pascal Lainé

7. ch(t) sh*(t) est de la forme f(sh(t)) ch(t)
On pose u = sh(t) = du = ch(t) dt
t=0=>u=sh(0)=0
t=x=u=sh()
sh(x) sh5(x)

F(x) = f utdu 2
0

Allez a : Exercice 3

Correction exercice 4.
1. Avec la formule d’addition
cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) = cos(a + b)
cos(x) cos(2x) + sin(x) sin(2x) = cos(x — 2x) = cos(—x) = cos(x)

Fi(x) = jcos(x) dx = sin(x) + K
Allez a : Exercice 4
2. Lapuissance en cos(x) est impaire et celle en sin(x) est paire, on peut mettre cos(x) en facteur.
On pose t = sin(x), dt = cos(x) dx
1 1
F(x) = ft‘*dt = §t5 +K = gsms(t) + K
Allez a : Exercice 4

3. La puissance en cos(x) est paire et la puissance en sin(x) est paire (en fait elle est nulle), il faut

linéariser.
x —1x
COSG(x) — <$>
2
1 . ] , ' ' . o | |
= a((e’”‘)G + 6(6”‘)5(6‘”‘) + 15(e‘x)4(e—lx)2 n Zo(elx)3(elx) 34 15(e”‘)2(e“x)4

+ 6(eix)(e‘i")5 + (e—ix)f’)
= %(eﬁx + 6e* + 152% + 20 + 15e 2% + pe~H¥ 4 ¢76X)

1 , . . , . .
— a(eélx 4 e~ 6ix 6(e4lx + e—4lx) + 15(821x 4+ e—le) + 20)

1
= a(z cos(6x) + 6 X 2 cos(4x) + 15 X cos(2x) + 20)

1 3 15 5
=33 cos(6x) + 16 cos(4x) + Ecos(Zx) + 16

Par conséquent :

F3(x) =

3 5 5
32X 6 16 x 4 32 x 2 Sn2x) + Tex + K

_ 1 '(6)+3 '(4)+15'(2)+5 +K
—19251n X 6451n X 64sm X 16x

sin(6x) + sin(4x) +

Allez a : Exercice 4

4. Lapuissance en cos(x) est paire et la puissance en sin(x) est paire, il faut linéariser.
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; 4
e

ix _ e—ix 1 ' ' ' '
sin4(x) = (T) — E(GAM + 42 1 6 4 4e~2x 4 e—41x)

1 . ; . . 1

=T (e** + e=*%) + 4(e?* + 2% + 6) = Tg (2 cos(4x) + 4 x 3 cos(2x) + 6)
1 3 3

= —cos(4x) + Zcos(Zx) + =

8 8
Par conséquent :

F4(x) =
Allez a : Exercice 4

S i (2 )+3x+K— L (4 )+3 in(2 )+3x+K
4X251n X 3 —3251n X 8Slrl X 3

sin(4x) +

1
8x4

5. La puissance en cos(x) est paire et celle en sin(x) est impaire, on peut mettre sin(x) en facteur.
Fs(x) = f sin3(x) cos?(x) dx = f sin?(x) cos?(x) sin(x) dx = f(l — cos?(x)) cos?(x) sin(x) dx

= f(cosz(x) — cos*(x)) sin(x) dx

On pose t = cos(x) donc dt = — sin(x) dx
1 1 1 1
Fs(x) = f(t2 —tN)(=dt) = —[ (t? = tY)dt = — (§t3 - gts) +K = —§cos3(x) +§c055(x) +K
eLx_e—ix eix+e—ix 2
En fait rien n’empéche de linéariser sin3(x) cos?(x) = ( ) X ( ) = ..

2i 2
Mais la premiéere methode est bien plus simple.
Allez a : Exercice 4

6. La puissance de ch(x) est paire et la puissance de sh(x) est paire, il faut poser t = e*

oo - (55 (55 = (F59)E5) e

1 1 1
— 4x_2 —4x\ — ___p4x _ _ ,—4x
16 e =16 T8 T 16¢
Par conséquent :
1 1 1 1 x 1

F — hz hz d :f<_ 4x _ _ —4x)d — __phx __ _ __ ,74x K
6(x) fc (x) sh*(x) dx T6° 8+16e x=cre 8 1t +

N T

~ 32Ty

Allez a : Exercice 4

7. La puissance de sh(x) est impaire, il peut poser t = ch(x) donc dt = sh(x) dx
t* h*
F(x) = fsh(x) ch3(x) dx = f t3dt = 7 +K= < 4(x)
On peut aussi poser t = e* mais la premiére méthode est bien plus simple.
Autre méthode (moins bonne), la puissance de ch(x) est impaire on peut poser t = sh(x) donc dt =
ch(x) dx

F(x) = Jsh(x) ch3(x) dx = fsh(x) ch?(x) ch(x)dx = f sh(x) (1 + sh?(x))ch(x)dx

+K

t2 t4 Chz Ch4
= ft(1+t2)dt:f(t+t3)dt:?+z+[(: z(x)+ 4(X)+K

Allez a : Exercice 4

8. La puissance de ch(x) est impaire, il peut poser t = sh(x) donc dt = ch(t) dt
t* h*
FS(X) = fCh(X) Sh3(x) dx = .f t3dt — Z + K= S 4(x)

+K
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Autre méthode (moins bonne)
La puissance de sh(x) est impaire, on peut poser t = ch(x) donc dt = sh(x) dx

Fs(x) = f ch(x) sh3(x) dx = f ch(x) sh?(x) sh(x) dx = f ch(x) (ch?(x) — 1) sh(x) dx

=ft(t2—1)dt= f(t3—t)dt=§—t+l(= Chz(x)—ch(x)+1(’

Allez a : Exercice 4

Correction exercice 5.

1.
Fi(x) = f:etcos(t) dt
u'(t) =et u(t) = et
v(t) = cos(t) v'(t) = —sin(t)
Fi(x) = f:et cos(t) dt = [et cos(t)] — foxet(— sin(t))dt
X X
Fi(x) = f et cos(t) dt = [et cos(t)]¥ +f et sin(t) dt
0 0
Il faut refaire une autre intégration par partie
fox et sin(t) dt
u'(t) = et u(t) = et
v(t) = sin(t) v'(t) = cos(t)
fox etsin(t) dt = [et sin(t)]% — fox et cos(t) dt
X X
J et sin(t) dt = [et sin(t)] — J et cos(t) dt = [efsin(t)]5 — F;(x)
0 0
Ce que I’on remplace dans
X X
F(x) = j et cos(t) dt = [ef cos(t)]¥ +f et sin(t) dt = [et cos(t)]5 + [efsin(t)]§ — Fi(x)
0 0
& 2F;(x) = [et cos(t)]5 + [et sin(t) ] = e* cos(x) — 1 + e* sin(x)
1 1 1
— _pX - —pX i
o F(x) = S e cos(x) 5 + S€ sin(x)
Remarque :
Lors de la seconde intégration par partie il faut continuer a intégrer e* sinon on retombe sur la méme
intégrale.

On aurait aussi pu dériver e* lors de la premiere intégration par partie et bien sir dans la seconde aussi.
Allez a : Exercice 5

2.
Premiére méthode :
On fait exactement pareil.
Deuxiéme méthode :

On utilise le résultat ci-dessus
X

Fy(x) = f etsin(t) dt = [et sin(t)]§ — F1(x)
0
Puis

1 1
Fi(x) = Eex cos(x) + Eex sin(x) + K
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1 1 1 1
F,(x) = e*sin(x) — (Eex cos(x) + Eex sin(x)) +K' = —Eex cos(x) + Eex sin(x) + K’

Troisiéeme méthode :

Fi(x)+iF,(x) = fxet cos(t) dt + if
0

0

X

et(cos(t) + isin(t))dt = f eteltdt

0

X X

etsin(t) dt = f

0

¥ e 1 o , 1 1—i . 1—i
— 1+t dt = [ (1+1)t] — (1+dx _ 0 — X ix _
Joe 1+ic g T1+if 1+ic 2 ¢°¢ 2
et 1 i
= (1 —i)(cos(x) + isin(x)) — E 3
e* _ ) _ 1 i
== (cos(x) + sin(x) + i(— cos(x) + sin(x)) — 5 + >

F; (x) est la partie réelle et F,(x) est la partie imaginaire
X

Fi(x) = % (cos(x) + sin(x)) — %

F,(x) = % (— cos(x) + sin(x)) +%

On a en méme temps F; (x) et F,(x).
Allez a : Exercice 5

3. Le plus simple serait de calculer F;(x) + iF,(x) comme dans I’exercice ci-dessus
Pour changer, on va faire une intégration par parties en dérivant 1’exponentielle et en intégrant le
« cos(2t) »

F3(x) = foxe‘t cos(2t) dt
u'(t) = cos(2t) u(t) = %sin(Zt)

v(t) = e v(6) = —e

F(x) = foxe_t cos(2t) dt = Ee‘t sin(Zt)]: — f(jc(—@_t) %sin(Zt) dt

X

1 I
e tcos(2t) dt = [—e‘t sin(Zt)] + Ef e~ tsin(2t) dt
0 0

F3(x) = .f >

0
On refait une intégration par parties

f;c e~ tsin(2t) dt
u'(t) = sin(2t) u(t) = —%cos(Zt)

v(t) =et v'(t) = —et

foxe_t sin(2t) dt) = [ -t (——cos(Zt))] f (—e ™) (—‘COS(Zt)) dt

fxe"t sin(2t) dt) = [ < % os(Zt))] - %fxe_t cos(2t) dt
0 0

Ce que I’on remplace dans

F;(x) = fxe‘t cos(2t) dt = Ee‘t sin(Zt)]: + %fxe‘t sin(2t) dt
0 0
= Ee‘t sin(Zt)]: + % <[e‘t (—%cos(Zt))]: - %fxe‘t cos(2t) dt>
0

_1_x_(2) 1 (2)+1 1F
—Ze sin(2x 4e cos(2x 2 43(x)

Donc
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1 1 1 1
(1 + Z) F3(x) = Ze™*sin(2x) — ye™ cos(2x) +

Puis

4 /1 1 1 2 1 1
F3(x) = (—e‘x sin(2x) — Ze‘x cos(2x) + —) = ge‘x sin(2x) — ge‘x cos(2x) + =

5\2 4 5
Allez a : Exercice 5

4. On reprend 1’égalité ci-dessus

F3(x) = fox

Par conséquent

1 o1 X 1 1
e~tcos(2t) dt = [Ee‘t sin(Zt)] + Ef e~ tsin(2t) dt = 5 e *sin(2x) + §F4(x)
0 0

F,(x) = 2F3(x) — e *sin(2x) = 2 <2 ~*sin(2x) — %e‘x cos(Zx)) — e *sin(2x)

—e
5

=-z e *sin(2x) — < e ¥ cos(2x)
Et on rajoute comme d’habitude une constante

1 2
F,(x) = —ge_" sin(2x) — ge_x cos(2x) + K

Allez a : Exercice 5

5.
Fs(x) = f;ce” cos (t — E) dt
u'(t) = cos (t — %) u(t) = sin (t — %)
v(t) = e* v'(t) = 2%
Fs(x) = [, e cos (t —~ %) dt = [er sin (t - g)]z —  [F2e%*sin (t - %) dt

Fs(x) = foxezt cos (t —%) dt = [eZt sin (t —%)]: — zfoxezt sin (t —%) dt

On fait une seconde intégration par partie
X 2t 1 _E
J, e*tsin (t 4) dt
I s _r — _r
u'(t) = sin (t 4) u(t) = —cos (t 4)
v(t) = e?t v'(t) = 2e%t

fy e sin(e =5 de = [e (—ecos (e - )] - Szt (cos (¢~ 5))a

[ (o=t (e v2 oD

= —2e%* cos (x — %) + cos (%) + 2F5(x)

Ce que I’on remplace dans

Fs(x) = joxe” cos (t — %) dt = [eZt sin (t — %)]: -2 joxe” sin (t — %) dt = F5(x)

X

= [eZt sin (t — %)]0 -2 <—2@2x Ccos (x - %) + cos (%) + 2F5(x)>

5F(x) = e?* sin (x — %) — sin (— %) — 2cos (%) + 4e?* cos (x — %)

Donc
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= —g+ ezxsin(x—%) + 4e%* cos (x—%)

Et enfin
Fs(x) = %ezx sin (x - %) + gem oS (x B %)

Allez a : Exercice 5

6. On fait le changement de variable u = -t © t = —u = dt = —du
t=0>u=0

t=x=2u=—x
2u T du) = - 2u T du = —F
e cos(—u+Z)(— u)——j0 e cos(u—z) u = —Fs(—x)

—-X

Fe(x) =J0

=— (ée‘zx sin (—x — %) + gezx cos (—x - %)) + K’

1 T 4 T
— 572X o3 Y _p2x _ !
—Se sm(x+4) 5e cos(x+4)+K
Allez a : Exercice 5

7. On peut faire des intégrations par parties ou utiliser les résultats précédents en utilisant la formule
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
X
A

F,(x) = f et (cos(Zt) cos (%) — sin(2t) sin (5)) dt
0

)]

0

et cos(2t) dt — sin (%) jxe‘t sin(2t) dt = %Fg,(x) — §F4(x)

0

1/2 1 V3 1 2

—_ e =X o3 — —p—X R R S AP — —p—X

=5 (5 e *sin(2x) z e cos(2x)> > ( z e *sin(2x) z e cos(2x))
2—+/3 —142+v3

=10 e *sin(2x) + %e‘x cos(2x)

Allez a : Exercice 5

8. On fait le changement de variable u = -t © t = —u = dt = —du
t=0=>u=0

t=x>u=—x
- vis - is
Fg(x) = f e % cos (—Zu - —) (—du) = —j e “cos(2u + o)du = —F;(—x)
~0 3 0 3
2—3 -1+2v3
= — ( 10\/_6’“ sin(—2x) + % e* cos(—2x)>
2—+3 (-1 +2v3)
_ X o _ x
=10 e* sin(2x) 10 e* cos(2x)
Allez a : Exercice 5
Correction exercice 6.
1.
Fi(x) = fox tetdt
u'(t) = et u(t) = et
v(t) =t v'(t)=1
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Fi(x) =[5 tetdt = [te!]f —  [1xetdt

X

X
F(x) = f tetdt = [tet]§ — f etdt = xe* — [et]¥ = xe* —e* +1
0 0
Allez a : Exercice 6
2.

F(x) = fox t?etdt

u'(t) = et u(t) = et

v(t) = t? v'(t) =2t

Fy(x) = [ t?etdt = [t?e'] — [ 2te‘dt

X
t2etdt = [t2et]X — 2f tetdt = x%?e* — 2F;(x) = x%e* — 2(x — 1)e* — 2
0
=(x?>—-2x+2)e* -2

X

F,(x) = f

0

Allez a : Exercice 6

3.
F;(x) = foxt?’etdt
u'(t) =et u(t) = et
v(t) =t3 v'(t) = 3t?

Fy(x) = [ t3etdt = [t3e']§ — [ 3t2etdt

X
F;(x) = f t3etdt = [t3et]X — 3F,(t) = x3e* —3(x%2 —2x + 2)e* + 6
0
= (x3 - 3x% + 6x—6)e* +6

Allez a : Exercice 6

4,
F,(x) = [ tIn(0) dt
u'(t)=t u(® =§
v(t) = In(t) v'(t) = 1

t

x t?

F,(x) =[] tin(t) dt = [?ln(t)]: - I3 X%dt

F,(x) = fxtln(t) dt = lgln(t)l — %fxtdt = xz—zln(x) — % El = xz—zln(x) —%(xz -1
1 1 1 1

Allez a : Exercice 6

5.
Fs(x) = [/ t?In(t) dt
u'(t) = t? u(®) =§
v(t) = In(t) v'(t) = %
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F,(x) = [ tsin(t) dt
u'(t) = sin(t) u(t) = — cos(t)
v(t) =t v'(t)=1

F,(x) = [ tsin(t) dt = [t(—cos()]5 — [o 1 x (= cos(t))dt

Fs(x) = [[ 2 In(t) dt = Eln(t)]: - f? X %dt

Fs(x) = fxtz In(t) dt = [gln(t)l — %fthdt = %31n(x) — % lg] = gln(x) —%(x3 -1)
1 1 1 1

Allez a : Exercice 6

6.
Fo(x) = [/ t3In(t) dt
u'(t) =t3 u(®) =%
v(t) = In(t) v'(t) ==

t

xt*

Fs(x) = [[ 2 In(®) dt = Eln(t)]: N %dt

Fg(x) = fxt3 In(t) dt = lgln(t)l — %fxﬁdt = %ln(x) — % l;l = %ln(x) — 11—6(x4 -1)
1 1 1 1

Allez a : Exercice 6

7.

X X

F,(x) = J tsin(t) dt = [t(—cos(t)]y + f cos(t) dt = —x cos(x) + [sin(t)]}
0 0

= —x cos(x) + sin(x)
Allez a : Exercice 6

8.
Fg(x) = [, t?sin(t) dt
u'(t) = sin(t) u(t) = — cos(t)
v(t) = t? v'(t) = 2t

Fg(x) = [ t?sin(t) dt = [t2(— cos(t)]§ — [ 2t(— cos(t))dt

X X

t?sin(t) dt = [t?(—cos(t))]} + 2 f t cos(t) dt
0

Fg(x) = ]

0
Il faut faire une seconde intégration par parties.

fox t cos(t) dt

u'(t) = cos(t) u(t) = sin(t)
v(t) =t v'()=1

Jy tcos(t) dt = [tsin(®)]§ — | ['1 x sin(t) dt

X

fxt cos(t) dt = [tsin(t)]§ — f sin(t) dt = x sin(x) — [— cos(t)]§ = x sin(x) + cos(x) — 1
0 0
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Ce que I’on remplace dans

Fg(x) = Jx

0

X

t2sin(t) dt = [t2(— cos(t)]¥ + 2] t cos(t) dt
0

= —x? cos(x) + 2(x sin(x) + cos(x) — 1) = (—x? + 2) cos(x) + 2x sin(x) — 2
Allez a : Exercice 6

9.
Fo(x) = [; t3sin(t) dt
u'(t) = sin(t) u(t) = — cos(t)
v(t) =t3 v'(t) = 3t?

Fo(x) = [, t3sin(t) dt = [t3(— cos(D)]F — [, 3t2(— cos(t))dt

X X

t3sin(t) dt = [t3(— cos(t))]F + 3J t? cos(t) dt
0

Fo(x) = j

0
Il faut faire une seconde intégration par parties.

fox t? cos(t) dt
u'(t) = cos(t) u(t) = sin(t)
v(t) = t? v'(t) = 2t

Jy t2cos(®) dt = [t2sin(®)]F — [ 2tsin(t) dt

X

jxtz cos(t) dt = [t?sin(t)]% — 2] tsin(t) dt = x?sin(x) — 2F,(x)
0 0

= x?sin(x) — 2(—x cos(x) + sin(x)) = (x? — 2) sin(x) + 2x cos(x)

Ce que I’on remplace dans
X

Fo(x) = —x3 cos(x) + 3f t2 cos(t) dt = —x3 cos(x) + 3((x? — 2) sin(x) + 2x cos(x))
0

= (—x3 + 6x) cos(x) + (3x? — 6) sin(x)
Allez a : Exercice 6

10. On peut faire une intégration par parties mais on va voir une autre technique qui permet de calculer
Fio(x) et F;(x) en méme temps.
X
Fio(x) +iF, = j t cos(t) dt + ij

0 0
Et on fait une intégration par parties.

X X X

t(cos(t) + isin(t))dt = j teltdt
0

tsin(t) dt = J

0

Flo(X) + lF7 = fox teitdt
u'(t) = e u(t) = Seit = —jelt
L
v(t) =t v'(t)=1
. . . . X . .
Fio(x) +iF, = fox tettdt = [—tle‘t]z - Jy 1x(=ieM)dt
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X

. , 1 . , .
eltdt = ixe™ +i [—, e‘t] = ixe™ + (e‘x — 1)
l 0

X X
Fio(x) +iF, = f teltdt = [—tieit]z + if
0 0

= —ixe™ + e — 1 = —ix(cos(x) + i sin(x)) + cos(x) + i sin(x) — 1

= —ix cos(x) + x sin(x) + cos(x) + isin(x) — 1

= (xsin(x) + cos(x) — 1) + i(—x cos(x) + sin(x))

Fio(x) = xsin(x) 4+ cos(x) — 1
F;(x) = —x cos(x) + sin(x)

Allez a : Exercice 6

11. On peut faire deux intégrations par parties ou calculer F;; (x) + iFg(x), nous allons voir une autre

technique.
Onposeuzg—t@tzg—u:dt=—du

—x 2

T L 2
Fi(x) = 'LZ (u—g) cos (g—u) dt = —jﬂz <u2 —n+%> sin(u) du
2 2

0 2 T x 2
= —j_ <u2 —n+%)sin(u)du—JOZ <u2 —n+%>sin(u)du =C;—Gx)

T
2
Ou
Vs
E—x 2
G(x) = f <u2 —-mT+ n_) sin(u) du
0 4
0 2 z 2
C, = —f u? —m+— |sin(u) du = f u? —m +— | sin(u) du = G(0)
: t : '
Et
T
E—x 71-2
G(x) = (uz -+ T) sin(u) du
0

T T T
2

f—x 7—x 7.[2
= j u?sin(u) du — nf usin(u) du + Tj sin(u) du
0 0 0

=Fy (% — x) — nF, (g - x) + %2 [— cos(u)]g_x
2

=(—(g—x) +1)cos(g—x)+2(g—x)sin(%—x) 2
e e G )

= (1 — (E) + mx — x2> sin(x) + (r — 2x) cos(x) — @ (— (g — x) sin(x) + cos(x))
2

7-[ .
+ 7 (=sin(x) + 1)

:(n—Zx—n)cos(x)+(1—(%)2+nx—x2+n(%—x)—%2>sin(x)+%2

2
s
= —2x cos(x) + (1 — x?) sin(x) + T
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2
Comme G(0) = HT
F;;(x) = —2x cos(x) + (1 — x?) sin(x)
Franchement c’est plus compliqué que de faire deux intégrations par parties, ¢’était juste pour varier les
plaisirs.
Allez a : Exercice 6

12. Toutes les méthodes décrites ci-dessus fonctionnent, voyons une autre fagon de faire :
On cherche une primitive de la forme
Fi,(x) = (ax3 + bx? + cx + d) cos(x) + (a’x3 + b'x? + ¢'x + d') sin(x) + K
Oua,b,c,a’,b’ et ¢’ sont des constantes réelles.
En faisant le changement de variables u = —t on constate que F;, est une fonction paire, on peut alors
améliorer la forme de la primitive
Fi,(x) = (bx? + d) cos(x) + (a’x3 + ¢'x) sin(x) + K
On dérive
F{,(x) = 2bx cos(x) — (bx? + d) sin(x) + (3a’x? + ¢") sin(x) + (a’x3 + ¢’x) cos(x)
=(@2b+a'x3+c'x)cos(x) + (—(bx? +d) + 3a’x? + ¢') sin(x)
= (a'x® + (c' + 2b)x) cos(x) + ((3a’ — b)x? + ¢’ — d) sin(x)

a’:]_ a’: a’:]_
3+ (c"+2b)x = x3 c'"+2b=0 c'=-=2b c'=6

F! = x3 @{ax = S S
1200 =x7c0sC) S0 ety —a=0" )30 ~b=0" b=-30)b=-3
c'—d=0 d=c' d=6

Fi5(x) = (—=3x2% 4+ 6) cos(x) + (x3 + 6x) sin(x) + K
Comme F;,(0) = foo t3 cos(t) dt = 0, et que
Fi,(x) = (=302 + 6) cos(0) + (03 + 6 x 0)sin(0) + K =6+ K
cela entraine que K = —6 et
Fi,(x) = (—=3x?% + 6) cos(x) + (x3 + 6x) sin(x) — 6
Allez a : Exercice 6

13. 1l faut faire une intégration par parties mais il n’y a qu’une fonction, alors on écrit F;3(x) de la fagon

suivante :
X
Fi3(x) = f 1 X arcsin(t) dt
0
Fi3(x) = fox 1 X arcsin(t) dt
u'(t) =1 u(t) =t
v(t) = arcsin(t) v'(t) =
X . . X t
Fi3(x) = fo 1 x arcsin(t) dt = [t arcsin(t)]3 — fo ﬁdt
X X
Fi3(x) = f 1 X arcsin(t) dt = [t arcsin(t)]} —f dt
0 o V1 —t2
f(f\/_dt peut se calculer directement en remarquant que — = =t(1- tz)"E = ——u (t)(u(t)) 2
avec u(t) = 1 — t?
Donc
x g 1 1 1
dt = |—(u@®))?| =—-(u(x))?+(u(0))?=—-1-x2+1
[} e = || = - + () = -
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Sinon on pose t = sin(u) © u = arcsin(t) = dt = cos(u) du

\/1 —t2 = \/1 —sin?(u) = \/cosz(u) = |cos(u)|

Mais —1 < x < 1donc —1 < t < 1 donc on peut prendre —g <u< get alors cos(u) > 0.

t=0=u=arcsin(0) =0
t = x = u = arcsin(x)
arcsin(x) sin(u) arcsin(x)

t
dt = cos(u) du = j- sin(w) du = cos(u arcsin(x)
0o V1—t2 0 cos(u) W) (W) [— cos(w)],

0
= —cos(arcsin(x)) + cos(0) = —/1—x2%2+1
Encore une autre méthode, on fait le changement de variable v = t2 parce que I’on a remarqué qu’au

numérateur le « t » était, a une constante multiplicative pres, la dérivée de v et que — \/_ ne dépend que
de v = t2.
dv = 2tdt
t=0=>v=0

t—x:»v—xz
2

f (1 —v) Zdv = ~ [2(1—@2] — (1 -x®)z+1

[a=mi] v

F;3(x) = [tarcsin(t)]% — fox\/lt_7 1—x2—
Allez a : Exercice 6
14.
Fia(x) = fox t arcsin(t)dt
u'(t) =t _
u(t) = >
v(t) = arcsin(t "(f) = ——
(t) in(t) v'(t) s
Fia(o) = [ tarcsin()de = [ arcsin(e)] g
14(x) = [, tarcsin = [Faresin(®)| fo L dt
X t2 x t2
Fi.(x) = f t arcsin(t)dt = I— arcsin(t)l —=

2
Pour le calcul de fo"\/%dt
On pose t = sin(u) © u = arcsin(t) = dt = cos(u) du

\/1 —t2= \/1 —sin?(u) = \/cosz(u) = |cos(u)|

Mais —1 < x < 1donc —1 <t < 1 donc on peut prendre —% <u< %et alors cos(u) > 0.

t=0=u=arcsin(0) =0
t = x = u = arcsin(x)

x tz arcsin(x) sin2 u arcsin(x)
f dt = f ( )cos(u) du = f sin?(u) du
0

o V1 —t2 cos(u) 0
Il faut linéariser sin?(w) ou ce qui revient au méme utiliser la formule
1 — cos(2u)
sin?(u) = —

28



Calculs de primitives Pascal Lainé

fx t2 arcsin(x) 1— cos(Zu) 1 1
dt = j ——du=—= [u — —sin(Zu)]
o Vi—¢2 o 2 2 2

arcsin(x)

0

1 1
= Earcsin(x) —2 sin(2 arcsin(2u))

1 1 1 1
= Earcsin(x) —2 x 2 sin(arcsin(x)) cos(arcsin(x)) = Earcsin(x) — Ex\/ 1—x2

Par conséquent

X tZ x 1 X t2
Fi,(x) = f tarcsin(t)dt = I—arcsin(t)l - —f dt
14 . > .2l T2
x? 1/1 1 2x%2 -1 1
= 7arcsin(x) - E(E arcsin(x) — Ex\/ 1-— x2> =—7 arcsin(x) + Zx\/ 1 — x?
Allez a : Exercice 6
15. Pour faire une intégration par parties on écrit F;s(x) sous la forme
X
Fis(x) = f 1 X arctan(t) dt
0
Fis(x) = fox 1 x arctan(t) dt
u'(t) =1 u(t) =t
v(t) = arctan(t '(t) = —
® ® V(e =
Fis(x) = fox 1 X arctan(t) dt = [tarctan(t)]} — f;c 1+tt2 dt
F()—Jxlx tan(t) dt = [t arctan(t)]¥ Jx ‘ dt = tan(x) 1fx 2t dt
15x—0 arctan = [t arctan(t)]} Tt = x arctan(x 2) T e

1 1
= x arctan(x) — 5 [In(1 + t?)]} = x arctan(x) — Eln(l + x?)

Allez a : Exercice 6

Correction exercice 7.
1. Pour F; on peut faire deux intégrations par parties

[ e* cos(x) dx

u'(x) =e* u(x) = e*

v(x) = cos(x) v'(x) = —sin(x)
Fi(x) = [e*cos(x)] — [ e*(—sin(x))dx

F,(x) = e*cos(x) + j e* sin(x) dx

[ e* sin(x) dx

u'(x) =e* u(x) = e*
v(x) = sin(x) v'(x) = cos(x)
[e*sin(x) dx = [e*sin(x)] — [ e* cos(x)dx

J e* sin(x) dx = e* sin(x) — j e* cos(x) dx
Donc
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F;(x) = e*cos(x) + <ex sin(x) — f e* cos(x) dx) S Fi(x) = e*(cos(x) + sin(x)) — F;(x)

1 1
S 2F; (x) = e*(cos(x) + sin(x)) © F,(x) = e* (5 cos(x) + Esin(x))
Il ne reste plus qu’a rajouter une constante
1 1
Fi(x) = e* (E cos(x) + Esin(x)) +K

Deuxieme méthode
Fy(x) =Jex cos(x) dx =Jex Re(e™)dx = JRe(exeix)dx = JRe(e(l”)x)dx

= Re (f e(“i)xdx) = Re( ! e(”i)x) + K
1+

= Re (1 2_ iex(cos(x) +i sin(x))> +K

= %fRe(cos(x) —icos(x) +isin(x) +sin(x)) + K = % (cos(x) + sin(x)) + K

Allez a : Exercice 7

2. ATlaide d’une intégration par partie

flr;(:) dx = [x™In(x) dx
u'(x) =x" u(x) = n+1x—n+1 _ ﬁ x111—1
v(x) = In(x) v’(x) = l
_ In(x) . -1 1
F(x) = [ (n-1)x™~ 1] n-1 x x™ dx
In(x) 1 In(x) 1 J
F. =————————1In—-1X—dx =— —n
2(x) (n—1)xn1 " xn dx (n—1)xn1 + n-1J"* dx
In(x) 1 1
—_ X -n+1 K
n—1)x"* n-— —n+
( ) Tt 1 1 X +
In(x) 1 1 In(x) 1
= - X g = — - K
n—1)x"* n-— —n+ n—1)x"" n—1)x""
(=Dt n-1 T (=Dt (n- D2t
Allez a : Exercice 7
3. ATaide d’une intégration par partie
[ x arctan(x) dx
u'(x) =x u(x) = ﬁ
v(x) = arctan(x) v (x) = 1+x2
x? 1, x?
F;(x) = [7 arctan(x)] - Ef —

F()_x2 tan(x) 1f x? d_x2 tan(x) 1fx2+1—1d
3(0) = —-arctan(x) — 5 | T —dx = —-arctan(x) — 5 Tz X

x? 1(/x*+1 -1 x? 1 1
= 7arctan(x) 5 \15 2 + 1T 2 dx = 7arctan(x) —3 (1 “1x xz) dx

2

X 1 1 X
= 7arctan(x) —3 (x —arctan(x)) + K = > (x?2 — 1) arctan(x) — 5 + K

Allez a : Exercice 7
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4. On cherche une primitive de la forme

F,(x) = (ax? + bx + c)e* + K
F/(x) = (2ax + b)e* + (ax? + bx + c)e* = (ax? + (2a + b)x + b + c)e”*
x2+x+De¥*=(ax?+ Ra+b)x+b+c)e* o x*+x+1=ax’?+ Ra+b)x+b+c
a=1 a=1
(:){2a+b=1=>{b=—1
b+c=1 c=2
Donc

F(x)=Ox?—x+2)e*+K
On aurait pu faire aussi deux intégrations par partie.
Allez a : Exercice 7

Correction exercice 8.
1.

1 a b

x(x—1)=x+x—1
==l =
a_x_1x=0_

1
Xlyx=1
1 -1 1

x(x—l)_7+x—1

dx -1 1 x—1

Fl(x)=fm=f<7+m)dx=—lnlxl+ln|x—1|+K=ln| .
Allez a : Exercice 8

On multiplie par x, puis x = 0

On multiplie par x — 1, puisx = 1

| +x

1 1 -1 a b

1—x2:—(x—l)(x+1):(x—1)(x+1):x—1+x+1
On multiplie par x — 1, puisx = 1

=[5l = 3
T x ., T2

b=l =3
Lox—1l., 2

1
dx ) 2 1 1 |x+1
Fz(x)—jl_xz—J x—1+x+1 dx—z(—lnlx—ll+ln|x+1|)+l('——ln|x_1

On multiplie par x + 1, puis x = —1

+ K
Remarque :

F,(x) = argth(x) + K
A condition que 1’on cherche une intégrale sur I’intervalle | — 1,1[, sinon c¢’est faux
On peut éventuellement décomposer de la fagon suivante :

1 1 a b

= — + —
1-x2 1-x)x+1) 1-x x+1 1
Mais alors il faut faire attention
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dx
f =—Inll—-x|+K=—-In|lx—1|+K
1—x

Allez a : Exercice 8

3.
Premiére méthode
1 1 a b c

x(x?—-1) =x(x—l)(x+1) =;-|_Jc—1-|_9c+1
On multiplie par x, puisx = 0

1
4 [(x —D(x + 1)]x=0 1
On multiplie par x — 1, puisx = 1
1 1
[x(x + 1)]36=1 "2

On multiplie par x + 1, puis x = —1

ool =3
C_x(x—l)x=_1_2
d 1 ! ! 1 1
X - 2 2
F = | ——== — dx = —1 | —-1] 4+ =1 1|+ K
5(x) J-x(xz—l) f x+x—1+x+1 x n|x|+2n|x |+2n|x+|+
|x2 — 1]
=ln———+K
|x|

Deuxiéme méthode

dx xdx
Fs(x) = ,[ x(x%2 —-1) - sz(x2 -1)

Onpose t = x? = dt = 2xdx
xdx 1 dt
Fs(x) = sz(x2 -1) - E,[ tt—1)
Allez a : Exercice 8

1 1 gt
= EFl(t) = Eln

4. || faut faire une division euclidienne
x3 =x3 4+ 4x —4x = x(x?> + 4) — 4x

Donc
x3 4x
=x —
x%+4 x2+4
4x 2x x? "
F4(x)=f(x—xz+4)dx=f<x—2x2+4>dx=7—21n(x +4)+K
Remarque :

La valeur absolu dans le logarithme est inutile puisque x2 + 4 > 0.
Allez a : Exercice 8

X 1 2x 1 2
Fs(x) =.fmdx=§fmdx=§ln(x +4)+K

Allez a : Exercice 8
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6. |l faudrait faire une division mais
x? 3 x?24+3-3 _ 1 3
x2+3 x24+3 x2+3

F. (x) f 2 = B f(1 3 )d 3f dx
6(x) = x =Fg(x) = - X=x- —
x2+3 x%2+3 x2+(\/§)2
3x]' t (x)+K V3arct <x>+K
=X — —gdarctan | — =X — arctan { —
V3 V3 V3
Allez a ; Exercice 8
7.
1 1 a b c d

= =—+—+ +
x2(x2—-1) x?(x—-1Dx+1) x x? x—1 x+1
On multiplie par x?2, puis x = 0

1
b= [(x "D+ 1)L=0 =1
On multiplie par x — 1, puisx = 1
1 1
B [xZ(x n 1)L=1 "2
On multiplie par x + 1, puis x = —1
1 1
d=[x2(x—1)] -T2

x=-1
On multiplie par x, puis x — +o0
0O=a+c+dea=0

1 1 1 : -2
x2(x2—-1) x*(x—-Dx+1) x*2 x—-1 x+1
1 1
1 -1 2 -3 J 1] dx 1] dx
7(x) fxz(xz—l) X ,[ x2+x—1+x+1 x x x+2 x—1 2)x+1
=— ‘1]+11| 1] 11| +1|+K—1+11 x_1|+1(
LR 2 “x T2 x w1
Allez a : Exercice 8
8.
1 1 a b c d e

_|_

X1 1212 x X1 D2 xt+1 x¥1)2

Cela risque d’étre long, rusons :
xdx

1
Fo(x) = Jx(x2 —1)2 dx = sz(x2 —1)2
Onpose t = x? = dt = 2xdx
1 dt
Fa(x) = Ej t(t — 1)z
1 _ a+ b N c
tt—-1D2 t t—1 (t—1)2

C’est déja beaucoup mieux
On multiplie par ¢, puist =0
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a=[ﬁ] =1

t=0

1
cz[—] =1
tle=1

O=a+beb=-1
1111
tt—-12 t t—1 (t—1)2

1 1 1 1 1 1 1
Fg(x)zzf(—— + >dt=§ln|t|——lnlt—1|+—f(t—1)‘2dt

On multiplie par (¢ — 1)?, puist = 1

On multiplie par t, puis t = +oo

t t—1 (t—1)2 2 2
1 1 1 x2 1
=—] | —[(t -—1)1 K=-=1 - X K
|| TRl -V + K=o+ x 7+
Allez a ; Exercice 8
9.
1 1 a b C d

G212 (-2t 1?2 x-1 G-D2 x+1 x+1?
On multiplie par (x — 1)%, puisx = 1

O I T
e+ D2 4

On multiplie par (x + 1)?, puis x = —1
P I T
[(x+1)2l,_, 4

1
1=—a+b+c+d<:>—a+c=z

On multiplie par x, puis x = +oo

O=a+c
On en déduit aisément que :
1 1
a=—Z et C=Z
1 1/ -1 1 1 1
(x —1)2(x + 1)2 _Z(x—l-l_(x—l)z+x+1+(x+1)2)

1 d _1 -1 1 1 d
f(x—l)z(x+1)2 x_Zf(x—1+(x—1)2+x+1+(x+1)2> x
= l(—1n|x 1| +Inlx + 1]+ f((x S 4 (x4 1)-2)dx)

4

=%(ln|ﬁli +[—(x—1)—1—(x+1)—1])+1<

1 -1 1,1 1 1 |x—-1 1 2x
:Zn|x+1_Z<x—1+x+1>+K:ZIn|x+1_Z(x2—1)+K
1 |x—=1;1 1 X

:Zn|m_§(x2—1)+1{

Allez a : Exercice 8

10.
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1 1 a b c d e f
2(~2 2= 2 2 2= T3t + 2 T + 2

x2(x2—1)2 x?(x—1)32%x+1)? x x? x—-1 (x—-1)2 x+1 (x+1)
La cela risque d’étre long.
En effet, on peut facilement déterminer b, d et f, ensuite en multipliant par x puis faire tendre x — oo,
on trouve une autre relation, il en mangue encore 2 (car il y a 6 coefficients), mais on ne peut pas faire
x =0,nix=1,nix=—1,amon avis x = i donnerait de bon résultats mais on va étre un peu
astucieux et cela va s’arranger relativement simplement.

1—x? + x? 1— x? x? 1 1

2212 2@ -1 -2 2@ -1 a-Dx+ 1?

1 1 1
Fio(x) = fmdx = f (_xZ(xz -1) + (x—1)%(x+ 1)2) dx

= d ! dx = —F F.
__sz(xz—l)-l_J(x—l)z(x+1)2 x = R0+ R

Par conséquent

1 1 |x-—1 1 |x—-1; 1 2x
o) = —F ) + R = = (3 + 3 [ + g o] -3
1 1 x-—1 1 X
=i A

Allez a : Exercice 8

11.
x+1

X 1
(x2 + 1)2 ax _f(xz + 1)2 dx+f(x2 +1)2 dx

f x d_lf 2 1 -1
G+ 02T 2) v 2 T2 e 11
i (x2-1|-1)2 dx est le cas le plus compliqué des fractions rationnelles, il y a deux méthodes

Premiére méthode

Fi1(x) =

1
= X —
dx fl x2+1dx

arctan(x) = j-xz 1

Et on intégre par parties

1
[1x . ax
u'(x)=1 ulx) =x
1 N 2x
v(x) T ox241 v (x) T (x2+1)2
1 _ X _ (-2x)
fx2+1 dx = [x2+1] fx x2+1 dx

t ()—j = [ ]+zf LN S o
R O 2 R P 2+ 12 T aZ+ 1z

I x2+1d Zf 1 p
T2+ 1 GZ+1)2 " GZ+1)2 "

= +2f -4 zf L
S x2+1 21 GZ+1)2 "

X 1
=2 +1+2arctan(x)—2fmdx

Donc

1 X 1 1 X 1
2 | Gt = e = [ e = %y parean () K
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Deuxieme méthode
On fait le changement de variable x = tan(t) © dx = (1 + tan?(¢t))dt

1 _ [ 1+tan®(t) dt 1 + cos(20)
J (x2+1>2dx_f @+ anz0)2 = | THa@ = [eost @ ar= [ =5
1 sin(t)

2 os(t)

1 1 1 1 1
—_ Z i - Z : - = 2
> (t + > sm(Zt)) + K > t+ 2 X 2 sin(t) cos(t) > cos“(t)

_1,, 1 sin@ 1 L retanGe) + Lyt
2 2 cos(t) 14 tan?(t) Zarcanx 2xl+x2

-1 1 1 b 1 x-1 1
m+zarctan(x)+zxm+l(=2x 2+1+2arctan(x)+K

Fi1(x) = 2 X
Allez a ; Exercice 8
2x+3
(x=2)(x+5)
est de la forme (( )) et alors

12. A priori il faut décomposer en éléments simples mais (x — 2)(x +5) = x2 + 3x — 10

+

Donc —( DG

Allez a : Exercice 8

13.
X a b c

(x—l)(x+1)(x+3):x—1+x+1+x+3
On multiplie par x — 1, puisx = 1

[(x - D+ 3)]

x=-1
On multiplie par x + 3, puis x = =3
3

[(x - D(x+ 1)]

x=-3

1 1

8 4 8 1 1 3
F. = + dx ==1 1| +-=In|lx+ 1| —=In|x + 3|+ K
13(%) f 1 +1 x73/%"3 njx — 1| 2 n|x + 1| 3 n|x + 3|

Allez a : Exercice 8

14.
xt—x?2-2=X?-X-2
Ce polynébme a deux racines X; = —1 et X, = 2 donc
xf—x2—2=X2-X-2=X+DX-2) =2+ Dx?-2) = x? + D(x - V2)(x + v2)
1 _ 1 _ax+b c d
x4—x2—2_(x2+1)(x—\/§)(x+\/§)_x2+1+x—\/§+x+\/§

On multiplie par x? + 1, puis x = i

ai +b =

(x - ﬁ)l(x n \/E)Li B [xz;—Z] B ‘%

DonCa=Oetb=—§
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On multiplie par x — /2, puis x = V2
1 V2

1
Cc = = =
[(x2 +1)(x + \/E)Lﬁ 3x2v2 12
On multiplie par x + /2, puis x = —/2

d_l 1 l -1 V2
= — - - __=
G2+ D(x-v2)| __ 5 3x2v2 12
1 2 2
3 12 12
Fi,(x) = + + dx
14 x> +1 x—2 x++2
-1 tan(x) + 21 v2 ﬁl +ﬁ+K
= —garctan(x) + Znjx — = ———nx +
) 5 e -2
12
=—= —1 K
3arctan(x) + T 72 +
x+ﬁ
Allez a : Exercice 8
15. x? + 2x + 5 n’a pas de racine réelle.
1 a bx + c

(x+2)(x2+2x+5) =x+2+x2+2x+5
On multiplie par x = 2, puis x = —2
1

1
“= [xz +2x + 5L=_2 "5
On multiplie par x, puis x - +oo

1
O=a+b<:)b=—§

x=0
Ll e 1=sat2cmc=a—2a=0
10 25 TRt o=y oAz
1
5 —gx 1 1]‘ X
F = + dex==Inlx+2|—=| ————d
15(%) fx+2 x2+2x+5 x 5n|x | 5 x2+2x+5x

X X
jx2+2x+5dx_f(x+2)2+1dx
Onposet=x+2x=t—2=>dx=dt

f x p _ft_zdt_J t gt ZJ 1 dt—ll(t2+1) 2 arctan(e) + K
2+2x4+5 7 )19 T 2yt =om arctan

1
= Eln((x +2)2+1)—2arctan(x +2) + K

1
=—=In(x?+2x +5) — 2arctan(x + 2) + K
2
1 1/1
Fis(x) = glnlx +2| - g(zln(xz + 2x +5) — 2arctan(x + 2)) + K

1 1 2
= glnlx + 2| — Eln(x2 +2x+5)+ garctan(x +2)+K

Allez a : Exercice 8
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16. C’est tres difficile.
16 a b cx+d ex+f hx + j

a2+ 28 x a2 2 @+ 2)?  (Et2)?
est paire donc
16 a b —cx+d —ex + f —hx +j
—— = + + +
x2(x2+2)2 —x (—x)? (—x)?+2 ((—x)?+2)* ((—x)>+2)3
On en déduit que :

x2(x2+42)3

a=c=e=h=0
16 b d f j
—— =+ + +
x2(x2+2)3 x2 x*2+2 (x2+2)2 (x*2+2)3
On multiplie par x2 puis x = 0

= [%] =2

On multiplie par (x2 + 2)3 puis x = i/2

J_[ XL\/_
On multiplie par x2, puis x? - +oo0
O=b+doesd=-2
x =1
—16=-b+d+f+jeo-16=-2-2+f-8& f=—
6 2 2 4 8
xz(x2+2)3_ﬁ_x2+2_(x2+2)2_(x2+2)3

Fie() :I%:f(é_xZiz_(xziZ)Z_(x2iz)3>dx
= —E—iarctan (i>—4f d); 2—8[ d); 3
oz vz 4<<%) +1) 8((%) +1>
__E_ir NEAW dx - dx 3
ERACERCD

Dans les deux intégrales on fait le changement de variable t = \7—_ & x =2t = dx = \2dt

2 dt
Fie(x) = —;—\/_arctan \/_f(t2+1)2 \/Efm

Or

1 X 1
mdx =5 X 11 + Earctan(x)
D’aprés le cours, ce que 1’on a revu dans le calcul de Fy 4 (x).
Donc

J —1>< ‘ +1 tan(t)
(tZ+1)2 2 241 parcan

[@ o[

On integre par parties
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fl t2+1)2
u'(t) = 1 u(t) =t

— — 2 -2 e
U(t) (t2+1)2 (t + 1) v (t) (t2+1)3

1 _ t _
f(t2+1)2 t= (t2+1)2] Jx ( (t2+1)3) dt

f - dt—[ : ]+4f Y (o
2+ 12 (2 +1)2 (t2 +1)3 _(t2+1)2 (t2 4+ 1)3
t t>+1
e ) [ f
(t2 + 1)? (t% + 1)3 (t% + 1)3

dt

~ ot et e
Donc
1 ot 1
SRl vl Rl
1 t 1 t 1
fmdtZZXW+3<EXW+EaFCtaH(t))
On en déduit que

Fie(x) = —%—%arctan (ﬁ> 2\/—(

_z\r<

‘ +1 t (t))
+1 Zarcan

1 t 1
+3 (— X ——+ —arctan(t))) +K

(2+1)2 2 t2+1 2

2 2 X
= ——— —arctan (—
X

V2 V2
— 3+v2arctan(t) + K

= - % — /2 arctan (%)

t
(t2 +1)2

)-+2

Tl 2 arctan(t) —

X X 1 X
———ﬁarctan(—)—zx >

(%)2 +1 V2 ((%)2 + 1>

)+K— 2 5v/2 arct (x) 2x 2x +K
T x arcan\/z x24+2 (x2+2)2

X
— 3v/2 arctan (—
V2

Allez a : Exercice 8

17. Attention il faut faire une division euclidienne.
x(x—1)3 =x(x3-3x2+3x—-1) =x*—-3x3+3x%2 —x
x* +1 |x*—3x3+3x%2—-x
x*—3x3 +3x%2 —x 1
3x3 —3x%+x+1
x*+1=1x(x*—-3x3+3x2—x)+3x3—3x2+x+1

Donc
x*+1 _1+3x3—3x2+x+1
x(x—1)3 x(x—1)3

3x3 —3x%2+x+1 3x3 —3x%2+x+1
Fi;(x) = 1+ dx =x+ dx

x(x—1)3 x(x—1)3
3x3—3x2+x+1_a+ b L . d
x(x —1)3 x ox—1 (x-1% (x—1)3

On multiplie par x, puisx =0
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=-1

B 3x3 —3x2+x+1
¢ (- 1)°

On multiplie par (x — 1)3, puisx = 1
1
-,
Xlx=1

3=a+bob=-4

On multiplie par x puis x - 4o

x=2
3X8—-3%x44+24+1 a 15 1
=—+4+b+c+des—=—-———4+c+1c=8+4-1=11
2x%x1 2 2 2

3x3—3x2+x+1_—1 4 4 11 4 1
x(x—1)3 T x x—1 (x—-1%2 (x—1)3
J3x3—3x2+x+1d _f(—l 4 + 11 + 1 )d
x(x—1)3 x= x x—1 (x—-1)2 (x—-1)3 x
11 1 1
—__X—
x—1 2 (x—1)2

Fi;(x) = In|x| — 41n| 1] 1 1>< 1 +
17(x) = x —In|x n|x =1 2 5G=D2

= —In|x| —4In|x — 1| — +K

K

Allez a : Exercice 8

18. Si on n’a rien vu il faut décomposer la fraction
1 _a bx+c dx +e
x(x? + 1)2 _;+x2+1+(x2+1)2
On multiplie par (x? + 1)? puis x = i

_ 1 1
dl+€=[—] = -
Xdy=i l

On multiplie par x puisx = 0

1
=l = 1
4 [(xz n 1)2L=0
ey est impaire donc
1 1 a bx+c dx + e
— = e —+ +
x(x2 + 1)2 (—)((—x)2+1)2 x x24+1 (x2+4+1)2
<a+—bx+c+ —dx +e ) a+bx+c+ dx +e
_ _(* o —
-x  (—x)2+1 ((—x)?+1)? x x24+1 (x%2+1)2

a bx-—c dx —e
=;+x2+1+(x2+1)2
Et enfin on multiplie par x, puis x = 400

O=a+b=>b=-1
1 1 —X —X

x(x2+1)2=;+x2+1+(x2+1)2

F()—J : d—J<1+ ) d
18X = x(x?+ 1)2 =\ x2+1 (x?2+1)2 x

+ K

=>c=e=0

1 1
= In|x| —Eln(x2 +1) +§Xx2 1

Mais on peut faire mieux
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1 xdx
) = | e = | gy
On peut alors faire le changement de variable t = x? donc dt = 2xdx
xdx 1 dt
Fig(x) = sz(x2 +1)2 - E_f t(t+ 1)
Puis on décompose la fraction en éléments simple
1 _a b c
G+ D2 tit+l G+1)2

On multiplie par ¢, puist = 0

a=[ﬁ] =1

t=0

1
c= [—] =-1
tli=—1

O=a+b=>b=-1
1/1 -1 -1 1
Flg(x)=§f<z+t+1+(t+1)2)dt=§(ln|t|—ln|t+1|+
1
)

On multiplie par (t + 1)? puis t = —1

On multiplie par t, puis t = 400

—— ) +K
=

+K

1 1
>+K=ln|x|——1n(x2+1)——><

2y _ 2
(ln(x) In(x*+1) + 3 > X 1

x?+1
Allez a : Exercice 8
19.
Le polyndme t2 + 2t + 4 n’admet pas de racines réelles, cette fraction est donc un élément simple, il
faut donc mettre le dénominateur sous sa forme canonique
t24+2t+4=(t+1)?+3

t t
ft2+2t+4dt_j(t+1)2+3dt

Puis faire le changement de variable x =t + 1 & t = x — 1, ce qui entraine que dt = dx
f ‘ dt—fx_ld—f * 4 f L dx = Zin(x? + 3) f L4
t2r2t+4 0 J 243 T ) @13 T 3T xz+(@)2 X

11(2+3) ! t (x)+1< 1l(t2+2t+4) ! t (t+1)+1<
= —Inx — ——darctan | — =—=In — ——arctan
2 V3 V3 2 V3 V3

Allez a ; Exercice 8

Correction exercice 9.
1.

-t+1 —t+1
f i

———dt= | ———
t2+2t+5 (t+1)2+4
On fait le changement de variableu =t +1 e t=u—1,dt =du

G(t)—f_(u_l)-l_ldt—f_u-l_zdt—f v dt+f 2 g
B u? + 4 ) ur+4 T ) ur+4 u?+4

1 2 u 1 t+1
e 2 - _— = —_—— 2
= 2ln(u +4)+2arctan(2) 2ln(t +2t+5)+arctan( > >+K

Allez a : Exercice 9

2. On fait une intégration par partie
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In(t2+2t+5)
F(t) = det
repy — 1 - _1
u (t) - (t—l)z u(t) - -1
v(t) =In(t* + 2t +5) | p/() = 222
tZ2+2t+5

In(t?+2t+5) 2t+2
F() = [_t——l + f(t—l)(t2+2t+5) t

Il existe a, b et c réels tels que

2t + 2 _a 4 bt + ¢
(t—1D(2+2t+5) t—1 t2+2t+5
Je multiplie part — 1, puist = 1

_[ 2t +2 1
ez 42t +50.; 2

Je multiplie par t, puis t - +oo

1
O=a+b<:>b=—§

t=0,
2 c 1
—§=—a+§®c=—2+5a=§
2t + 2 1 1 —t+1 1 —t+1
(t—1)(t2+2t+5)dt=§J(t—1+t2+2t+5)dt=§<ln|t_1|+jt2+2t+5dt>
1 1, 1 t+1
=§ln|t—1|—Zln(t +2t+5)+§arctan< > )+K
Donc
F(t) = —ln(tZ:_zi *5) +%ln|t —1] —%ln(tz + 2t +5) +%arctan (t -|2— 1) + K

Allez a : Exercice 9

Correction exercice 10.
1. Il existe a, b et c réels tels que :

2x+1 a b c

f® = aayn " x e Txr1

On multiplie par x2, puis x = 0

2x+1
= [ ] =1
x+ 11l
On multiplie par x + 1, puisx = —1

2x+1
- -
x x=—1
On multiplie par x, puis x = +oo
0=a+c=>a=1
Par conséquent
o 2E¥L 1,1 1
flx Cox2(x+1) x x2 x+1

2.
F(x) = fxizln(x2 + x) dx
u'(x) = xiz u(x) = —i
v(x) = In(x? + x) v (x) = i’:i
Fo =t [

42



Calculs de primitives Pascal Lainé

Donc
2x+1

x2(x+1)
1 1
= —;ln(x2 + x) + In|x]| —;—ln|x+ 1l+K, K€eR

1 1 1 1
dx=—;ln(x2+x)+f< +—— )dx

1
F(x) = —=In(x? f
(x) xn(x +x) + 2 x+1

Allez a : Exercice 10

Correction exercice 11.

1.
dx dx 1 X
F.(x) = = = —arctan (—)+K
1() fx2+5 fx2+(\/§)2 \/g \/g
Allez a : Exercice 11
2.
dx 1
KX =[ ———=—
2( ) f /—xz — 5 \/g . 3
=) -1
(%)
On fait le changement de variable ¢t = \/—_ & x \/gt = dx = +/5dt
\/_dt X
Fx—— = —archt +K=arch(—>+l(
() — geh(t) geh (=

Allez a : Exercice 11

3.
On fait le changement de variable t = e* & x = In(t) = dx = %

dt
F3(x) = [ tsin(t) (T) = [ sin(t) dt = —cos(t) + K = — cos(e*) + K
Autre méthode : on remarque que dt = e*dx, or ce terme est dans 1’intégrale donc
F3(x) = [ e*sin(e®)dx = [ sin(e*)(e*dx) = J. sin(t) dt = —cos(t) + K = —cos(e*) + K

Allez a : Exercice 11

4. Onposet = tan(x) & x = arctan(t) = dx = 1:1;2

F()—ft w2t —f e dt—ft(tZJrl)_tdt—f(t ‘ >dt
A= 1+t 1+¢t27 1+ t2 - 1+ t2

2 1 1 1
=5- —ln(l +t)+K = Etanz(x) - —ln(l +tan’(x)) + K

Autre méthode
F,(x) = [ tan®(x) dx = J tan(x)(tan?(x) + 1 — 1)dx

= J tan(x) (1 + tan?(x))dx — f tan(x) dx + K’

- f tan(x) tan' (x) dx — f 12((?) ax

1
= Etan2 (x) + In|cos(x)| + K’
On peut se demander si ces deux primitives sont bien égales a une constante pres.
In(1 + tan?(x)) = 1n< = —In(cos?(x)) = —2In|cos(x)|

Donc tout va bien.

cos’(x)

1
+K’=—tan2(x)+f dx + K’
2 cos(x)

=)
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Allez a : Exercice 11

5.

3 1 1+tan®(x) —tan®(x) 1+ tan®*(x) tan?(x)
Fs(x) = f 3(x) _[ tan3(x) dx = f tan3(x) dx = J tan3(x)
tan’(x) 1 1 1 cos(x)
a f tan3 (x) dx J tan(x) dx = 2 % tan2(x) B J sin(x) dx
1 sin (x) 1

1
=_= = —Zx————In|si K
tan2 (x) sm(x) 2 % tan2(x) nsinCGal +

Autre méthode

B 1 _ [cos®(x)  [cos(x)cos?(x) [ cos(x)(1~—sin®(x))
Fs(x) = ftan3 (x) dx = ,[ sin3(x) dx = f sin3(x) dx = f sin3(x) dx
1 — sin?(x)
= f WCOS(X) dx

On fait alors le changement de variable t = sin(x) = dt = cos(x) dx

Fs(x)=j1__LMcos(x)dx=f1_t2 (d)—f(i_—>dt—Jt‘3dt—ln|t|+K’

sin3(x)

= 1><1:‘2 In|t]| + K' = 1><1 In|t| + K' = 1>< ! In|sin(x)| + K’
) n 27 ¢2 n 27 sin?2(%) nismx
La encore on peut se demander si ces deux primitives sont égales a une constante pres.
1 cos?(x) +sin®(x)  cos?(x) 3
sin?(x) sin?(x) ~ sin?(x) "~ tan?(x)
Donc
. I 1 : !
Fs(x) = 51 2( ) —In|sin(x)| + K’ = -3 X (tanz(x) + 1) —In|sin(x)| + K
—1>< ! In|sin(x)| 1+K’
B tanz(x) eWITS

On en déduit que K = — % + K’
Allez a : Exercice 11

6. A priori il faudrait décomposer la fraction en élements simples mais ici cela s’arrange plus simplement.
On pose t = x? +3x+7:>dt—(2x+3)dx

Fo(x) = f ft‘mdt = — t‘m+1 +K=-

+K

X + K

m—1 tm1

T m-— (x2 + 3x + 7)m-1
Allez a : Exercice 11

7.

In d 1
F,(x) = f ) dx = fln(x) X 79( = fln(x) xIn'(x)dx = Elnz(x) +K
Autre méthode (trés semblable)
Onposet =In(x) = dt =

| d 1 1
F7(x)=fn(x) =fln(x)><—x=ftdt=—><t2+K=—ln2(x)+K
X X 2 2
Encore une autre méthode
Onposet =In(x) © x = et = dx = etdt

In(x In(et 1 1
F7(x)=f i)dxzf gt)Xetdt=ftdt=§Xt2+K=Eln2(x)+K

Allez a : Exercice 11
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8. La «méthode normale » voudrait que 1I’on pose t = e* mais ici cela s’arrange plus simplement.
On pose t = sh(x) = dt = ch(x) dx

1 s 1, 1 1
FS(x): t_sdt: t dt=_—4>(t +K:—th_4+[(:

1

- +K
Ashi(o) T

Allez a : Exercice 11

Correction exercice 12.
1. Cen’est qu’un rappel d’un résultat du cours :

1 X
Fi(x) = Earctan (E) +K
Allez a : Exercice 12

2. Pour F,, on constate que a L__ est un élément simple, donc il n’y a pas de décomposition a faire.

+x2)?
Premiere méthode (décrite dans le cours)

1
arctan(x) = [ 1 X ——dx
u'(x)=1 ulx) =x
= L = 2y)-1 ! = -2 1+ 2)—2
v(x) e (14 x2) v'(x) x(1+x%)
1 x 2x
f1+x2 dx = [1+x2] n fx(_ (1+x2)2)dx
tan(x) = X +2f x? P fx2+1—1d
arctan(x) =7 — DL X=T7 52 (1 + x2)2 X

M S
14 x2 T+x2 (1+x2)2)™

—x+2(f1d f : dx)
C14x? T+x2 " T +x22

X 1 X
BT 2 (arctan(x) - fmdx> = T2t 2arctan(x) — 2F,(x)
Par conséquent :
Fy() = Zarctan(x) + 2 X —— + K
2\X —Zarcanx > 1+x2

Deuxieme méthode
On pose x = tan(t), alors dx = (1 + tan?(¢t))dt
(1+tan®(t)) 1 + cos(2t) it

1
— = _— = 2 =
R = [ Graoy = | Trame = | o a= [
t 1 t 1
=5 + Zsin(Zt) +K= %n(x) + Zsin(Z arctan(x)) + K’
B arctan(x) 2

+ 2 sin(arctan(x)) cos(arctan(x)) + K’

2
arctan(x) 1 «x 1 , arctan(x) 1 X )
= += +K =———+-X +K
2 2V14+x2V1+x2 2 27 1+x2
En effet :
1 1
cos?(arctan(x)) =

1 + tan?(arctan(x)) "1+ 2
Ensuite arctan(x) €] — g,g [ donc cos(arctan(x)) > 0 donc

1
cos(arctan(x)) =
N

Puis
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x
sin(arctan(x)) = tan(arctan(x)) cos(arctan(x)) = ———
V1 + x2
Si on trouve que
arctan(x 1
F,(x) = T() + Zsin(Z arctan(x)) + K’
C’est bon.

Allez a : Exercice 12

3. Il faut faire une division euclidienne : x3 = x3 — 4x + 4x = x(x? — 4) + 4x
Donc
x3 4x
Xz —4 X+ x2—4
Normalement il faudrait encore décomposer xj: mais cette fraction est, a une constante multiplicative
orés, de la forme L&

ulx)’

F()_f<+ = )d —x2+21|2 41+ K
3\X) = x 24 x—z nfx
Allez a : Exercice 12

4.

dx a N b
(x—2)2 (x—2)2 x-2
a=[4x],-, =8

On multiplie par x, puis x - +oo

4=0D>
F4(x)=j((x_82)2+xi2)dx=8j(x—2)‘2dx+4jx_z

8
=8(-1D)(x—2)"'+4In|x—-2|+K = —XT2+41n|x—2| +K

dx

Allez a : Exercice 12

5.
x2 + x + 1 n’a pas de racines réelles donc x2+1x+1 est un élément simple et il faut mettre x? + x + 1
sous forme canonique.
dx dx
FS(x):fx2+x+1:f 1% 3
(x+2) +3

On fait le changement de variable t = x + % ©x=t —% =>dx =dt

Fe(x) J dt J dt 2 " (2t>+K 2 " (2x+1>+K
x) = = | —— =—arctan|— = —arctan
; 243 3\ V3 V3 V3 V3

4 t2 + )

Allez a : Exercice 12

6. t% 4 2t — 1 admet deux racines réelles distinctes
—-2—-+/8
tl = —2 = —1 —_ \/E
Et
tz = _1 + \/E

t2+2t—1=(t—t)(t—tp)
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1 1 a b
t2+2t—1:(t—tl)(t—tz):t—t1+t—t2
71 11 N2
a_[t—tz]t_t_tl—tz__zﬁ__4
1 1 V2
b=[t—t1]t=t T -t 4
F¢(t) =§J(t_1t1+t_1t2)dt=g(—ln|t—t1|+ln|t—t2|)+K=gln t_ti +K
V2 [t+1-42
=—In[———F|+K
4 lt+1++2

Allez a : Exercice 12

3t+1

@ —zts10y2 ESLUN élément simple et il faut mettre t* — 2t +

7. t?— 2t + 10 n’a pas de racine réelle donc

10 sous sa forme canonique.
(3t + 1)dt
F7(t) = 2 2
(t—1)?+9)
On fait le changement de variableu =t -1 t=u+1=dt = du

B B+ 1)+ 1)du _ (Bu + 4)du B 3udu 4du
Fr(6) = (u?2 +9)2 B w2 +4+92 ) (u?+9)2 + f (u2 +9)2
3udu 4du
Il(t) = m et Iz(t) = m

Dans I; on fait le changement de variable v = u? = dv = 2udu

3 3

3
5dv 3 3
_ (2% _3 2y 3 L _
Il(t)‘j(wg)z_ f(”g) = D = - S T T 2aE 1 9)

2

T T2((t—1D2+9) 2(t2 -2t + 10)

4du 4du
L) = f—(uz T 9)2 =j o

92 ((3) + 1)2

On fait le changement de variable v = g o u=3v=du=3dv

12 dv 4 dv
Iz(t)=_jﬁ=_fﬁ
81) (v?+1) 27) (w2 +1)
Comme on I’a déja revu avec F,

f dv _1 ) ()+1 v K
(w2 + 1)z 2w T o e
u
4 1 1 v 2 u 2 3
L,(t) —E(Earctan(v)+§1 +v2) + K —ﬁarctan (§) +ﬁ1 (u >
3
2z (u)+2x v _2 (t—1)+2>< t—1
TR ) Ty N gz T 27 T3 972 —2t+10
Et finalement
Fo(t) = 3 +2 " (t—1>+2 t—1
N Tz — 2t + 10) 27 3 9712 —2t+10
, : 2, 31
t— 9" 18
= —arct
27arcan< 3 >+t2—2t+10

Allez a : Exercice 12
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8. t? — 2t + 10 n’a pas de racine réelle donc
3t+1
t2—2t+ 10
est un élément simple, on met t2 — 2t + 10 sous forme canonique.
3t+1

&“)zf«t—D2+%dt

Onposeu=t—1ot=u+1=>dt=du

F(t)—f3(u+1)+1d _f3u+4d _f 3u p +f 4
8y (u?+9) w= u®+9 u= u?+9 u u? 4 32 u
=310 + 9) + Zarct (u)+K—31(t2 2t +10) + ~arct (t_ )+K
—Znu 3arcan 3 —2n 3arcan
Allez a : Exercice 12
9.
1 _ 1 . a bt + ¢
t34+1 (t+DE2—-t+1) t+ t2—t+1

1
O=a+b:>b:—§
t=20,
2
l=a+c=>c==
1 _ 1 _1( 1 + —t+2>
t34+1 (+D2—-t+1) 3\t+1 t2—-t+1

F(f:)—1 dt +1f itz ol |t+1|+1j 2z
M=) tr1 T3 1 T3 3 TE
0‘7)+z

Onposeu=t—%<=t=u+%:dt=du

3
f_u-l-?d = f L +3f ! du = 11 <2+3)+3>< 2 t (2u>+K
3 § u= ) §u > Zau = znu 4 > ﬁarcanﬁ
us+z us+3z 2 <J§>
u“ + Z

1 2t—1
=——In(t?—t+1 +\/§arctan< >+K
> ( ) NG

Par conséquent

Ry = L[ +1f —t+2

N3 t+1 3)t2—t+1
1 1/ 1 2t —1
=§ln|t+1|+§(—Eln(t2—t+1)+\/§arctan< N >>+K
1 1 V3 2t — 1
— __ 2 _ -
—31n|t+1| 6ln(t t+1)+ 3 arctan( Ne )

Allez a : Exercice 12

10. Il faut diviser x3 + 2 par (x + 1)3 = x3 + 3x% + 3x + 1,
x34+2=1x@x3+3x2+3x+1)+(-3x2-3x+1)
Ce qui entraine que
x3+2 " —3x2-3x+1
Gt T G+ D?
On cherche alors a, b et c tels que :
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—3x*-3x+1 a N b L€
(x+13  x+1 (x+1)?2 (x+1)3
c=[-3x2-3x+1]-_; =1

On multiplie par x, puis x — 400
—-3=a

x=0
l=a+b+c=>b=1—-a—-c=3

Fio(x) = x3+2d—j(1 b )
W)= )3T x+1 x+1)2 D3

=x—3ln|x+1|+3f(x+1)‘2dx+f(x+1)‘3dx

= x—3Inlx+ 1] +3(=(x+ 1)) + (—%) G+ 1)2+K

= 3ln|x + 1] 3 1>< ! +K
- XX x+1 2 (x+1)?
Allez a : Exercice 12
11.
On cherche alors a, b et c tels que :
x+1 _a+ b N c
x(x—=2)2 x x—2 (x—2)2
_[x+1] _3
‘Tl % = 2
On multiplie par x, puis x = 400
O=a+b>b
x=1
2=a—b+c=)a—b=§
Doncazletbz—1
4 4
+1 1 1 3
X 4 4 2
F. = | ——dx = = — d
12(%) x(x — 2)? x fx x—Z-I_(x—Z)2 x
1 1 3 1 X 3
= -1 | -2l += —2)2%dx = -1 —=X K
4n|x| 4nlx |+2j(x )" “dx 4n|x_2| > x—2+
Allez a : Exercice 12
Correction exercice 13.
1.
Ifl dx [1t<x)]11t<1)1t(0)1t<1>
= —— = |—=arctan | — = —arctan { — ) — —arctan = ——arctan|—
il sz WU W V2T vz vz 2

Allez a : Exercice 13

N[ =
IS
=

1
I_J‘E dx _Zf
2 1—x2 "), 1—x2

1 .
Car x -» — est paire
1-x

Premiére méthode parce que [O, %] c]l-11]
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1 1
I, =2 fz dx = 2[argth(x)]% = 2 argth (1) — 2argth(0) = 2 % lln Lt 2\ - In(3)
o 1—x2 0 2 2 1 _%
Deuxi¢me méthode (qui marche sur n’importe quel intervalle ne contenant pas —1 et 1).
1= 1 =a b %+%=1<1+1>
11—x2 (1—x)(1-|1-x) 1- 1+x 1-x 14+x 2\1—-x 1+«x )
I, = 2[2 dx =2 xlji( ! + ! )dx = [—ln(l—x)+1n(1+x)]%= [ln(1+x)r
o 1—x? 2Jg \1=x  1+x 0 1-x/1g
145
=In 7]- In(1) = In(3)
)
Attention fld_—xx = —In(1 — x) + K, il ne faut pas oublier le signe —.

Allez a : Exercice 13

_1-Vi3 _, —14+V13
3. x% 4+ x — 3 s’annule en 2\/_ et V13

continue sur [2,3].

. , 2x+1 11z - . S
A priori il faut décomposer xzix_g en éléments simples mais il se trouve que 2x + 1 est la dérivée de
x% + x — 3, donc

, comme [2,3] c ]_1_‘/§ _1+\/ﬁ[x o 2t

) x24x-3

est définie et

9
I = [In]x? + x = 3]]3 = In(9) — In(3) = In (5) — In(3)
Allez a : Exercice 13

4. Onposet = x%=dt=2xdx
x=0=>t=0etx=2=>t=4

—PI«:]

2xdx 1(* dt 1 1 t\1* 1
f (x2)2 + T E,’; ik X 2 [arctan <Z>]o = —(arctan(1) — arctan(0)) = §
32
Allez a : Exercice 13
5.
Il existe a, b et c réels tels que
5+ 6 _ 5x+ 6 a b c

GZ-Da+2) x-2Dx+2? x-2 x+2 (x+2)?
On multiplie par x — 2, puis x = 2
5x + 6 10+ 6
N (x+2)2]x=_2 T @2+22?
On multiplie par x + 2, puis x = —2
5x+6 —-10+ 6
Cz[x—z]x__zz —2-2

On multiplie par x, puis x - +oo

O=a+b=>b=-1
Par conséquent

x=1

z—fl(l M S )d —[1| 20— Injx + 2| — —
STy \e—2 T x+2 " (x +2)2 x=me x x + 20,2

= In|—1] - In(3) —%— <1n|—2| —In(2) —%) = % —In(3)
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Allez a : Exercice 13
6.
Il existe a, b, c et d quatre réels tels que :
x—1 _a+ b +cx+d
x2(x24+1) x x%2 x2+1
On multiplie par x2 + 1, puis X = i

x—1 i—1
ci+d=[ ] =
X=i

x2
Doncc=—-1letd =1
On multiplie par x2, puis x = 0

x—1
b_[x2+1X:0__1
On multiplie par x, puis x = 400
O=a+c

Donc a = —c = 1, finalement
x—1 _ 1 1 4 —x+1
x2(x2+1) x x%2 x241

I_Iﬁ x—1 _fﬁ<1 1+—x+1)d _fﬁ(l 11 2 1 )d
°®7 ), x2(x?2+1) x_1 x x? x?+1 x—l x

1 1 V3
= [ln(x) + 7 Eln(x2 +1)+ arctan(x)]
1

= ln(\/g) + % — %ln(S +1) + arctan(\/g) — (ln(l) +1-— %ln(l +1) + arctan(l))

1 1 1 5t 1

—Eln(3)+ﬁ——ln(4)+§—1+§ln(2)—
-4 (3)+ 148
—2"2)7 3 12

n—ll (3x2)+ ! 1+n
2 2"z 12

Allez a : Exercice 13

Correction exercice 14.
1.

cos3(x)
F = | ———=d
1) ,[ sin®(x) x
D’apres les regles de Bioche

cos3(—x) _ cos®(x) _ cos?(x) _ cos®(x)
sin®(—x) d(=x) = (—sin(x))5 (—dx) = — sin5(x) (—dx) = sins(x) F
cos3(x + m) 4 _ (=cos(x))® ~ —cos®*(x) ~ cos®(x)
sin®(x + m) (x+m) = (—sin(x))s =z sin®(x) x= sin®(x)

Ici deux des changements de variables sont possibles, t = cos(x) et t = tan(x), on va essayer les deux
pour constater que t = tan(x) est meilleur (ce qui est toujours le cas lorsque 1’on a le choix entre
cos(x) ou sin(x) et tan(x))
Changement de variable t = cos(x) = dt = — sin(x).
3 3 3
Cos~(x COoS (X Cos (X
Feo- | () [ ) ()

m X = ) sin(x) dx = — m (—sin(x) dx)

cos3(x) _ t3
- _J T = cos2(ys S dx) = = f a—oyp®

Il n’est pas tout simple de décomposer cette fraction rationnelle, on peut toutefois poser u = t? = du =
2tdt
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1l u—-1+1
)= f - mﬂdt ke G ™™ 2w ™

1j< (1—u)2+(1—u)3 du f(l_u) 2du——f(l—u) 3du
[ ( 1)(1—u) ] E(—l)(l—u)‘]-}-[(

_ 1 cx=ly 1 1 y 1 K
T1 1w 4 (1—u)2 T3 1o 1T A -)2
_1 o 1 1 RIS VRN TR VR S
T 47 1—cos2(t) 4 (1--cos?(t))? " 47 sin2(x) 4 sin*(x)
_16n’0-1n 1 1
4 sin*(x) 47 tan*(x)

Changement de variable t = tan(x) = dt = ——

cos?(x)

F () =J‘cos3(x) dx:fcoss(x) dx =j’ 1 dx =f 1 dx _ tisdt

sin®(x) sin®(x) cos?(x) sin®(x) cos2(x) tan®(x) cos?(x)
cos>(x)
—ft‘sdt— 1t‘4+K'— 1>< ! + K’
B 4 47 tan*(x)
C’est nettement plus simple.
Allez a : Exercice 14
2. On applique encore les régles de Bioche.
sin3(—x —sin3(x sin3(x
S0 ey = I gy - S,
1+ cos(—x) 1 + cos(x) 1 + cos(x)
C’est le seul invariant qui fonctionne, on doit faire le changement de variable t = cos(x) = dt =
—sin(x) dx
sin?(x) _ 1 —t? t? — t?
F(x) = —f—1+cos(x)(—51n(x)dx) = —f o3 dt = f T dt (t —1dt = 7—t+K
cos?(x
= 2( ) —cos(x)+ K
Allez a : Exercice 14
3.
d(x +m) _ dx dx

cos*(x + m) +sin*(x + ) (= cos(x))* +(—sin(x))* - cos*(x) + sin*(x)
Donc on doit faire le changement de variable t = tan(x)
Premiére méthode

On fait apparaitre dt = —=

cos?(x)
cos?(x) dx
F3 (x) = f

cos*(x) + sin*(x) cos2(x)

\ . . cos?(x) . . .
Et la régle de Bioche dit que ot (x) 7sin? () PeUt s’exprimer en fonction de tan(x)
cos?(x) B cos?(x) 3 1
cos*(x) + sin*(x)  cos*(x) (1 + tan*(x))  cos2(x) (1 + tan*(x))
_ 2
Tt 1 + tan”(x)
cos?(x) _ 1+tan®(x)
cos*(x) + sint(x) 1+ tan*(x)
Donc

1+t
F3(X) :f1+t4dt
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Deuxiéme méthode

dt
t = tan(x) © x = arctan(t) = dx = T
cos?(x) = 1 = cos*(x) = !
1+ tan?(x) ~ (1 + tan2(x))?

tan?(x) tan*(x)

in? = 1 — 2 = 1 — = = in =
$in”(x) cos™(x) 1+tan?(x) 1+ tan2?(x) sin”(x) (1 + tan2(x))?2
Donc
1 1 dt 1+t2)? dt
F3(x) = f : dx = ] 7 = ( )
cos*(x) + sin*(x) 1 + t 1+ t2 1+t*+ 1+t2
(1+1t2)2 " (1+1t?)?
B J 1+t? it
)1+t
2
On retrouve le méme résultat heureusement, il reste a trouver une primitive de t — i:; et ce n’est pas
simple.
1+t 1+¢t? 3 1+4t? 3 1+4t?
et 42024122 2y gy (v2r)® (2 —V2e+1)(2 —V2t +1)
at + b ct+d

tz—\/it+1+t2 +V2t +1

Car t? — /2t + 1 et t? + /2t + 1 sont deux polyndmes sans racines réelles.
Remarque :

(T kT
On peut aussi résoudre dans C : t* = —1, on trouve quatre racines complexes z, = e‘(Z 7), k €
{0,1,2,3} que I’on regroupe ainsi
t*+ 1= [(t —20)(t — z3)][(t — 21)(z — 23)]
Puisque zy = zz etz; =z,
t o 1+t2
1+t4

t*+1=(-t*+1e

est paire, on en déduit que :
at+b ct+d —at+b —ct+d

+ = +
t2 —\2t+1 t24+V2t+1 t2+2t+1 t2—2t+1

Doncc=—aetd =b
t = 0 entraine que 1 = b + d par conséquent b = d = %
t = i entraine que

ai+% —ai+% 2a
0= + ©0=——oa=0
—2i V2 V2
1+t2_1( 1 N 1 )
T+t 2\e2—\2t+1 t2+V2t+1

f dt _f dt

t2—\2t+1 2
<t ﬁ) +

Onposeu=t—‘/§<:>t=u+g=>dt=du

dt j du 5 = V2arctan(uv2) = V2 arctan(v2t — 1))

2 —2e+1 5 <1)
us+\—=
V2
dt
————— =+2arctan(vV2t + 1
J t2+2t+1 ( )
En faisant pareil ou en faisant le changement de variable t' = —t.

Donc
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F;(x) = f 1 i zi dt = V2 arctan(V2t — 1)) + \/Earctan(\/it + 1)) +K
= V2 arctan(v2tan(x) — 1)) + V2 arctan(v2 tan(x) + 1)) + K

4,
Avec les regles de Bioche
cos(—x) —2 _ cos(x) — _ cos(x) — 2
sin(—x) d(=x) = — sin(x) ( dx) = sin(x) dx

On fait le changement de variable t = cos(x)

dt = —sin(x) dx
Alors

F,(x) = dex = J - cos(x) _ 2 (—sin(x))dx = —JM(— sin(x))dx

sin(x) sin(x) (— sin(x)) sin?(x)

cos(x) — 2 ) t—2 t—2
Z—fTSZ()(—SIH(X))dx:—fl tzdt:ftz—ldt

Il faut alors décomposer la fraction rationnell
(-2 -2
t2—1 (t-D(+1D

Il existe a et b réels tels que
t—2 a b

C—D+D t-1tt+1
On multiplie part — 1, puist = 1

_ [t—Z] 1
v, T2
On multiplie part + 1, puis t = —1

t—2 3

p=|—2= __2
t—1l., 2
Donc
) — 2 1 3 3
cos(x) — —5 5
E, = | ————dx = — 4+ —=— dt———l t—1 —l t+1|+K
4(®) j sin(x) X jt—1+t+1 nl |+ Inle+ 2]+

1 3
= —Elnlcos(x) —1| + Elnlcos(x) +1|+K
1 3
= —Eln(l —cos(x)) + Eln(cos(x) +1)+K
Allez a : Exercice 14

Correction exercice 15.

On pose f(x) = cos0r sinGey Pour appliquer les régles de Bioches
-1 1
a0 = s Ssinen ) T cos@sint M T costo sinGo
On peut faire le changement de variable t = cos(x)
1
flr = 2d(m —x) = cos(m — x) sin(mr — x) (d(ﬂ B x)) - cos(x) sin(x) (—dx)

1
"~ cos(x) sin(x)
On peut faire le changement de variable t = sin(x)
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1 1
(= cos(x))(—sin(x)) dx = cos(x) sin(x) dx

d(m+x) =

m+x)= X
f ) cos(m + x) sin(m + x)
On peut faire le changement de variable t = tan(x)
Le meilleur est t = tan(x), mais on va en faire deux histoire de comparer les différents changements de
variables.

On commence par t = sin(x), il faut faire apparaitre la dérivée de sin au numérateur
V3

3 dx 3 cos(x)dx 3 cos(x)dx
) ) )

u cos(x) sin(x) - u cos?(x) sin(x) (1 — sin?(x)) sin(x)

6

x=E:t=sin(E)=%

6 6
T oy V3
x=§=>t=sm(§) 27
dt = cos(t) dt
3 V3
3 cos(x)dx [z dt
u (1 — sin2(x)) sin(x) ,f% (1-t2)t
Or
1 -1 a b c

Q- G-De+Dt -1 t+1 ¢

On multipliepart — 1, puist = 1

~ —1] 1
a= 2

(t+Dtl,_,;

On multiplie part + 1, puis t = —1

b= [(t :11)t] - _%

t=—1
On multiplie par t, puist =0

a=|————-=-= =1
[(t -DE+ DI,
Par conséquent

V3 V3 1 1 V3
I—IZL—IZ _—§+_—§+1 dt—[—ll |t—1|—ll |t+1|+l|t|]2
T h (1—t2)t_% t—1 t+1 ¢t — T2 2" n 1
JNS V3 1 )
2 2 2
- ln| ] —n —In —In(v3 —ln(—)zZln\@
[ V1—r¢2ll1 3 1 (3) V3 (v3)
2 1—1 1—Z

Pour le changement de variable t = cos(x) c¢’est quasiment pareil, il faut faire apparaitre la dérivée de
cos au numérateur, on passe
Changement de variable t = tan(x), il faut faire apparaitre la dérivée de tan au numérateur

dx

dt = o) (1 + tan?(x))dx
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T T T T
f? dx _.I‘E cos(x) dx _f?cos(x) dx _.[E 1 dx
T

™ cos(x) sin(x) L cos2(x)sin(x)  Jr sin(x) % cos?2(x) Jr sin(x) % cos?(x)

cos(x)
_ % 1 dx
B f% tan(x) % cos?(x)
" m_sin(g) 3 1
x=g=~t=tan(x)=tan(g) =cos(%) =§=ﬁ
sin 1 ﬁ
x=g=> t = tan(x) =tan(§) = COSE%% =?=\/§

s V3

3 dx 301 dx V3 1=
f% cos(x) sin(x) - f% tan(x) % cos?(x) = f\/_l_ t 7t =[n(l4 ln(\/_) (\/§)
3
=In(v3) + In(v3) = 2In(V3)

C’est effectivement plus simple.
Allez a : Exercice 15

ﬂl

Correction exercice 16.

cos3(—t) _ cos®(t) cos3(t)
sin*(—t) A=t = - sin*(t) L# sin*(t)
cos3(m—1t) _ (=cos(=t))* _cos®(t)
snir—0 2 9= Gy T T S U
cos3(m +t) 4 _(=cos(t))® ~ —cos®(t) ~ cos?(t) cos3(t)
st + 0 ) = e 4T Tainitn C T st o U sind (o
On fait le changement de variable x = sin(t) = dx = cos(t) dt
B gcos3(t) B %cosz(t) B 71— sin?(t)
I—f% St (o) dt _JE S () cos(t) dt —f% —sin4(t) cos(t) dt
t=%$x=sin(g)=%
— n —_— 1 n —
t—E:>x—sm(E)— 1

1 1
2 2
_ 1 1 23 +o) = 1= 4
301 3 3 3
Allez a : Exercice 16
Correction exercice 17.
1. Avec les regles de Bioche
1 1
t+m)d(t+n)=—F"—7——d ——dt = f(t)dt
flermd(t+m) = ooy dt = S dt = £

On peut faire le changement de variable u = tan(t)
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_dt
U= sz (o)
1 1 cos(t) 1 1 1 dt
sin(2t)  2sin(t) cos(t) _ 2sin(t) cos?(t) 2 @an(o) .« cos?(0)

Donc

f (t)dt—flx L & —1f1d = Linjul + K = Zmjtan(o)]
f ) 2 tan(t) " cos?(t) 2) u =g —pnitan
On a pris K = 0 car une demande « une » primitive de f.

2. dx=2dtett=§

F()—f ! 4 —zf Lt = 2 Enjtan() + K =1 |t (x)|+1<
X = sin(x) x= sin(2t) 2 nian B RV

Allez a : Exercice 17

Correction exercice 18.

On pose f(x) = 2

1+tan(x)
f(—x)d(—x) = m(—dx) = Tan(x)dx * f(x)dx
2 -2
fr—x)d(m—x) = T tanti— o) (—dx) = Tan(x)dx #* f(x)dx
2

flr+x)d(m+x) = dx = f(x)dx

1 + tan(m + x) dx = 1 + tan(x)
On fait le changement de variable t = tan(x), dt = (1 + tan?(x))dx

2
(1 + tan(x))(1 + tan2(x)
Il existe a, b et c réels tels que

F(x) =

) _ 2
)(1+tan (x))dx—f(1+t)(1+t2)dt

2 _a +bt+c
(1+)(1+t2) 1+t 14¢2
On multiplie par t + 1, puist = —1

2
= [1 + tz]tz_l =1
On multiplie par t2 + 1, puist = i
2 _20-9_,

2
T Tl T 1 2

Donch=—-1etc=1

F()—f( 1 +_t+1)dt—l|t+1| f L dt+f LI
Y=\ Tt T 12 - t2+1 1+ t2

1
=In|t + 1] —Eln(t2 + 1) + arctan(t) + K

1
= In|tan(x) + 1| — Eln(tan2 (x) + 1) + arctan(tan(x)) + K

sin(x)

1
=1n|tan(x)+1|—zln( >+x+K=ln

1
—_— —+1 | K
c0s2(x) c0s(x) + ‘ + In|cos(x)| + x +
= In|sin(x) + cos(x)| + x + K

Allez a : Exercice 18
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Correction exercice 19.

On pose x = et donc t = In(x) etdt = ‘i_x

D’autre part
1
et +et X+ x2+1 2x+x*+1 (x+1)?
1+ch(t)=1+— = =

y Tt =t 2x 2x

Donc

2x  dx 1
= B ——— _— = -2 = — -1 = —
F(t)—f(x_l_l)zx 2f(x+1)2dx Zf(x+1) dx 2+ 1)t +K x+1+K
-2

= +K
et +1

Allez a : Exercice 19

Correction exercice 20.
1 + sh(x)
Fx)= | ———=
) j 1+ ch(x) dx
On fait le changement de variable t = e*, soit x = In(t), dx = %

t—% t2—1
1+sh(x) 1+—— 1+—7— 2t4t2-1 t2+2t-1

1+ ch(x) t+1_1+t2+1_2t+t2+1_ (t +1)2
1+_t 2t
2
F()_jl+sh(x) _(tP+2t—1dt
T ™ T ) T+ n? ¢
t2+2t-1

ez " eléments simples, il existe a, b et c tels que :

On décompose

t?+2t—1 a b c
——=—+ +
t(t+ 1)2 t (t+1)2 t+1

2 —
Je multiplie par ¢, puist = 0, a = [t(:lt)zl] =1
t=0

Je multiplie par (¢t + 1)2, puist = —1,b = [—t2+it_1]t_ L 2

Je multiplie par t, puist - o, 1 = a + ¢, donc ¢ = 2.

-1 2 2 2
Feoy = [(ZX = —Inft|] - ——+ 2|t + 1| + K
) f(t +(t+1)2+t+1>dt e = ——+21nje + 1] +

F(x)=—x—ex+1+21n|ex+1|+K
Allez a : Exercice 20
Correction exercice 21.
Onposetze"(:)len(t):dxz%
Ch(x)+1:ex+e"x+1:ezx+1+1:t2+1+1:t2+1+2t:(t+1)2
2 2e* 2t 2t 2t
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2 —

=4f((t+11)3—(t+11)4>dt=4]((t+1)‘3—(t+1)‘4)dt
2 4

1 1
=4[——t D2+-(t 1‘3] K=- K
G DT A3+ DT G+ D 3c+1°
2 4 6(e*+1)+4 3e*+5
=— + +tK=———+ K =2+
(ex+1)2 3(e*+1)3 3(e*+1)3 3(e*+1)3

Allez a : Exercice 21

Correction exercice 22.
Onpose t = e* & x = In(t) donc dx = %

1
e*+e™ t+y t74+1
ch(x) = ——=—"=—;

eX —e

sh(x) =———=—"=—%;

t?4+1 t?—-1 1

ch(x) —sh(x) 2y~ t _
ch(x) —1 t2+1 t2+1-2t (t—1)2

2t 1 2

2dt
F) = j t(t—1)2

2 _a+ b c
tt—12 t t—1 (t—1)2

Il existe a, b et c réels tels que :

Je multiplie par t, puist = 0
[, -
a=|——- =
(t—-1)? t=0

Je multiplie par (t — 1)?, puist = 1
2

cz[—] =2
tle=o
O=a+beb=-2

F()—zf(1 ! + ! )dt—Z(l |t] — In|t + 1] ! )+K
X) = t t—1 t-nz)** =" n t—1

Je multiplie par ¢, puis t = +oo

- +K
1 )

1 X
1>+K=2x—21n(e +1)_ex—

ex_

=2 (ln(ex) —In(e*+1) —

KeR
Allez a : Exercice 22

Correction exercice 23.
I1 s’agit d’une fraction rationnelle de fonctions hyperboliques, on peut faire le changement de variable

t =e* doncx =1In(t) etdx = %

2-¢ + ~x 1
2 —ch(x) +sh(x) 2 > _2—e* t 2t—1
- x —x - —x -T2
2 ch(x) 28 +2€ eX +e ¥ t+% t2+1
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dt

2 — ch(x) + sh(x) 2t — 1dt 2t —1
j 2 ch(x) _ft2+17= (t2 + 1)t
Il existe a, b et c réels tels que
2t —1 a bt+c
@+t tTe+1
2t—1
a:[1:2+1t=0:_1
2t—1] _2i-1
e=i

=2+

bi+c=[
[

b = 1 et ¢ = 2. Par conséquent
20-1 _ -1, t+2
t2+ 1)t ¢t  t2+1

fZ—ch(x)+sh(x)d —f(_1+t+2)dt— l|t|+1f 2t dt+2f
2 ch(x) x= t ezg1)t TN 2) t2+1

1
= —In|t| + Eln(t2 +1) + 2arctan(t) + K

dt

t2+1

1
= —In(e*) + Eln(ezx + 1) + 2arctan(e*) + K

1
=—x+ Eln(ezx + 1) + 2 arctan(e*) + K

Autre méthode
1 1sh(x)
2  2ch(x)

2 — ch(x) + sh(x) 1
2 ch(x) ~ ch(x) B

Donc

f 2 — ch(x) + sh(x) D = f ( 1 1 1 sh(x)) .

2 ch(x) ch(x) 2 + 2 ch(x)

Comme

fdx—f dt—fzalt—z tan(t) + K = 2 arctan(e*)
O S kil P arctan(t) = 2 arctan(e

x 1
dx = 2 arctan(e*) — > + 3 In(ch(x) + K’

f 2 — ch(x) + sh(x)
2 ch(x)
Allez a : Exercice 23

Correction exercice 24.
1. Il existe a, b et c réels tels que :

_ 1 _a
f(x)_x(x—l)z_;-l_

On multiplie par x, puisx =0

a= [(96——11)2])(:0 =1

On multiplie par (x — 1)?, puisx = 1
1
-,
Xlyx=1

O=a+boeb=-1

On multiplie par x, puis x = 400
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1 1 1 1
fx) = -1 x

2. dx = 2ch(t)sh(t)dt

d ch(t) sh(t) dt ch(t) sh(t) dt ch(t) sh(t) dt
F@O) = ZJ h(e)sh* (D) ZJ ch2(6) sh*(0) J ch2(6) sh*(0) j ch2(t) Sh2 (D)2

2ch(t) sh(t) dt dx 1 1 1
- f ch2(t) (ch2(t) — 1)2 fx(x — 1)z f (E_x Ry o 1)2)dx

=In|x| = In|x — 1| — i + K =In(ch(t)) — In(ch(t) — 1) — ch(0) — 1 +

K, K
ER

Allez a : Exercice 24

Correction exercice 25.
A T’aide d’une intégration par partie

[t —1)In(t?+ 1) dt
u'(t) = 3t? — 2t u(t) =t3 —t?
t) =In(t? +1 "(¢) = 2L
v(t) = In( ) V() =5
F(x) =[(t3 = t3)In(t* + 1] - 3 _ 42) 2t
() = [ =M@+ DI~ [ - ¢2) 2o
4 _ 43
— 3 2 2
F(x)=[(t>—t*)In(t +1)]—2ft2+1dt
Il faut diviser t* — t3 par t? + 1
t*—t3 t?+1
t* 4+t t2—t—1
—t3—t2
—t3 —t
—tZ+t
—-t?2 -1
t+1
t3 —t? t+1
43— (124 D2 —t—1 1= =t?—t—1
t*—t @+ —-t—1D)+t+ 11 t°—t +t2+1
F(x)=(t3—t2)ln(t2+1)—2f(t2—t—1+t+1)dt
t2+1

=({3—-t)In(t?>+1) -2 i—i+t _ZU t dt+f 1 dt)
3 2 t2+1 t2+1

2
=3 —-t)In(t*+1) - §t3 +t?2—2t—In(t? +1) — 2arctan(t) + K

2
=({3—-t?-1DIn(t*+1) —§t3 +t? — 2t — 2arctan(t) + K
Allez a : Exercice 25
Correction exercice 26.

d.
L = [ tin(t)dt
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2

u'(t) =t _t
u(t) = >
v(t) = In(t) v'(6) =<
2 e et
L=[sme] - Ly
Donc
; _621 © 12l D t? e_e2 e?—1 2e*—e’+1 e’+1
1T pyme T 4, "2 4 R
b.
I, = fgtsin(t) dt
u'(t) = sin(t) u(t) = —cos(t)
v(t) =t v'(t)=1
I, = [-tcos(®)]Z+ JZcos(t)dt
Donc
is T T T
__r 4 : 2 — ain () —
I, = 5 cos (2) + 0 X cos(0) + [sin(£)]5 = sin (2) =1
C.
f(;/§ 3x?In(x? + 1) dx
u'(x) = 3x2 ulx) =x3
v(x) =In(x? + 1) v'(x) = 2=
x2+1
4
[P 3x? (e + Dx = [ InG2 + DI - [0 2 d

x4

£ 2
I faut alors decomposer —
x“+1
2x* parx? +1

en éléments simples, pour cela il faut faire une division euclidienne de

2x* x*>+1
2x* + 2x? 2x%2 -2
—2x?
—2x% -2
2

Donc
2x*=(x*+1)(2x%2-2) +2
Ce qui entraine que

=2x* -2+
x2+1 x x24+1

Par conséquent
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i i )
I; = f 3x%2In(x? + 1) dx = [x3In(x? + 1)]2)/§ - f <2x2 -2+ )dx
0 0 x“+1

3 2 2 V3
=(V3)'In ((\/g) + 1) - [§x3 —2x +2 arctan(x)]
= 3V31n(4) — (z (\/§)3 —2V3+2 arctan(\/g))
= 6\/_ln(2)—(2\/_ 2V3 + 2 x ) = 6\/—ln(2)——

Allez a : Exercice 26

Correction exercice 27.
> 22 o est de la forme (u((;gz, cela serait maladroit de décomposer cette fraction en éléments simple
ux

(mais c’est possible)
2x —
_— = 2 _ =2 = — 2 _ -1 =
f(xz —1y7 f2x(x D7?dx=—-(? - 1D+ K=—5—+K

G(x) = f( 5 ln(x) dx = [ 2__111n(x)] —jﬁdx

-1
=2 1ln(x) +

1
fx(x - Dx+1) dx
1 a b c

=—+——+
x(x—Dkx+1) x x—1 x+1

Je multiplie par x, puisx = 0

= [(x - 1)1(x n 1)]96=0 =1

Je multiplie par x — 1, puisx = 1

b1 1
__x(x+1)_x=0_2
Je multiplie par x + 1, puis x = —1
1 1 1
c=|——< ==
x(x — DI, _,
" , 3 1
_l. 2 2
x(x—1Dkx+1) x x—-1 x+1
1
- 2 2
= ] _—
G(x) = n(x)+] x+x—1+x+1 dx

1 In(x) 1||+11| 1|+11| +1|+K
2_11’1.96 n|x an an

In(x) — In(x) + %ln(x -1+ %ln(x +1)+K

X 1
= Z 2 _
o 1ln(x) + 2ln(x 1)+K

Allez a : Exercice 27

Correction exercice 28.
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1] o )2 arctan(x) dx

u()_(+1)2_(x+1)"2 u(x)—_(x"'l)l:_ﬁ
v(x) = arctan(x) v'(x) = 2+1

f( oy arctan(x) dx = [——arctan(x)] fm X x21+1 dx

1 1 1
fmarctan(x) dx = [_x 1 arctan(x)] fx 1 x2 1 dx
Or il existe a, b et c réels tels que

1 1 a bx + c
X = +
x+1 x241 x+1 x2+1
On multiplie par x + 1, puisx = —1

_ [ _1
Szl 2
On multiplie par x? + 1, puis x = i

bi 4 [ _ 1 _1—i
T vl T 2

1 1
Doncbh = —=etc =-.

2 2
Par conséquent

f(x_l_;l)zarctan(x) dx = —

1 1 1 X 1
=—x_l_1arctan(x)+§ln|x+1|+§(J—xz_l_1 dx+jx2+1dx>

1 1 1 1
— - 1 _= 2
=771 arctan(x) + > In|x + 1| + 2( > In(x*+1) + arctan(x)) + K

1 1 1 —x+1
1arctan(x)+§f(x_|_1+ x2+1)dx

1 1 1 1
— _ _ _ 2 -
=711 arctan(x) + > In|x + 1] 4ln(x +1)+ > arctan(x) + K
Allez a : Exercice 28

Correction exercice 29.
1. Dans cet exemple il ne faut pas calculer dt, mais il faut trouver x en fonction de t :

t=2+xotbt=2+xox=t°—-2=dx =6t3dt
D’autre part

1 1 1 1
V2+x=0Q+x)3=01)3=t2 et V2+x=0Q+x)2=(t8)2=1¢3

1 6t3
Fi(x) = f - dx = f S 6t3dt = f dt
V2ZHx+32+x t3+t t+1
La division euclidienne de t3 part + 1 donne t3 = (¢ + 1)(¢2 —t + 1) — 1

t+DE2-t+1) -1 f 1
F =6 dt =6 (tz—t 1——)dt
1(0) t+1 e
=2t3—-3t2+6t—Injt+1|+K
=2¥2+x —3%Y2Fx +6t—n|VZFx+1|+K
=2V2+x-3V2+x+6t—In|V2+x+1|+K
Allez a : Exercice 29
2.
x—1
5 =th(u) © x = 2th(u) + 1 = dx = 2(1 — th?(u))du
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2(1 — th?(w))
16(th?(w) — )2 Y

F,(x) (1 -th(w)du = f

~ 1 e 1
= f (G-D2—az ™~ f (@ th@)Z - 2 °

1 1—th2(u)d_1f 1 d_lf 200 d
=8) Gomza)2 ™ ~8) Tomeay ™ T g hwau
a2 _ _shz(u)_chz(u)—shz(u)_ 1
Carl1—th*(u) =1 hZ() . chZ(m)  chZ(u)
1 [ /e% + e ™\2 1 1 [e?¥ e 2u
F —— - - N 2u 2 -2u - [ — 2u — K
() 8]( 5 ) du 32j(e +2 4 e ?)du 32<2+u 2>+

\ . . 1
Il reste a remplacer u par sa valeur en fonction de x, soit u = argth (xT)

Pour x €] — 1,3], XT_l €] — 1,1[ et si on pose t = ’“2;1

1 1+ty 1 [(1+— 1 /x+1
u=argth(t) =Eln(1_t)=§1n —x—1 =Eln( )

Donc

_x+1 . 1 _3—x
T x—-3 et ¢ T ev x 41

eZu

Finalement

F()—1Xx+1+1><l <x+1> 1X3—x
2 T % =332 3% Ter T x+ 1
1 (x+1)?-GB-x?% 1 x+1
=— X +—><ln( )
64" GB-n)x+1) @32
_ 1>< 8x — 8 +1><1 (x+1)
64 B-nx+1 327 "3«
1 x—1 1 <x+1)

3 B0+ 32

Remarque :

On aurait pu decomposer la fraction rationnelle ! = L en éléments simples.
(x-1)2-4)2 ~ (x—3)2(x+1)?

Allez a : Exercice 29

3. Onposet = arcsin(x) © x = sin(t) = dx = cos(t) dt

F;(x) = f t? cos(t) dt

A I’aide d’une intégration

F3(x) = [ t?cos(t) dt

u'(t) = cos(t) u(t) = sin(t)
v(t) = t? v'(t) =2t
F3(x) = [t?sin(t)] — [ 2t sin(t) dt

F3(x) = t? sin(t) — 2 f tsin(t) dt

A I’aide d’une deuxiéme intégration par partie

[ tsin(t) dt

u'(t) = sin(t) u(t) = —cos(t)
v(t) =t v'(t)=1

[ tsin(t) dt = [~tcos(t)] — [(— cos(t))dt

ft sin(t) dt = [—tcos(t)] — f(— cos(t))dt = —tcos(t) + sin(t) + K

Donc
F3(x) = t?sin(t) — 2(—tcos(t) + sin(t)) + K = (¢? — 2) sin(t) + 2t cos(t) + K
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= ((arcsin(x))? — 2)x + 2 arcsin(x) cos(arcsin(x)) + K

= ((arcsin(x))? — 2)x + 2 arcsin(x)/1 —x2 + K
Allez a : Exercice 29

4.

F(x) = szx/ 1+ x3dx = %j V1 + x3(3x%dx)

Onposet =1+ x3 & dt = 3x%dx

1 1 1 1 2 3 2 3 2
F4(x)=§f\/fdt=§ft5dt=§><§xtf+l{=6(1+x3)5+1{26(1+x3) 1+x3+K

Allez a : Exercice 29

Correction exercice 30.
1. On décompose en éléments simple

22 _ -1+l 2 2 ! 1
t2—1 ~ t2—-1 t2 -1 t-D+1) t—1 t+1
1 1
F(t) = (2 ———)dt=2t In|t—1|—In|t+ 1|+ K
©=[(+ -5 +lnle— 1] = Inle + 1] +

t=VeX+l1letl=e*+loef=t’—-1ox=n(t?*-1)
Ce qui entraine que
2t

t2 -1

dx = dt

Par conséquent

2t t?
G(x)—ftxtz 1dt—21t2—_1dt—2t+ln|t—1|—ln|t+1|+K

=2Ve*+1+In|Ve*+1-1|—In|ve* + 1+ 1| +K

Allez a : Exercice 30

Correction exercice 31.
1. Onposet=vx—1eot?=x—1ox=t2+1>dx = 2tdt

F()_j dx _j 2tdt _ZJ t dt—ZJ t ”
= ) Vet Je+1+t “lere+1 T ( 1)2+

Onposeu=t+%@t=u—%:>dt=du

> 4

u—s 2u 1
fuz_l_(ﬁ)Z fu2+§ fu2+<\/§>2

1<2+3)+2 t (2u>+l< 1(t2+t+1)+2 t (Zt_l
=Inlu — —arctan | — =In —arctan
4/ 3 V3 V3 V3
2 2Vx—1-1
=In(x—-1+vx—-1+4+1)+—arctan|——— |+ K
( ) V3 < V3 >
2 2Vx—1-1
=In(x+vVvx—1)+—arctan|———— |+ K
( ) V3 < V3 )

Allez a : Exercice 31
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2.
FZ(X)=J-x xchx+1=.f dx12 3=J = 2
SR I (T
_i dx
V3 xj(2x+1)2+1
V3
OnposetzZf/;(:»\/?t=2x+1@x:ﬁ;_lzdngdt

£ () f - dt f dt
2= \/—t 1\/1:2— V3t - DVtZ +1

On pose alors t = sh(u) = dt = ch(u) du, donc \/sh2(u) + 1 = ch(u)
F,(x) = 2 ch(u) du f
i (V3sh(u) — 1) ch(w) \/_sh(u) 1

On pose v = e* «:u—ln(v):du—‘i”

F, (x) zf zj du 2 2e” d
xX) = — = u
2 \/§sh(u) -1 \/g(eu —e™¥) 1 V3(e2# —1) — 2et
2
_ZJ v dv_4f dv _4]
V3w2-1)-2v v V3v2—2v—+3 3J) 2_2 4
V3
22, ines réelles : A = % 44 = 26— (£)
v N 1adeuxracmesreel|es.A—3+4—3—(\E)
2,4
V3 V3 _ 1 3
v, = 5 =V3 et v,= NE
vz—iv—1=(v—\/§)<v—i>
V3 V3
1 _ 1 _a 4 b
z 1 3 v—v3 3
v2—-—=v-1 (v—+3 (v——) v _N3
V3 ( ) V3 3
1 3 V3
a = =— —
| T 2
31,3
1 3
NRugpe
v— _
s
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A V3 V3 3
2 2
F,(x =—f — 2(Inlv —=V3| =1n v——) + K
W=F/\ 2w s (I 3] - 3
V3
e —+/3
=2(lne”—\/§— >+K—21n +K
| | NG 5
3
Ort=sh(u)(:>u=argsh(t)=ln(t+\/t2+1)ett=2f/§1
h(D) =1 2x+1+ <2x+1>2+1 l<2x+1+\/4x2+4x+4>
u = args =1n = In
i V3 V3 V3 V3
<2\/x2+x+1+2x+1>
=1In
V3
Donc
Lo 2VxfP+x+14+2x+1
ol —
V3
( 2Vx24+x+1+2x+1 3 2Vx2+x+1+2x—-2
Ieu \/§_ —_——_—=
. ] V3 V3 V3
| . \/§ 2VxZ+x+1+2x+1 1 2VxZ+x+1+2x
L ¢ B
V3 V3 V3
Finalement

2Vx2+x+1+2x—2

V3 2Vx2+x+1+2x—2
F,(x) =2In +K=2In
2Vx2+x+1+42x 2Vx2+x+ 14 2x
V3

Allez a : Exercice 31

Vok \/9(1+(—)>

2 3 3
Onposet=?x=>x=5t=»dx=5dt

3
F()_J 2° x3d—f ‘ dt—3 1+t2+K—3 1+<2x)2+1<
T ) vire 2t T Ty 4 4 3
3 1
= —X— 2 - — 2
7 X3VIH At + K =oV9+4x? + K

Allez a : Exercice 31

4. Surl,—4x*+4x+1>0
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x+1 x+1 x+1
F,(x) = dx=f dx=f dx
V—4x2 + 4x + 1 1 2
~4(x2-x-3) af(e-dy -2
2 4
x+1 x+1 x+1
f dxzf dxzf dx
3—-4 x—— _4(, LY 2x — 1)
\/ j?’(l 3(x 2)) @\/1_< 73 )
Onposet—Tc»\/—t—Zx—lﬁ */_;+1:>dx:*/7§dt
\/_t+
F,(x) = +1\/_dt \/gt-l_gdt \/gf dt + . dt
X —_— = — —
IR m 2 Vi—ez 4l vi—e 4lvi—e
V3 3 V3 2x —1\* 3 2x — 1
_ NS /= 3 . _ V3L S .
4\/1 t +4arcsm(t)+K 2 1 < NG ) +4arcsm( NG )+K
= e T a1+ S ares <2x_1)+1(
=-3 X X 7 aresin NG
Allez a : Exercice 31
5. Surl,—4x2+12x—5>0
8x —3 8x — 3 8x —3
Fs(x) = f dx = dx
V—4x2 +12x — 5 \/ x2_3x+§) 3.2
) —4((x—§) —1>
8x —3 8x —3 1 8x —3
f dxzf dx=zf de
__ 312 (3
\/ (x j4(1—(x—7)> 1-(x-3)
Onposet=x—§<=x=t+§=>dx=dt
3
1 8(t+§)—3 8t+9 t 1
F5(x)=—f— ———dt=38 dt +9 dt
2] vi-e Vi-o? Vi-t? Vi-o?

Allez a : Exercice 31

’ 3\ 2
—8y1—t?+9arcsin(t) + K = —8 1—(x—5> +9arcsin<x—2

5 3
—8\/4 (—xz + 3x—Z> +9arcsin(x—z) +K

3
—8/—4x2 4+ 12x — 5 + 9 arcsin (x — E) + K

3
2)+K

6. Onpose x = ch(t) = dx = sh(t) dtavec t > 0, VxZ — 1 = ,/ch2(t) — 1 = /sh2(t) = sh(t)
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et —e~t\? et —2+e %
Fg(x) =f xz—ldx:fsh(t) sh(t) dt = fshz(t) dt:f(T) dtzf 2
1 1/1 1
- 2t _ -2t — (2,2t _ 9 _— -2t
—4j(e 2+ e “N)dt 8(26 2t S€ )+K
_ 1 2argch(x) —largch(t)+ie Zargch(x)_l_K
16 4 16
Mais on peut trouver une forme plus agréable
1/1 1 1 1 1
(=2t _ —Ze2) = (g2t — g2ty _ _ =_ t -t t_ -t
8(26 2t 2e ) 16(e ) 4t (e +e et —e™)
1 1 1
=E><2ch(t)XZSh(t)——t——ch(t)sh(t)——t——ch(t)w/ hz(t)—l——t
1 1
= Zx\/xz -1- Zargch(x)
Donc
1 1
Fg(x) = Zx\/xz -1- Zargch(x) +K
Allez a : Exercice 31
7. Onposet =+x © x =t? = dx = 2tdt
xVx t2t
F7(x)_fx2—5x+4dx_ft4—5t2+4dt_ft4—5t2+4 ‘
—5t2+4=(1 -Dt? -1 =(t-2)t+2)(t—-1D(t+ 1)
t3 t3 a b c d
+ + +
45244 (t—2)(t+2)(t—1)(t+1) t—2 t+2 t-— t+1
“TlerdE-De+D|_,  ax1x3"
b = = —8 =
E=DE-DE+D],__, —4x(=3)x(-1)
— — 1 —
-2 +2)E+ )], (Dx3x2
i t3 B 1 1
-2+ -], (=3)x1x(=2) 6
2 2 1 1
t t* __3 3 6 6
t*—5t24+4 (-2t +2)t—-D(E+1) t—-2 t+2 — +
2 2 1 1
— 3 3 6 6
F7(x)_f -2 t+271-1 141 dt

3

P i B 1 Lank) Jr
—3 ™"\t + 2| "+

\/‘2‘
MVE T2

Allez a : Exercice 31

1-t
8. Onposeu = [—
1+t
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= —In|t — 2| —§ln|t + 2| +gln|t —1] ——lnlt + 1|+

+—1nln

Vx—1
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1—-t 1—-t
u= —(:)uzz—(:)uz(1+t)—1—t(:>u +tul=1-toetu*+t=1-u?
1+t 1+t
1—u?
stw+)=1-uv’ot=
(u“+1) u 1
Donc
—2u(u?+1) —2u(1l —u? —4u
dt = = du
(u? +1)2 (u? +1)2
D’autre part
1—-u? uwW+1-(01-u?» 2u?
1-t=1- = =

uz+1 u?+1 Cu?+41
Par conséquent

F(t)—f ! 1_talt—f ! X u X — du = Zf du —2arctan(u) + K
8 ) 1-t 1+t 2u? u (u? + 1)2 u= u2+1 arctan(u
uz+1

1-—t¢
= —2 arctan — |+ K
1+t

Allez a : Exercice 31

Correction exercice 32.
On pose

t—\/ —xet’=1l-xox=1—-t*>=dx =-2tdt

F()—f dt = zf dt— th-l_l_ld = 2[(1 1 )dt
*) = 1+t t+1 B t+1

=—2t+21n(t+1)+1(——2\/1—x+21n(\/1—x+1)+K
Allez a : Exercice 32

Correction exercice 33.
1. Il existe a, b et c réels tels que
1 _a b c
2x-D x 2 x-1
On multiplie par x?2, puis x = 0

b ] =

-[a] =1
€= x2x=1_

O=a+c=>a=-1

On multiplie par x — 1, puisx = 1

On multiplie par x, puis x = +o
Par conséquent

f d —f(_1+1+ ~)dx = ~Injxl =< +Inx ~ 1/ 4 K
x2(x—1) x | xZ x—p)tT T
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t t
x= [—er=—eorx(t+t)=tox’t+tr’*=teox’t-t=—x*eotx*-1) = —x?
t+1 t+1
ore—X
T x2-1
On en déduit que
—2x(x? —1) — (—x*)(2x) —2x3 + 2x + 2x3 2x
dt = dx = X =-—-—"dx
2 - 12 2 - 12 CEL
1 ~ 1 ~ x*—1
t £\ —x? (—xz ) N 2(—x2+x2—1) e
t(t+1)< t-l-_l_t-i-—1> x2 —1 x2_1+1 (x —x?) X x2 —1 (x —x?)
B (x2_1)2 _(x2_1)2_ (x2_1)2
Tx2(x—x2) x3(1-x)  x3(x—-1)

Par conséquent

1 (x2_1)2 2x 1 1
90 =_E.[-x3(x—1)(x2—1)2dx=_Jxz(x—l)dx= _sz(x_l)dx

1 t t+1 t
=lIn|lx|+——Injlx—1|+ K =1n + —In| |[——-1|+K
X t+1 t t+1

Allez a : Exercice 33

Correction exercice 34.
1.

Fi(x) = f(jc(tz + 1) arctan(t) dt
u't)=t?>+1 u(t)=§+t
v(t) = arctan(t) v'(t) = 1+1t2

F1(x) = [§(t* + 1 arctan(t) dt = [(f + t) arctan(t)]x _ xbw
: : ’ 0 s 1+t2

t3
x?-l-t

1+t2dt

F(x) = Jox(t2 + 1) arctan(t) dt = [(g +t ) arctan(t)l0 - jo

B x3+ tan(x) 1fxt3+3tdt
= 3 X Jarctan(x 30 t2+1

t3+t . . . . 1 .
7, estune fraction rationnelle, il faut la décomposer en élément simple, pour cela on commence par

faire une division euclidienne

t3+3t |t?+1
t3+t t
2t
Donc t3 + 3t = (t2 + 1)t + 2t, d’ou I’on déduit que
t3+3t (t2+1Dt+2t 2t
2yl 2+1  tteia

Par conséquent
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X xz
= 7 + ln(x2 +1)
0

fxt3+3tdt—fx(t+ 2t )dt— t2+1 (t?+1)
o 241, e+ 2"
x3 x?
Fl(x)=<?+x>arctan(x)—7—ln(x2+1)

Allez a : Exercice 34

F,(x) = fx(t + 1) arcsin(t) dt
0

f:(t + 1) arcsin(t) dt
u'@)=t+1 o —Ere
2
t) = in(t / _ 1
v(t) = arcsin(t) v =L
x . _ t2 . X 2,
J, (t + D arcsin(t) dt = [(? + t) arcsm(t)]0 — fo il L g
t2
X ot

F,(x) = J (t + 1) arcsin(t) dt = [( 5 + t) arcsm(t)l f Negurs> dt

2

X ot
(2 +x> arcsin(x) — f m
On fait le changement de variable t = sin(u) © u = arcsin(t)
t=0=u=arcsin(0) =0
t = x = u = arcsin(x)
dt = cos(u) du
sin?(u) sin?(u)

2 02
t2 +t sz(u) + sin(u) s+ sin(u) ——+ sin(u)

Vi—e2 V1 —sin?(u) - \J cos?(u) - |cos(w)

Mais comme u = arcsin(t) € [_%'ﬂ’ cos(u) > 0 etalors |cos(u)| = cos(u)

in2
x > + t arcsin(x) Slnz(u) + sin(u) arcsin(x) /qin2 ()
du = + si d
S erid) o= | ( 2 Sm(u)> ’
1 arcsin(x) arcsin(x)
= Ef sin?(uw) du +f sin(w) du
0 0
Pour la premiére intégrale il faut utiliser la formule sin?(u) = —1_C°,:(2u)
t2 ,
x 7+ t it = 1 raresin(®) q _ COS(Zu)d arcsin(x)
——de=3 | —— —du+[-cos@)]g
0o VI—
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arcsin(x)

1 1 .
= [u — Esm(zu)]o cos(arcsin(x)) + 1

= %(arcsin(x) — %sin(Z arcsin(x))) — cos(arcsin(x)) + 1

1 1
=3 (arcsin(x) —3 X 2 sin(arcsin(x)) cos(arcsin(x))) —J1-x2+4+1

1 1
=Zarcsin(x)—zx\/1—x2 —\/l—x2 +1

1 1
=Zarcsin(x)—zx\/1—x2 —\/1—x2 +1

Car
cos(arcsin(x)) =1 — x2
sin(2a) = 2 sin(a) cos(a)
arcsin(sin(x)) = x
Finalement

x? 1 1
F,(x) = <? + x) arcsin(x) — Zarcsin(x) + Zx\/l —x% + \/1 —x%2-1

Allez a : Exercice 34
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