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Introduction

Le lecteur trouvera ici les énoncés et corrigés des exercices proposés dans
"Probabilités pour I'ingénieur, des fondements aux calculs"

Certains des énoncés ci-dessous ont été modifiés par rapport a ceux de 'ouvrage
pour introduire quelques précisions ou, plus simplement, corriger quelques erreurs.

Nous conseillons au lecteur de consulter ce livret d’énoncés et de corrigés régu-
lierement car nous proposerons de nouveaux exercices. Nous envisageons notam-
ment quelques exercices ou problémes o1 les calculs seront suivis de programma-
tions Matlab permettant de vérifier la validité des résultats trouvés par le lecteur.

Que les lecteurs intéressés n'hésitent pas a nous contacter pour nous faire part
de leurs suggestions aux adresses électroniques :

Dominique.Pastor@telecom-bretagne.eu

et
Christophe.Sintes@telecom-bretagne.eu

Nous suggérons a nos éventuels correspondants de débuter le sujet de leur cour-
riel par 'abbréviation PPI (probabilités pour I'ingénieur), ce qui nous permettra de
mieux identifier la nature de leur courriel.






Chapitre 1

Aléatoire et formalisme

EXERCICE 1.1.— [Convergences monotone et dominée]

La convergence monotone peut s’énoncer pour toute suite croissante d’applications
nmériques positives ou nulles, sans préciser la fonction vers laquelle cette suite
converge. En effet, si (fi) xen €5t une suite croissante d’applications numériques me-
surables positives ou nulles, alors la limite de la suite (f};(x)),en existe dans |0, 00]
pour tout x € R. Les notions de mesurabilité et d'intégrale s’étendent sans réelle dif-
ficulté au cas des fonctions positives ou nulles a valeurs dans [0,o0]. La conclusion
du théoréme de convergence monotone est alors inchangée : f = lim,, f,, est mesu-

rable et :
limf fkd)L:/fd)L
k Jr R

Il faut utiliser cet énoncé plus général de la convergence monotone pour répondre
aux questions suivantes.

1. Soit (g,)nen une suite d’applications numériques mesurables a valeurs dans

() o0
[0,00[. Montrer que/ Y gndx=) | gu(x)dx.
Rp=1 n=1JR

2. Soit (f;;) nen une suite d’applications numériques mesurables. On suppose que
o0

Z f | fn(x)|dx < co. On pose ¢(x) = | fn(x)| € [0,00] pour tout x € R.
n=1JR

n=1

(a) Montrer que f ¢(x)dx < oo.
R

(b) En admettant que toute application intégrable est finie presque partout,
o0

déduire de la question précédente que Z fn(x) converge pour presque
n=1

tout réel x et que i |f(x)|dx < co avec f(x) = )_ fn(x) en tout point x
n=1
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ol cette série converge et f(x) = 0 (par exemple) en x ol la série ) f;,
diverge.

(c) Montrer que [ fx)dx =) | fa(x)dx. Ce résultat est [RUD 87, Theo-
R n=1JR
rem 1.38, p. 29] dans le cas réel.

Solution

1) On pose Gy = Zﬁ;’zl gx pour tout N € N. Pour tout N € N, Gy est mesurable en tant
que somme finie d’applications mesurables. De plus, pour tout N € N, Gy = 0. Nous
sommes dans les conditions de la convergence monotone et donc: limy [ Gy (x)dx =
fR limpy Gy (x)dx. D’ou le résultat, car :

N
fRGN(x)dxz > Rgn(x)dx

n=1
et
(o)
limfG (x)dx = (x)dx
N Jr N ’;1 [Rgn

2a) Par application de la question précédente, nous avons :

ngb(x)dxz > le(x)ldx<oo

n=1

2b) Comme [ p(x)dx < oo, ¢ est finie presque partout. Il s’ensuit que pour presque
tout x, la série ) f,,(x) est absolument convergente et donc convergente. En tout
point x ol cette série est absolument convergente, |f(x)| < ¢(x) et pour tout réel
x ol la série ) f,,(x) diverge, f(x) = 0. Comme ¢ est intégrable, f est elle-aussi in-
tégrable. Il suffit méme de dire que f est majorée presque partout par la fonction
intégrable ¢ — sans méme avoir a préciser une quelconque valeur pour f la ot elle
n’est pas majorée par ¢) — pour garantir que f est intégrable.

3) Nous avons |Z],:]=1 fal < ¢ etlim, ):Invzlfn = f (presque partout). Nous sommes
donc dans les conditions de la convergence dominée dans un cas plus général que
celui considéré dans I"énoncé du livre puisque nous avons ici une convergence pres-
que partout au lieu d’'une convergence partout. Mais cela ne change en rien les
conclusions du théoreme : on peut se contenter d’'inégalités et d’égalités vraies pres-
que partout dans les énoncés de la convergence montone et dominée sans que cela
n'empéche d’intervertir I'intégrale et la limite. Le résultat est donc une conséquence
de la convergence dominée.

Le lecteur attentif le remarquera peut-étre : nous n’avons en fait pas besoin de
la question précédente pour garantir I'intégrabilité de f car cette intégrabilité est
directement garantie par la convergence dominée!

Les 3 exercices suivants sont des adaptations d’énoncés que le lecteur trouvera
dans [KHA 94].
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EXERCICE 1.2.— [Application de la convergence dominée]

Soient a > 1, un borélien A inclus dans [0,00] et une application numérique f inté-

grable sur A: f | f(x)|dx < co. Montrer que lim f w =0.
A n Jal+ndx@

Indication : justifier et utiliser le fait que, pour tout x € [0,00[, x < x% + 1.

Solution

Sixe[0,1],onax<l<l+x%carx?=0.Six>1, x<x%<x%+1.Donc, pour tout
x € [0,00[, x < x*+ 1. Nous déduisons de cette inégalité que —2— < 1. Aussi, nous

n4x4+1
avons l'inégalité : [14(x) 1n+xr{[fﬁl| =Ta(x) ’l‘f‘,{jﬁ' < |f(x)| puisque A c [0,00[. Comme
est intégrable, la suite de fonctions (f;;) nen avec f(x) =1 A(x)La(xL est dominée
g 1+n%x

par la fonction intégrable f. De plus, pour tout x € R, lim,, 14(x) % =0.D’oule
résultat par application de la convergence dominée.

EXERCICE 1.3.— [Application de la convergence dominée]
Soit a €]0, 1],

1. Montrer que e~ x40 1 egt intégrable sur [0,00[;

2. Montrer que 1+ x < e* pour tout x e R;

3. Montrer que pour tout x € [0, 00, 11}1111 (1- %)" =e™%;

n x\n o)
4. En déduire que limf (1— —) xa_ldx:f e x4 dyx.
nJo n 0

Solution

1) Soit f(x) = e *x41 définie pour tout x €]0,00[. Comme f(x) = 0 pour tout x €
10,00, la valeur de l'intégrale fé’o f(x)dx existe dans [0,00]. On cherche a montrer
que cette intégrale est en fait finie.

Comme e~* < x*71, nous avons :

F0)To,13(x) < x4 0,1 (%)
Pour x =1, on a x* ! < 1. Nous avons donc aussi :
F ) T1,00 (%) < €7*11,00) ()

Il s’ensuit que :

s} 1 (o) 1 s}
f f(x)dx) =f f(x)dx+f f(x)dxsf x“_ldx+f e *dx (1.1
0 0 1 0 1

Le second terme du membre de droite dans I'inégalité précédente est évidemment
fini en raison des propriétés de 'exponentielle. On peut méme préciser la valeur de
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ce terme puisqu’une primitive de e™* est —e”*. Onadonc [{* e *dx =[-e | =1.
La premiere intégrale du membre de droite dans I'inégalité (1.1) est elle-aussi fi-
nie. Pour le montrer, on peut utiliser la proposition 4.15 du livre. A titre d’exemple,
nous allons faire ici une démonstration spécifique au cas considéré dans cet exer-
cice, sans passer par cette proposition, afin que le lecteur s’exerce a I'emploi de
la convergence monotone que nous allons employer. Soit la suite (g, (x)),en+ des
applications g, (x) = x“‘lﬂu/n,l] (x) pour x €]0, 1]. Pour tout x €]0, 1], cette suite est
croissante et li,r1n gn(x) = x* )9 1) (x). Par application de la convergence monotone,

1 1
f x* 'dx = lim x*dx (1.2)
0 n - Nin

Lapplication qui associe x4~ ! a tout x € [1/n,1] est continue et bornée sur [1/n,1].
Elle est donc intégrable sur [1/n,1]. D’autre part, une primitive de x%Lest (1/a)x®.
Cette primitive est dérivable en tout point de I'intervalle [1/7, 1]. Nous sommes dans
les conditions du théoreme fondamental du calcul intégrale (théoreme 4.10 du livre).

Nous obtenons donc :
1 ! 1 1
f ¥ ldx = :—(1——)
1/n 1n a n4

En reportant ce résultat dans (1.2) , nous obtenons :

1
—X
a

1 1 1 1
f x“‘ldx:lim—(l——a)z— (1.3)
0 noa n a
On adonc:
R 1
f fdx<s—+1 1.4)
0 a

ce qui garantit 'intégrabilité de f.

Avec un peu d’habitude, on peut aller beaucoup plus vite en passant vite sur
les détails que nous venons de donner. Mais nous avons voulu donner ces détails
pour montrer comment les différents résultats de la théorie s’articulent pour établir
I'intégrabilité de la fonction considérée.

2) Il y a plusieurs facons de procéder. La plus simple est de faire un dessin. Si I'on
veut absolument faire des calculs, une solution classique consiste a considérer la
fonction h(x) = e* — x — 1 définie pour tout réel x et a étudier le sens de variation de
h.Ona h'(x) = e*—1 =0 pour x = 0. On en déduit que h est croissante sur [0,00][.
cela implique que h(x) = h(0) pour tout x = 0 et comme /(0) = 0, nous obtenons le
résultat voulu.

nin(1-%)

x\n .
3) Nous avons (1 - —) =e . Pour n assez grand, nous pouvons écrire :
n

ln(l—f) =—%+%£(%)

n
_x+xelx/n
£( ),d’

x\n
avec ltir%s(t) =0.0Onadonc: (1 - ;) =e o1 le résultat.
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4) Soit la suite (f;,) ,en+ des applications f;, définies pour tout x € R par :

n
f) = (1= 2] 2 10 (0

Par la question 2, 1 — £ < e™*/" pour x = 0. Donc, pour x< n, (1-%)" <e™*.Ona
donc, pour tout € N*, f,(x) < (1 - £)" e™*1g, ) (x) < h(x) avec h(x) = €™ x% ) 001 (%).
Comme la fonction £ est intégrable en vertu de la question 1, la suite (f3;) nen+ st do-
minée par'application intégrable h. D’apres la question 3, 1a suite (f;,) e+ converge
simplement vers i. Nous sommes dans les conditions d’applications du théoreme
de la convergence dominée. D’ot le résultat.

EXERCICE 1.4.— [Une autre application de la convergence dominée]

Pour tout entier naturel € N* et tout réel x, on pose g,(x) = (1+ len)_(nﬂ)/z.

1. Pourquoil'intégrale ¢, = [ gn(x)dx existe-t-elle dans |0, co] et pourquoi peut-
on écrire que : ¢, =2 [3° gn(x)dx?

2. On va montrer que ¢, < oo pour tout entier n € N*.

)(n+1)/2

a) Montrer que pour tout réel x : (1+x?/n =>1+x%/2.

b) Montrer que 'application x e R — est intégrable.

1
1+x2/2
¢) Conclure que ¢, < oo pour tout n € N*,

3. Onveut calculer la limite de ¢, lorsque 7 tend vers I'infini.

a) Montrer que lirlzn gn(x) = e—lez .

b) Déterminer la limite de la suite c;, n € N*.
Solution

1) La valeur de l'intégrale ¢, = f gn(x)dx existe dans [0,00[ car g, = 0 et est mesu-
R
o0
rable. Comme g, est paire, onac, =2 f gn(x)dx.
0
2a) Onpose f, (1) =(1+£)% —1-£,1>0

n+1
2n

1+—
n

JHOE

t)"z1 1 1(n+1

n-1
t) 2
1+—) —1)
n

Commen=1lett=0,0ona(l+ %)”T_l > 1, ce qui implique que (1 + %)"T_l -1=0.
Donc f;,(t) = 0 pour ¢ € [0,00] et fj, est croissante sur [0,c0[. Comme f,(0) =0, on a
fn(®) = f(0) =0, ce qui implique le résultat.

2b)Ona: )
1 1 © 1
f = dx:f = dx+[ = dx
0 1+7 0 1+7 1 1+7
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L |
Lintégrale f = dx est finie car x — lxz est définie et continue sur [0, 1].
01

+? 1+7
o0 o0
=1. Doncf
1 1

dx < 0o. On a

o0 1
Pourx;l,%;i.Orf —dx =
1+ 1 X

£
1+5

X
donc:

© 1
f > dx <oco
0 1+%

Comme x —

. est paire, il s’ensuit que :
=

1
f >dx <oo
R1+ %

1

2

1
x2
2 2

xZ

2¢) gn(x) = (1+£)™% <

et 'application x —

est intégrable sur [0,00].

(0]
Donc f gn(x)dx < oo et ¢, est fini aussi.
0

n+1 x2 ) X2
3a)Ing,(x) = — In|{1+—|donclim,Ing,(x) = ~5 car
n

X2\ x%2 %% (x?

Infl+ —|=—+—0|—
n n o n \n
2

On en déduit que lim,, g, (x) = e~ 2 pour tout x € R.
1
3b) On sait que g, (x) < — qui est intégrable sur R. D’autre part, lim,, g,(x) =
+ Z
2
e pour tout x € R. Le théoreme de la convergence dominée s’applique. On en
déduit :

—x%/2

limcnzlim/ gn(x)dxzflimg(x)dx:f e_lezdx=\/2ﬂ
n n R R n R

La derniere égalité étant une conséquence de la condition de normalisation, on a:

1 x2
f ——e 2dx=1
R V271

pour la densité de probabilité gaussienne de moyenne nulle et de variance unitaire.

EXERCICE 1.5.— [sin(x)/x n’est pas intégrable]

(k+1)7 | gin x| 2
1. Montrer que pour tout k € N: X = .
kn X (k+Dn
2. En déduire que 'application x — sin(x)/x n’est pas intégrable.
. - N @sinx
3. Pourquoi peut-on garantir I'existence de I'intégrale | ——dx poura>n?
T X
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4. Alaide d'une intégration par parties, montrer 1'égalité :

a gy a
sinx cosa 1 COS X
—dx=a +ﬁ—+yf >—dx
x X a b/ T X

pour a > 7 et ol &, B et y sont trois constantes que I'on déterminera.

5. Déduire de ce qui précede que I'application x — sin(x)/x est semi-intégrable

dans le sens ot : )
i asinx
lim —dx <oo
a—oo 0 X

Solution
1) Faisons le changement de variable suivant t = x — k7 :

(kD7 | sin x| 7 |sin(x + k)| ™ |sin(x)] 7 sin(1)
/ dxzf —dxzf —dxz/ dx
- X 0 X+ kn 0o X+km o t+kn

_r v
x+kn (k+Dn

(k+1)7 | gin x| 1 o 2
dx = sinxdx> —
ko X (k+1)m Jo (k+1)m

.sinx .., .
2) Si — était intégrable, alors on aurait :
x

f°° sinxd i f(k“)” sinxd
—dax = —dx
0 X k=0Ykn X

Pour x < 7, .Onadonc:

par application de la convergence monotone (cf. Exercice 1.1). Comme

f(k+1)n | sin x| 2
X =
km X (k+1n

| sin x|
dx =00

) [e0]
et que la série )

Z TSI diverge, on a f

0 X

sinx

2sinx . . . .
3) f —— dx existe dans R car est définie et continue sur 'intervalle [7, a].
][ x

4) Lintégration par partiedonnea ==y =1.

cosa CcoS X L . a
=0 et ——Tjz,00( (%) est intégrable. Donc limg—.oo f
X b4

dx existe

i sinx
5) limg— oo
X

T

. inx N
dans R. Nous avons ausmf ——dx < oo. D’ol1 le résultat.
0o X

EXERCICE 1.6.— [Fubini ne marche pas toujours]
2_ .2

xX"=Yy
W pour x, y € [0,1].

Soit la fonction a deux variables définie par f(x, y) = 2
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1. Montrer que 6( X )——f(x )
' 91€ 5% x2+y2) v

1/ pl 1/ pl
2. Calculerf (f fx, y)dx) dy etf (f flx, y)dy) dx.
o \Jo o \Jo

3. En déduire que f n’est pas intégrable dans R

Solution
o} x +y?-2x x*-y?
1 L = = — - — , A
JOna Gx(x2+y2) x2+y? X2+ y2 fxy)
2) Nous ouvonsécrire'flf(x )dx——f1 0 ( al =- ad 1—_ !
p . 0 Y - 0 ox x2+y2 x2+y2 o 1+y2.
On en déduit :
1 1 1 1
(x, )dx)d = —f d
L (fo [y Y 0 1+y2 J

/4 1 1
= - f —————df
o 1l+tan?0 cos26
[Avec le changement de variable y = tan(0)]

/4
T
= —| do=-=
0 4

D’autre part,ona:

1 1 a y
fof(x,y)dJ/—fo a(m dy

Par un calcul analogue au précédent, on en déduit I’égalité :

1/ p1 1 P
fo(fo f(x,y)dy)dx:fo x2+1dx:Z

3) f nest pas intégrable sur R?, car si f I'était alors le théoréme de Fubini s’applique-
rait et on pourrait changer I'ordre d’intégration sans changer la valeur du résultat.

Lo
0 X241

y
X2+ y2

EXERCICE 1.7.— [Théoréme de Scheffé]
Lobijet de cet exercice est de démontrer le théoréme de Scheffé suivant :

Si (fn) nen est une suite de densités de probabilité et f une densité de probabilité telle
quelim,, f,,(x) = f(x) pour presque tout réel x, alorslim, F, (x) = F(x) pour tout x € R,
ot IF,, est la fonction de répartition associée a f, et[F, la fonction de répartition asso-
ciée f.

Démonstration : soit une suite (f},) ,en de densités de probabilité et f est une den-
sité de probabilité telle que li,rln fn=f (p.p) ol A estla mesure de Lebesgue sur R.
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1. Montrer quef(f—fn)+d/l:‘/(f—fn)fditz %[If—fnldl;
2. Montrer que li}ln(f—fn)Jr =0A-p.p.etque0< (f—f)"(x) < f(x) entout x e R
et en déduire la valeur de li’r1n f (f-fda;

3. Déduire des questions précédentes que pour tout x € R, nlirn Fn(x) =F(x).
—00

Solution

1) f et f,, sont intégrables donc f — f;, est intégrable. Etant donné que f et f;, sont
des densités, alors f fx)dx= f fn(x)dx, donc f (f(x) = fa(x))dx =0.
R R R

2)Ona:

[ (- fuw)ax= [ (7= )" code= [ (£- ) o
R R R
Orf(f(x)—fn(x))dxzo. Donc:fR(f—fnﬁ(x)dx:fR(f—fn)‘(x)dxet

fRIf(x)—fn(x)ldx=fR(f—fn)+(x)dx+fR(f—fn)‘(x)dx=2/R(f(x)—fn(x)fdx

3) Comme (f - fu)* = (f = fidVip-f,=0 on a |f = ful* < |f — ful. Par hypothese,
fn(x) — f(x) pour presque tout x € R. Donc lim,|f(x) — f,(x)|| = 0 pour presque
tout x € R, ce qui implique que lim,, (f — f;,)* (x) = 0 pour presque tout x € R.

Pour x € R tel que f(x) < fr(x), on a (f — f)*(x) = 0. Comme f est une den-
sité, on a f(x) = 0 et donc f(x) = (f — f)* (x). Si x € R est tel que f,(x) < f(x), on a
(f=f) T (x) = f(x)— fn(x) < f(x) car f,(x) = 0. Au final, on obtient (f— f;,)* (x) < f(x)
pour tout x € R.

Puisque lirlln(f — fu)* (x) pour presque tout x e Ret que 0 < (f — f,,)* < f partout
(preque partout aurait suffit), le théoréme de la convergence dominée implique que

lim,,f(f—fn)+dx=0.
R

X

X X
4)F(x)-Fp(x) :f f(x)dx—f fn(x)dx:/ (f— fn) (x)dx. Cette égalité implique

que |F(x) —Fp,(x)] sf |f(x0) = fu(x)|dx s[ | f(x) = fu(x)|dx. D’apres la question 2,
—00 R

onaalors: |F(x) —F,(x)| < 2[ (fxo) - fn(x))+ dx. D’apres la question 3,
R

lim/ (f0) = fu(x) dx =0
noJr

D’ou1 le résultat.
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EXERCICE 1.8.— [Laréciproque du théoréme de Scheffé est fausse]

Pour tout n € N, on définit :

| 1-cosmnx) pour 0<sx<l1
falx) = { 0 ailleurs

1. Vérifier que f;, est une densité de probabilité.
2. Pour tout n € N, calculer la fonction de répartition [, associée a f;,.

3. Montrer que pour tout x € R, F,(x) tend vers la fonction de répartition de la
loi uniforme sur [0, 1].

4. Pour x € R, est-ce que f;,(x) converge lorsque n tend vers 'infini ? Conclure.

Solution

1) Soit fi,(x) = (1 —cos(2nnx))Tj,1(x). Nous avons :

1 1
f fn(x)dx =f (1-cos(2mnx))dx =1 —f cos2rnx)dx=1- L[sin(Znnx)](l] =1
R 0 0 2nn

2) Pour x <0, F,(x) =0. Pour x € [0, 1],
X X 1
F;(x) :f (1-cos(rnt))dt = x—f cos(2ant)dt = x— ——sin(2nnx)
0 0 2nn

etpourx=1,[F,(x)=1.

3)Ona:
0 six<O
lim F,(x)=<X x sixel0,1]
n—o0 .
1 six=1

D’ou1 le résultat.

4) Lorsque n tend vers I'infini, f,;(x) ne converge pas a cause de la fonction cos(2wnx)
alors que la suite des fonctions de répartition (F,),en converge vers la fonction de
répartition de la loi uniforme. Ainsi la réciproque du théoreme de Scheffé n’est pas
vraie.

EXERCICE 1.9.— [Expression ensembliste des événements]

Soient un espace probabilisable (2, 98). Soit A, B, et C trois événements quelconques
de %8. Déterminer les ensembles mesurables de 98 qui permettent d’exprimer les
propositions ou événements suivants :

1. Le résultat w de I'expérience est dans A mais n’est ni dans B ni dans C.

2. Le résultat w de 'expérience est dans deux et seulement deux des ensembles
A, BetC.

3. Lerésultat w de I'expérience est au plus dans deux des ensembles A, B et C.
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Solution

1) Si on considere I'événement A uniquement ce la signifie que B et C ne se sont pas
produit donc on écrit An B¢ n C°.

2) Si 2 événements au plus, cela signifie exactement que un ou deux événements se
produisent. L'événement cherché est :

((ANB*NCYYUBNANCYYU(CNB N A®)) [pour un événement]

U
((ANBNCHU(CNBNAYU(ANCNBY)) [pour deux événements]

3) D’apres la question précédente, I'événement cherché est :

((ANBNCHYU(CNBNAYYU(ANCNBY)

EXERCICE 1.10.— [Modeles probabilistes discrets et dénombrement]
On consideére le jeu de bridge. Le jeu contient 52 cartes et chaque joueur recoit 13
cartes (une main).
1. Combien de mains différentes peut recevoir un joueur ?
Probabilité qu’il recoive un as exactement ?
Probabilité qu’il recoive au moins un as ?

Probabilité qu'il regoive au moins un as ou un roi, le “ou” n’étant pas exclusif ?

o W

Probabilité qu’il lui manque au moins une couleur ?

Solution

1) Le nombre de main différentes que peut recevoir un joueur correspond au nombre
de parties de cardinal 13 qui existe dans Q = aux 52 cartes du jeu, soit Cg

2) Lévénement d’avoir exactement un as dans une main de 13 cartes correspond
a tirer un as parmi les 4 disponibles et tirer 12 cartes parmi toutes les cartes dis-
ponibles moins celles correspondant aux 4 as. Autrement dit il existe C}lCig mains
possibles soit une probabilité de P = CiC}lg/ Cég

3) La probabilité d’avoir un as est associé aux événements d’avoir un ou plusieurs as
(c’est dire un as uniquement ou 2 as uniquement ou 3 as uniquement ou 4 as uni-
quement). On peut raisonner plus simplement en considérant’événement complé-
mentaire qui est de n’avoir aucun. Le nombre de mains associées a cet événement
est Cj3. Ainsi, la probabilité d’avoir au moins un as est P = 1 - C13/CL3.

4) La probabilité d’avoir au moins un as et/ou un roi pourrait se décomposer en trois
groupes d’événements : avoir au moins un as, ou au moins un roi, ou au moins un as
et au moins un roi. La difficulté de cette approche concerne le fait de comptabiliser
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plusieurs fois certains événements. Par exemple : avoir au moins un as n’exclut pas
le fait d’avoir un roi, etc. Ainsi, il est plus simple de considérer I'’événement complé-
mentaire : avoir une main ne comptant ni roi ni as. Le nombre de mains de la sorte
est le nombre de choix de 13 cartes parmi 52 — 4 — 4 = 44. Ce nombre de mains vaut
donc C}li. La probabilité cherchée vaut P =1 — Cfl/ C})g

5) La probabilité de n’avoir que 3 couleurs est simplement donnée par le choix de ne

tirer que 13 cartes parmi les 53 — 13 = 39 restantes, soit P = Cég /Cég.

EXERCICE 1.11.- [Le facteur tres fatigué]

Dans un immeuble, un facteur est chargé de distribuer dans p boites le courrier
constitué de N lettres, dont r; pour la boite i. On suppose N > p. Il le fait au hasard.
On suppose que N = Zle r; et que le facteur extirpe une a une chaque lettre du sac.

1. Modéliser I'expérience aléatoire.

. Probabilité que la premiere boite soit correctement remplie ?

. Probabilité qu’elle ne contienne aucune lettre des voisins ?

. Probabilité qu’elle contienne exactement k lettres (0 < k< N)?

gk W N

. Probabilité que chaque boite contienne au moins une lettre qui lui est desti-
née?

Solution

1) La distribution effectuée par le facteur est une application f: L — B de L dans B
ou L est'ensemble {¢1, 05,..., ¢} des N lettres a distribuer et B = {by, by, ..., by} est
I'ensemble des p boites. Lespace Q des états ou possibles est donc 'ensemble B~
des applications de L dans B. La tribu que I'on choisit pour modéliser cette expé-
rience aléatoire est I'ensemble des parties de Q). La mesure de probabilité de A c Q
est P(A) = cardA/cardQ. On a cardQ) = cardBL = cardB®4L = pV,

2) La boite 1 est correctement remplie si et seulement si I'application f est telle
que f(L;) = by ou L est 'ensemble des lettres a placer dans la boite b;. Le sous-
ensemble de Q concerné est donc F; = {f e BL: fLy) = bl}. Cet ensemble est iso-
morphe a { b} x (B {bl})(L\Ll), qui est le produit cartésien entre les applications de
Ly dans {b;} (iln'y en a qu'une) et'ensemble des applications de L\ L; dans B\ {b;}.
Le cardinal de F; est alors :

card ({by}1) x card (B\ (b1 ) F'EVY) = card ({by}™1) x card (B \ {by })card(N )

— 11’1 X(p—l)N_rl.

La probabilité cherchée est donc égale a (p — 1)V =""1/pN.

3) La boite b; ne contient aucune lettre des voisins si I'application f prend des va-
leurs quelconques sur L; et est telle que f(L\ L) = B\ {b;}. Le sous-ensemble de Q
concerné est donc

F={feBl: f(L1)=B&f(L\L)) =B\ {by}}.
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Cet ensemble est isomorphe a Bl x (B\ {bl})(L\Ll), qui est le produit cartésien entre
I'ensemble des applications de L; dans B\ {b;} et 'ensemble des applications de
L\ L; dans B\ {b;}. Le cardinal de F; est alors (p —1)N~"1p" :ily a p"* applications
de L, dans B et (p —1)N~"1 applications de L\ L; dans B\ {b,}. La probabilité cher-
chée est donc (p—1)N""1p"1/pN.

4 Ilya Cfv sous-ensembles de k lettres dans L avec k = 1,2,..., N. Une application
qui associe k lettres a la boite b; est une application qui associe tous les éléments
d’'un sous-ensemble A de k lettres a b; et dont la restriction a L\ A est une appli-
cation a valeurs dans B\ {b;}. Il y a C;“V(p — )N~k applications de cette forme. La
probabilité cherchée est donc CK (p - )N */pN.

5) Soit A;, 'ensemble des applications f : L — B telles que f(L;) = B\ {b;} ou L; est
I'ensemble des lettres qui devraient étre placées dans b;. Lévénement cherché est
A]NAZN...N A, ou A} estle complémentaire de Ay dans Q = BL.Comme A{nASN

..M A5 = (AjUAU... Ap), la probabilité cherchée est 1 —P(A;UAzU... Ap). On
applique maintenant la formule de Poincaré :

n
P(AjUAzU...Ap) =Y (D" Y P(A;nA,N...nA)
k=1 i1<ip<..<ip

ol Y j <ir<..<i, €Stla somme pour tous les k-uplets (iy, iz, ..., i) tels que 1 < iy <
ip <...<ir < N.Ilfaut donc calculer P(A;, N A;, N...N A;,.). Lensemble A; N A;, N
...N A;, est celui de toutes les applications qui ne prennent pas leurs valeurs dans
{bi,, bi,,...,b;, }. Cetensemble est donc celui des applications de L dans B qui prennent
leurs valeurs dans B\ {b;, b;,,...,b;.}.llyenadonc:

card((B\(biy, biy, .., biy})") = card(B\ (hiy, by .. b)Y = (p — k)™

N
On a donc P(A; NA;,n...nA;) = (p-©N/pN = (1—%) .Commeilya C’; k-
uplets possibles (i1, iz,...,ip) avec 1 < iy < ip <...< i} < N, nous avons:

n k N
P(AjUAU...Ap) = Z(—1)k+1c§(1— —)
k=1 p
et la probabilité cherchée est :

n k N
1- Z(—l)’c“c’;(l——)
k=1 p






Chapitre 2

Variables aléatoires et moments

EXERCICE 2.1.— [Variable aléatoire discrete et modulo]

Soient Q = N*, B est 'ensemble 22(Q) des parties de Q et P({k}) = 27k,

1. Montrer que P vérifie la condition de normalisation, de sorte que (Q2, 22(Q),P)
est un espace probabilisé.

2. Pour un entier n € N* donné, on définit la variable aléatoire X comme le reste
modulo 7 : X(k) = k mod[n], n € N*. Donner la loi de X : domaine de varia-
tion, probabilité d'un singleton et fonction de répartition.

Solution

+00 +00 +o0o 1 1

1) P(Q):P(U{k}): Zp{k}: ZZ_kzim:l OnalP((D):l—lP(Q):O
k=1 k=1 k=1

Comme tout événement de 98 peut s’écrire comme une union dénombrable d’évé-

nements élémentaires du type {k}, on a aussi:

YAe®, JcN*, A=k
kel

P(A) =) Pk}
kel

2) La variable aléatoire X est définie pour tout k € Q = N* par X (k) = k mod[n]. La
variable aléatoire X prend ses valeurs dans {0,1,2,3...,n—1}, qui est son domaine de
variation. On a:

1
PXH{OD) =P ( U {kn}) =Y P(knp =) 27" = ST

k=1 k=1 k=1 -1

Pourlsj<n-1,ona:

1 on=j

1-2—n 2n-1

PX' (D) = P(U {kn+j}) =Y PUkn+jh=Y 27" =27]
k=0 k=1 k=0

17
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On déduit de ces résultats 'expression de la fonction de répartition. Comme P[X <
0] =0, on a Fx(x) = 0 pour x €] —o0,0[. On a aussi Fx(0) = P[X < 0] =P[X =0] =
27" _ 1

T2 = 771

Pour x € [j, j+1[, on obtient :

Fx(x) = P[X<x] = Px({0ju{llu..u{j})
1 UL B L L
= +Z = +
2n—1 [fm2n-1 2n-1

EXERCICE 2.2.— [Variable aléatoire de densité triangulaire]

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans [—1,1], dont le graphe de la densité de
probabilité fx forme un triangle isocele (segment sur I’axe des x = hypothénuse).

1. Déterminer l'expression de fx. En déduire celle de la fonction de répartition
Fx.

2. Calculer I'espérance mathématique et la variance de X.
1 y2 1
3. CalculerP[X < ,X* < g].

4. Déterliner la distribution deY = X2. Calculer la moyenne de Y. Retrouver ainsi
la variance de X.

Solution

La densité de probabilité est un triangle isocele donc fx est paire.

1) fx est une densité de probabilité. On utilise la condition de normalisation pour
déterminer a. On a:

0 1 1
f fx(x)dx=1 :>f fX(x)dx+f fxx)dx=1= 2[ fx(x)dx=1.
R -1 0 0

Or, 2 fol fx(x)dx est]’aire du triangle sous la courbe de fx. Cette aire est égalea ax1 =
1-x si x€]0,1]
a.Onadonca=1et fx(x)=4 1+x si xe[-1,0]
0  ailleurs
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2) On calcule la fonction de répartition de X par intégration de la densité. On adonc:

X €] —o00,-1[, Fx(x)

X € [_1,0],

x€[0,1],

3) Comme fy est paire :

0

Fx(x)

X X
f fX(t)dt=/ 1+ nde
—00 -1

(1+r)2r
2 14

1+ x)?
2

Fx(x)

f fx(nde

0 X
fle(t)dt+./;) fx(t)dt

X

1 [ 1-1?
= -4+ | =
2 2
. 4-x°
2

0

1
Fx(x) f Fe(di =Fx(D)

= 1

0 1
fxfx(x)dx:f xfx(x)dx+f X fx(x)dx
R 1 0

1 1
—f fo(x)dx+f X fx(x)dx
0 0

0
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La variance de X est Var{X} = E[(X — E[X])?)] = E[X?] —E[X]?. Par conséquent :

0 1
E[X?] = fxzfx(x)dx=f xzfx(x)dx+f foX(x)dx
R -1 0
1
= 2[ x% fx (x)dx
0
1
= 2| (*-x%dx
0
= 2(3-7)dx
B 1
6
4)
1 1 1 1 1
P[X<-,X*<-] = P[X<-,--<X<-]
4 4 4 2 2
1 1
= P[--<X<-]
2 4
%
= le(x)dx
~3
= Fx(1/4)-F (—1/2)—(1— - 4)—19
- X X 32 32) 32

5) Loi de Y = X? La variable aléatoire Y est a valeurs dans [0, 1]. Pour tout y=0,
P[Y<y|=P[X*<y]=P(X <3, X=>-)) =P(X< ) -P(X<—V3).

OnadoncFy(y) =Fx(y/¥) —Fx(~,/¥) pour tout y = 0.

Par dérivation, il vient : fy (y) = ﬁfX(\/y)"'z%fny(_\/y) = ﬁfx(\/ﬂ- On prend
aintenant en compte I'expression spécifique de fx pour aboutir a:

1-vy
NG

ailleurs  fy(y) =0

y€lo1l: fy(y) =

Avec la densité de Y on retrouve la valeur de la variance de X2.Ona:

1
2| 1
o 6

1 2 1
[E[XZ]:[E[Y]zjl;any(y)dy:](; ﬁ(l_ﬁ)dy: §y3/2_§y

Comme E[X] =0, on retrouve Var{X} = E[X?] - E[X]? = E[X?] = 1/6.
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EXERCICE 2.3.— [Fonction de répartition et génération de loi]

Soit une variable aléatoire X de fonction de répartition F x supposée bijective. Mon-
trer que U = F x(X) suit une loi uniforme sur un intervalle a déterminer et que Fx est
la fonction de répartition de [F;(1 ).

Solution

Fx est bijective sur 'intervalle [0, 1] et strictement croissante par hypothése. Donc,
sion pose U =Fx(X), U prend ses valeurs dans [0, 1]. Soit u € [0, 1].

P[U<u] =P[Fx(X) <u] =P[X <Fy' ()] =FxF' (W) = u

Donc U ~%10,1] (loi uniforme).

Soitalors Y = I]E)‘(1 (U). Nl estimmédiat que'on a P[Y < y] =P[U <Fx ()] =Fx(y).
La variable aléatoire suit donclaloiF x. On a donc généré une variable aléatoire dont
laloiestFx.

EXERCICE 2.4.— [Changement de variables en coordonnées polaires]

Soit U ~ 10, 1[.
1. Montrer que U et 1 — U suivent la méme loi.
2. Quelle estlaloi suivie par V=—-In(U) et W = -In(1 - U)?

3. Montrer que R = v/—In(U) suit une loi de Rayleigh 2 (o) de parameétre o a dé-
terminer. On rappelle qu'une variable aléatoire suit une loi de Rayleigh % (o)

si sa densité est de la forme : fr(r) = (r/az)e"zlz‘72 110,00 (7)-

4. Soient X = Rcos® et Y = Rsin® ou R ~ %Z(0) et ® ~ %[0,2n[ sont indépen-
dantes. Calculer la loi conjointe de (X, Y). En déduire une méthode de géné-
ration de deux variables aléatoires gaussiennes indépendantes.

Solution

1)OnaP[1-U<u]=PlU=z21-u]=1-Fy(1—u). Comme U ~ U]0,1[, Fy(u) = u
pour u €]0,1[, Fy(u) =0 pour u <0 etFy(u) =1 pour u = 1, ou Fy estla fonction de
répartitionde U.OnadoncFy(1-u) =1-uetP[1-U < u] = u=P[U < u], de sorte
que U et 1 — U ont méme fonction de répartition.

2)Pourv=0,onaP[V<v|=P[-logU<u|=P[Uze’]=1-¢"".Pour v <0,
P[V < v] = 0. On dit que V suit la loi exponentielle de parametre 1 et on écrit V ~
&(1). Comme U et 1 — U ont méme loi, W suit aussi la loi exponentielle &(1).

3) Lavariable aléatoire R = \/—log(U) a pour domaine de variation [0, co[. Pour r < 0,
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onalFr(r)=P[R<r]=0.Pourr=0,ona:

Fr(r) = P[R<T]

= P[y/-log) <r]
= P[-log(U) <r?|
= P[log(U) = -r?]

= PU=ze"]

= 1-e¢"

Onadonc:

2
1-e r=0
0 sinon

[FR(r)={

1 suffit alors de dériver Fy pour vérifier que R ~ (o) avec o = v/2/2.

4) Par la formule de changement de variable, on a :

1
fxy(6,y) = ———fro(x* +y* h(x,y)) pour (x,y) #(0,0)
avec :
arctan(y/x) six>0ety>0
hix,y) = arctan(y/x)+2n  six>0ety<0

arctan(y/x)+m six<O0

Puisque R et @ sont indépendantes, on peut écrire :

Ffy(x,y) = fr(x* +¥%) fo(h(x, ),

1

pour (x,y) #0. Comme ® ~ %[0,2x[ et que h(x, y) €]0,2x|, fp(h(x,y)) = % Deplus:

R~A(W2/2) = fR(\/ x2+y2) 21/x2 + y2e” &+

Il
[\
S
®

Au final :

V(X,y) € RZ, fX,Y(xvy) \/#yzz /X2 +y2€*(x2+y2)ﬁ
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Laloi marginale de X est donnée par :

fx(x)

1
—
Q| =~
Q
I
=
N
4
<
D
o

Deméme, fy(y) = \/Lﬁe_yz. Onadonc X ~ A4(0, %) etY ~ A(0, %), puisque la densité
d’une variable aléatoire Z ~ A (0,1/2) est Vz €R, fz(2) = \/L?[e’ZZ. Onremarque aussi

que fx,y(x,¥) = fx(x) fr (). Les variables aléatoires X, Y sont donc indépendantes.

Justification de [, e dx = /7. Soit Z ~ A (0,1/2), VZ€R, fz(2) = \/Lﬁe—zz, et

ffz(z)dz:l = fe‘zzdz=\/ﬁ
R R

Génération de variables aléatoires gaussiennes indépendantes. On peut générer
® ~%[0,27[ en prenant ® = 27Uy, out Uy ~ %[0, 1[. On génere ensuite U, ~ %2/[0, 1],
indépendante de U;. On calcule V = —log U, puis \/—logU,. On obtient alors R ~
R(V2/2). Les variables aléatoires R et ® étant indépendantes, les calculs précédents
montrent que X = Rcos® et Y = Rsin® sont gaussiennes centrées de variance 1/2
et indépendantes.

EXERCICE 2.5.— [Variance d’une variable aléatoire discreéte]

Soit X une variable aléatoire discrete a valeurs dans N* telle que P[X = k| = o
1. Calculer a.
2. Calculer E[X] et E[X (X —1)]. En déduire la variance et I'écart-type de X.

Solution

1) Calcul de a. Nous devons avoir Y P[X = k] =1 (condition de normalisation). On
k>0
aalors:

‘ -

+ool
Y PIX=kl=1e®a) —=loale-1l=1oa=
k>0 k=1k!

—

e—

2) Calcul de E[X]. Puisque X est une variable aléatoire positive ou nulle, 'espérance
de X existe toujours dans [0, 0] et, par définition, nous avons :

+00 k +001
[E[X]:kaP[X:k]:Zaﬁ:azﬁ:a
k>0 k=1 : k=0 ™*
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3) Calcul de E[X (X —1)]. Comme X = 1, X(X—1) est encore une variable aléatoire po-
sitive ou nulle dont 'espérance mathématique existe toujours. En utilisant le théo-
reme de transfert, nous avons :

1o k(k-1) = kk-1
Emm-mzzkmqwm=M=Za(k)=Z“(H)=
k>0 k=2 ‘ k=2 ’

ae

On en déduit la variance de X en écrivant :

E[X?] - E[X)°

= (EIX(X - D] +E[X]) -E[X]?

= 2ae—a’é’

e 2(e—-1)—e

Var{X}

e—1 e—1
= —% (-2
(e—1)2

d’oul'écart-type de X égala o x = /Var{X} =, /ﬁ(e— 2).

EXERCICE 2.6.— [Combinatoire avec des tirages sans remise]

On dispose d'une urne remplie de N boules numérotées de 1 a N. On effectue k
tirages sans remise avec k < N. Soit X le plus petit numéro obtenu.

o . . . 2 . )2 PR Y] n  _ ~n+l
1. Caractériser la distribution de X. En déduire I'égalité : 3.} C7 . =CJ T, ;.

2. Montrer que E[X]| = Y N-¥*1P[X > i]. En déduire que E[ X | = 2.

Solution

1) Il faut commencer par modéliser I’expérience aléatoire considérée. L'espace Q2 des
états est 'ensemble des k-uplets (w1, o, ...,wi) de {1,2,..., N}* tels que, pour tout
i,jef{l,2,...,k}, i # j.On peut aussi considérer que I'espace des états est'ensemble
de tous les k-uplets (w1, wy,...,wy) de {1,2,...,N}k avecl<w)<wy<...<wp<N.
La tribu associée a cette expérience aléatoire sera I'’ensemble des parties de Q et la
mesure de probabilité P est la distribution uniforme telle que :

P ({(w1,w2,...,0)}) = 1/card(Q)

avec card() = C;‘V pour tout k-uplet (w1, w2, ...,w§) € Q. On considere alors la variable
aléatoire X : Q — R définie pour tout (w1, w>,...,wx) € Q par:

X(w1,w2,...,0 )= min  w;
je,2,... ki
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Cette variable aléatoire prend ses valeurs dans {1,2,..., N—k+1} et nous avons, pour
tout je{1,2,..,N—k+1}:

k-1
ck,

P[X=j]=
N
En effet, X (w1, w>,...,wi) = j si et seulement si une des valeurs w;,w>,..., 0k est
égale a j et toutes les autres, au nombre de k — 1, sontdans {j +1,..., N}.

N—-k+1 N—-k+1
Puisque ) P[X = j]=1 (condition de normalisation), ona: C;CV = ) Clkv__lj. 1
j=1 j=1

suffit alors de poser m = N — k et n = k— 1 pour en déduire I'égalité
L 1
n n+
Z Cn+i = Cn+m+1
i=0

pour tous les entiers n, m = 0.

Remarque : On peut vérifier la condition de normalisation en procédant comme
suit. On veut montrer que :

k-1
_N—k+1 CN—j ~
S= — =1
= Cy
Par le triangle de Pascal, nous avons : C]’%‘_lj = C]’%_]. - C;“V_].. On obtient donc:
NEH o k_ k k k k k k-1 k
s= % il =(ch-ckoy)+ (Choy - k) + .+ (ch,y - Cf) + (ch) = ck
]:
N-k+1 N—k+1 c’}cvf_l, 1 k
Ils'ensuitque Y P[X=j]= X ck] = F(CH=1
j=1 j=1 N N

N-k+1
2) Montrons maintenant que E[X] = ) IP[X > ] Tout d’abord, puisque X est a
i=1
valeurs dans un ensemble fini, I'espérance de X existe. Par définition de cette espé-

N—-k+1
rance,onaE[X]= Y jP[X = j]. On peut alors écrire cette espérance mathéma-
j=1
tique sous la forme :

E[X]= P[X=1]+P[X=2]+P[X=3]+...+P[X=N-k+1]
+P[X =2]+P[X=3]+...+P[X=N—-k+1]

+P[X =3]+...4+P|

[

Nous pouvons donc écrire :

N—-k+1
EX]=P[X=1]+P[X=2]+...+P[X=N-k+1]= ) P[X=]]
j=1
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D’apres la question précédente, on a maintenant :

k

N-k+1 Ck= CY_.
. N—i N-j+1
P[X?]]Z Z Cklzc—k.
i=j N N
Au final :
1 N—-k+1 E 1 N-k+1 erl il
EIX] = C_k Z CN—j+1:C_k Z CN—j+2_CN—j+1
N Jj=1 N Jj=1
[P
= C_kCN++1
N

(N+1)! (N-Kk)k!
(k+1D)(N-k)! N
N+1
k+1

EXERCICE 2.7.— [Exemple de variable absolument continue]

Soient X une variable aléatoire absolument continue a valeurs dans R et Y une va-
riable aléatoire donnée par la relation Y = e*.

1. Donner I'ensemble de valeurs décrit par Y.
2. Exprimer les relations entre Fy et Fx, et entre fy et fx.

3. Onsuppose danslasuite que X est une variable aléatoire gaussienne de moyen-
ne u et de variance o. Calculer la moyenne et la variance de Y.

Solution

1) La variable aléatoire X est absolument continue a valeurs dans R. Elle admet une
densité de probabilité fx(x). Comme la fonction exponentielle est strictement crois-
sante, Y est une variable aléatoire absolument continue a valeur dans ]0 + ool.

2) Pour y €]0,00], P[Y < y] = PleX < ¥yl =P[X <In(p)]. On a donc Fy (y) = Fx(n(y)).
OnadoncaussiFy(x) = [Fy(e") pour tout x € R. De ces égalités, on en déduit fy (y) =
ifx (Iny) pour tout réel y > 0.

3) On calcule lamoyenne de Y en utilisant le théoréme de transfert, qui nous donne::
E[Y] = E[eX] = f e* fx(x)dx. En utilisant de nouveau le théoréme de transfert, le

R
moment d’ordre 2 de Y est donné par

E[Y?] = E[e*X] = f ¢ i (x)dx.
R
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Les intégrales donnant les moments d’ordre 1 et 2 de Y sont de la forme I(a) =

/ e® fx (x)dx. Puisqu’on suppose que X ~ A (1,0%),ona:
R

1 _ ew?
I(a) = fe“xfx(x)dx: fe’”e 207 dx
R V2mno? JRr
1 _ (2 —2/,zx+;42 —2a02x)
= — f e 202 dx
V2no? Jr
1 _(-(erar?))’ 2 urac®?
= fe 202 e 202 dx
V2mno? JR
a204+2uu02 1 _i
= e 202 fe 202 dt
V2no? Jr
= eaZZOZ +ﬂ[l

02
On en déduit donc que E[Y] = I(1) = ef* T et que E[Y?] = I(2) = 2#+9") La variance

de Y est alors donnée par :

U%, =12 -I1)? = ez,u+202 _ 82/4+<72 _ 82u+02(e(72 -.






Chapitre 3

Aléatoire multivarié

EXERCICE 3.1.— [Somme et différence de variables aléatoires]

Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires indépendantes. On suppose que X suit
une loi uniforme sur [0,1] et Y une loi exponentielle de parametre A sur [0, +oo[
(A > 0). On rappelle que la loi exponentielle £(1) de parametre A a pour densité
de probabilité f;(x) = Ae™** pour x = 0 et f3(x) = 0 pour x < 0. On construit un
nouveau couple de variables aléatoires (U, V) définiespar: U=X+YetV=X-Y.

1. Déterminer la densité de probabilité conjointe du couple (U, V).
2. En déduire les lois marginales de U et V.

3. Calculer les matrices de covariance de [X Y] et de [U V]°.

Solution

1) Ona fx(x) = T, (%) et fy (1) = Le M g 400( (). Aussi, les domaines de variations
de U et V sont, respectivement, [0,c0[ et ] —o0,1]. On a (U,V) = (X,Y)A avec A =

11 B . o (12 172 o
(1 _1) . We then have det(A) = -2 et son inverseest A~ = (1/2 _1/2) . On déduit
alors de la formule de changement de variables dans le cas linéaire que :

|detAl™! fx,y ((u, 1) A7Y)

fovu,v)

1

= Efx,y(

u+v u—l/)
22

= %fX(x(u, V) fy (y(u,v))) [car X et Y sont indépendantes]

1 u-v u+v u—v
e et g [, 1)
2 [0,1]x[0,00( 2 2

29
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2) On obtient la densité de probabilité de U en écrivant :

fow) =fRfU,V(u, v)dv

Puisque 0 < “3¥ <1 équivauta v € [-u,2 — u] et que *5¥ > 0 équivaut a
v €] —oo, 1], nous avons :

A 1 A
Juu) =Tjp,eo(w)e™ 2 fwﬁ/lez U= u,2—u1n]—00,uln]—o00,1] (V) V
On a alors:
a)Si0<u<l,ona:-u<us<1<2-u,desorteque:

[—u,2—uln] —oo, u[N] —oo, 1] = [—u, u]

Il vient donc :

_duw Y1
fu(w) e 2[ —Ae2 dv
—u?2
M

Au 2
= e 2 | e’dt [Avecle changement de variable £ = A1v/2]
-7
_Au du_Au
= e 2(e2 —e 2)
= 1-eM

b)Siu>1,-u<2-us<1<u,cequiinduitque:

[—u,2—u]ﬁ]—oo,u[ﬂ]—oo,1]=[—u,2—u]
On obtient alors
e [PTE1 L w
fuw) = e 2 —Aez2dv
—u 2
A(Zz—u)
Au
= e 2z .\ e'dt [Avecle changement de variable ¢ = Av/2]
-7
_Au 24 _Au _Au
= e 2(eze 2 —e 2)
= e MErto1

En définitive, fiy(w) = (1—e ) Tjo 11 () + (e (e = 1)) Ty 001 ().

La densité de probabilité de V est donnée par fy(u) = f fu,v(u,v)du. On pro-
R

cede comme précédemment et le lecteur vérifiera que :

frw)=e* (1 - eMT_co0(0) + (l - e_AeM) Tio,1)
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3)Ona:
1
E[X] =f xfx(x)dx=1/2
0
+00
ElY] = f Aye Mdy=1/2A
0
Cov{X,Y}=E[XY]-E[X]E[Y] =0 [Puisque X et Y sontindépendantes.]

1
E[X?] :f x* fx(x)dx=1/3
0

+00
[E[Yzlzf V2 fy (dy =2/A%
0
Var{X} =E[X?] -E[X]*=1/3-1/4=1/12

Var{Y} =E[Y?] -E[Y]? =2/A* - 1/A? = 1/A%.
La matrice de covariance de (X, Y)T est donc:

1/12 0
0 1/A2

s )= L) ¥ o

T
X—EX) \( X—EX) \" 1
A( Y —E(Y) )( Y —E(Y) ) A

Kx,y =

Kuy,v E

AKx y AT

1 1 /12 0 1 1
1 -1 0 1/A2 1 -1
_( V12+1/A% 1/12-1/A%
- 1/12-1A%2  1/12+1/A?

EXERCICE 3.2.— [Suite de variables aléatoires gaussiennes et loi gamma]

Soient n variables aléatoires réelles Xi, X, ... X;; indépendantes et identiquement
distribuées selon une loi normale centrée de variance unité. On définit deux nou-
velles variables aléatoires :

1 n 1 n
Mp==Y XietVy=—)Y (X;i—Mpy)?*
iz iz
Soit A une matrice carrée d’ordre n, orthogonale et dont les termes de la premiere
ligne sont tous égaux a \/Lﬁ Soitle vecteur aléatoire Y = AX ot1 X = (X1, X0, -+, X)T.
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Déterminer la loi de Y.
Exprimer M,, et V, en fonction des composantes de Y.

Les variables M, et V,, sont-elles indépendantes ?

Lol A

Donner la loi de M;, On se propose maintenant de déterminer la loi de la va-
riable V,.

5. Montrer que si X est une variable aléatoire qui suit une loi normale centrée
de variance unité, alors X? suit une loi gamma y(z, 2) On rappelle que Y ~
Y(0,1) si Y est absolument continue et a pour densité :

AH
fry) = @ Y e™ 10 100l ()

+o0o +oo 1 +00 5
avecI“(B):f xe_le_xdxetl"(I/Z):f —e’xdxzzf e Wdu=+n.
0 o V& 0
On rappelle aussi que la fonction caractéristique d'une variable aléatoire ¥ ~
0
¥(O, 1) est @y (1) = (147

6. Soient deux variables aléatoires indépendantes Z; et Z, de loi respectivement
égales ay(0;,1) ety(02,1). Déterminer laloide Z = Z; + Z.

7. Déduire des questions précédentes la loi de V,.
Solution

I faut remarquer que Y = AX > Y, = f Z X; = v/nM,. 1l faut aussi noter que

1Y12=YTY = XTATAX = XTX = || X||? car AAT =Id puisque A est orthogonale. Ces
deux remarques seront tres utiles dans la suite.

1) Comme X;, X>,..., X, sontiid, ona:

1 2 1 =2
2/2 _ Ix1</2
f (X1, 0o Xp) = ||f (x;) —exz =—e
X7y X ) Yy R X 1
1 n 7 (27.[)72/2
ol |-|| estla norme Euclidienne usuelle sur R” : si X = (x1,Xa,..., )", I X = X} _, 3.

On en déduit que X est un vecteur gaussien de vecteur moyenne nulle et de matrice

— — —
de covariance identité. Puisque X est un vecteur gaussien, ¥ = AX est aussi un
vecteur gaussien de moyenne nulle et de matrice de covariance K3; = AK3 AT =1d,

ou Ky = Idn est la matrice de covariance de X. Par conséquent, Y a pour densité

55 = (zn)n/ e 17112 Comme Y estun vecteur gaussien (ses n composantes sont
mutuellement gaussiennes) et que la matrice de covariance de Y est diagonale, les
n composantes de Y sont indépendantes.

2)Ona:

1
ZX,_—Y1

ﬁl
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On aaussi:

1

1 n n n
=Y (Xi-Mp*=—|Y X?-2M, Y X;+nM,
iz i=1 i=1

Vi

1
—(XTX -2nM? + nM?)
n

1
= — (YT Y - le) En vertu des remarques préliminaires
n

n

1 2
PRt

3) Les Y; sont indépendantes, M, ne fait intervenir que Y; et V, ne fait intervenir
que les Y; a partir du deuxieme indice (i = 2). Il s’ensuit que les variables aléatoires
M, et V;, sont indépendantes.

4) Puisque M, = (1/n, 1/n,...,1/m)T X, M,, est une variable alatoire Gaussienne en
N— ——
m terms
tant que transformée linéaire du vecteur gaussien X. La moyenne de M,, est nulle et
la variance de M,, est égale a la somme des variances des X; puisque ces variables
aléatoires sont indépendantes donc décorrélées. On a donc M,, ~ A (0,1/n).

5) Puisque X est a valeur dans R, X2 est a valeur dans [0,00[. On calcule la fonction
de répartition de X2. On a Fy2(x) = P[ - X < X < /x| = Fx(v/%) — Fx(-/X), pur
tout x € [0, +oo[. Donc, pour x # 0, la fonction de répartition de X2 est dérivable de
dérivée : ) ) 1

[x2 (%) = mfx(\/}) + mfx(—\/}) = N

puisque X ~ ./ (0,1). La variable aléatoire X?> admet donc pour densité :

_X
e 2

fx2 () = €% Mg 1ol (X)
X

Ceci est bien la densité d'une loi y(1/2,1/2).

6) Soient 2 variables aléatoires 71, Z, indépendantes et distribuées respectivement
selon y(01,A) et y(02,1). La fonction caractéristique de Z = Z; + Z, est :

dz(t) = E[e'Z] =E[el'Aeit2)

[E[eitzl][E[eitZZ]

¢z, ()2, (1)

Aa
=) =)

A 61+60,
- ()L—it)
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On en déduit que Z ~ y(8; + 02, 1) puisque la fonction caractéristique est unique
pour une loi donnée.

. 1 n 2 _ n L 2 ._ﬁ . .
7) Puisque V;, = nEZY,. ,onaVn—Ez(ﬁ) .Posons Z; = ﬁavecz, deloi A (0,1/n).

Posons ensuite U; = Zl.z. Les U; sontdeloiy(1/2,1/2). Orles Y; étant indépendantes,
les U; le sont aussi. Ainsi les V}, sont (n — 1) variables aléatoires indépendantes de

méme loi y(1/2,1/n). D’apreés ce qui précede, V;, suit une loi y ("T_l, 2).

EXERCICE 3.3.— [Probabilité et couple de variables aléatoires]

Deux personnes conviennent d'un rendez-vous entre 14h et 15h en admettant qu’au-
cune des deux n’attendra plus de 15 minutes. Quelle est la probabilité pour qu’elles
se rencontrent? On modélise I'instant d’arrivée de chacune de ces personnes par
une variable aléatoire uniformément répartie sur l'intervalle [0, 1], en ayant pris 14h
comme origine du temps. On suppose que ces deux variables aléatoires sont indé-
pendantes.

Solution

Soit X, le temps d’arrivée de la premiere personne et Y, le temps d’arrivée de la
deuxiéme personne. Ces deux variables sont uniformément réparties dans [0, 1] et
indépendantes.

Soit Z, la variable aléatoire séparant les deux instants d’arrivée. Ona Z = | X - Y.
La variable aléatoire Z est a valeurs dans [0, 1]. Comme X et Y sont indépendantes,
ona fx,y(x,y) = Tj,1(x) x Tjo,11(»). Soit z € [0, 1]. On calcule (cf. figure 3.1) :

P[Z<z]=P[IX-YI<z]= f{(x Jerziceyi<a} 1

0.11x10,11 (%, Y)dxdy =1 - (1 - 2)*

P

FIGURE 3.1 - Probabilité de rencontre
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EXERCICE 3.4.— [File d’attente]

Soit une file d’attente a un guichet. Le nombre de clients dans la file suit une loi de
Poisson de parametre A. La probabilité que le client puisse obtenir le service désiré
est égale a p. Quelle est la loi de la variable aléatoire qui compte le nombre de re-
quetes satisfaites ? On supposera que le nombre de requétes satisfaites sachant que
I'on a n clients suit une loi binomiale de parametrre p.

Solution

Le nombre de clients dans la file est supposé suivre une loi de Poisson de parametre
A. Notons N la variable aléatoire qui donne le nombre de clients dans la file. On

n

adonc:P[N=n] = %e"l. Soit Y, la variable aléatoire qui compte le nombre de
requétes satisfaites. On calcule la loi de Y en supposant que la loi conditionnelle de
Y sachant le nombre de clients N est binomiale de sorte que pour n € N donné et
k<n P[Y=kIN=n]= Ckpk@ - p)"~*. Lévénement "k requétes sont satisfaites"

correspond alors a '’ensemble probabilisable :
[y=k=U([y=kn[N=n])= U (Y =K [N=n]).
n= n=

Eneffet, [Y = k] N[N = n] = @ pour n < k puisque le nombre de requétes satisfaites
ne peut pas excéder le nombre de clients. Comme les événements [Y = k| N[N = n|
sont disjoints 2 a 2, les hypothéses nous permettent d’écrire :

Ply=k] = gkum([hk]m[x:n])
= iP[Y:kIX:n]P[X:n]
n=k

o ko k n-k A" 2
= ZCnp A-p)" " —e
n=k n:

oZo: (1_p)n—kﬂ'n7k (/1’9)k67/1

= 1-p)"A") apt s
Y ——| e

n=o () '
[En faisant le changement d’indice n — k < k]

— -pi Ap)* ol
k!

Ap)* i
k!

La variable aléatoire Y suit donc une loi de Poisson de parameétre Ap.
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EXERCICE 3.5.— [Conditionnement et inclusion]

Supposons A c B avec P(A)P(B) # 0. Calculer P[B|A] et P[A|B] et interpréter les
résultats obtenus. Montrer que P[An B] = P(A)P(B) mais que cette inégalité est gé-
néralement fausse.

Solution
OnaP[B|A] =P[BnA|/P(A) =P(A)/P(A) =1,car AnB = A.
Interprétation : Si A c B et A se réalise alors B se réalise. Il est donc naturel d’avoir
P[BIA] = 1.

On a a aussi P[A|B] = P(Bn A)/P(B) = P(A)/P(B) car A < B implique P(A) <
P(B). Comme P(B) <1, on aP(A)/P(B) = P(A). On obtient donc P[A|B] = P(A).

Interprétation : Si A c B et B se réalise, la probabilité que A soit réalisé aussi aug-
mente.

Si Ac Bavec P(A)P(B) #0, le résultat précédent implique que P[A|B] = P(A), et
donc, que P[A|B] = P(A)P(B). En général, P[A|B] = P(A)P(B) est faux! Par exemple,
dans le cas ot AN B = @! Mais on peut prendre aussi un exemple ot P[A|B] = 0
sans que AN B soit vide. Ainsi, supposons que X ~%[0,1], A=[XelletB=[X¢€]]
ou I, ] sont des intervalles inclus dans [0, 1]. Considérons la mesure de Lebesgue A
(longueur des intervalles). On a alors P([X e I]n[X€eJ]) =P[AnB] = AUN]J) et
P(AP(B) = A(I)A(J). 1l suffit de prendre I = [1/4,1], J = [0,3/4] pour vérifier que I'on
n'a pas P[AN B] = P(A)P(B) puisque A(INnJ) =1/2 et A(I) = A(J) = 3/4.

EXERCICE 3.6.— [Calcul de densité avec et sans conditionnement]

Soient un espace probabilisé (2, 8, P), une variable aléatoire S: Q — { - A; +A} avec
P[S = A] = p €]0,1[ et une variable aléatoire X absolument continue de densité f.
On suppose X indépendante de S. On considere Y = S+ X. Montrer que Y est ab-
solument continue et calculer la densité de probabilité de Y. On fera deux types de
calcul : I'un sans conditionnement, I’autre avec conditionnement. Quelle hypothese
ne faut-il pas oublier pour que le raisonnement avec conditionnement fonctionne
correctement?

Solution

On procede de maniére classique en calculant P[Y < y].Ona:

Plv<yl = P(v<yln[s=A])+P([Y<y|n[s=-4])

P([S+X<y|n[S=A])+P([S+X<y|n[S=-4])

P([A+X<y]n[S=A])+P([-A+ X <y]n[S=-A4])

P[A+X<y|]p+P[-A+X<y|(1-p)

P X<y-Alp+P[X<y+A]0-p)
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Le reste est affaire de calcul et on obtient: fy (y) =pf(y—A)+ 1 -p)f(y+ A).

Avec conditionnement, on écrira :

PlY <]

P[Y <ylS=A]p+P[Y <|S=-A](1-p) [En utilisant Bayes]
P[A+X<y|]p+P[-A+X<y|(1-p) [SetX sontindépendants!|

Il est essentiel de se rendre compte que c’est parce que nous avons indépendance
entre S et X que le calcul avec conditionnement fonctionne! Sans cette indépen-
dance, on ne pourrait pas forcément écrire la deuxiéme égalité dans I’équation pré-
cédente. C’est pour cela que le calcul sans conditionnement est préférable car il ex-
hibe, sans équivoque, le role crucial de I'hypotheése d'indépendance.

EXERCICE 3.7.— [Probabilité d’erreur et bruit additif]

Soient un espace probabilisé (Q, %, P), une variable aléatoire S: Q — {—A; + A} avec
P[S = A] = p €]0, 1] et une variable aléatoire X ~ A (0,02), indépendante de S. On
pose Y = S+ X. On dit que X estle bruit d’observation et que S est le signal d’intérét.
Nous avons alors deux cas : soit Y = A+ X, soit Y = —A+X. On appelle test statistique
de la valeur de S, toute application 9~ définie sur R et a valeurs dans {— A, A}. Lors-
qu’'on considere la composée I (Y), la valeur renvoyée par cette application sera
I'estimée que nous faisons de la valeur de A. On commettra donc une erreur dans
notre estimation de Ssi I (Y) # S.

1. Calculer la probabilité d’erreur P.(J) = [P’[S’T (Y) # S]. On fera deux calculs :
I'un sans contionnement, I'autre avec conditionnement. Quelle hypothése ne
faut-il pas oublier pour que le raisonnement avec conditionnement fonctionne
correctement?

2. Onsuppose que p = 1/2. On considere le test 9 défini pour tout y € R par:

A si >A
%(y)z{ —-A si is/l

Sans calcul mais en justifiant votre réponse par un argument heuristique, quelle
valeur suggéreriez-vous pour A afin de minimiser la probabilité d’erreur ? Cal-
culer ensuite la valeur de A qui minimise effectivement la probabilité d’erreur.
En déduire la valeur minimale de la probabilité d’erreur.

3. Sil'on avait défini le test 9 par:

A si > A,
3‘4()}):{ —-A si is/t

les résultats précédents auraient-ils été modifiés ? Pourquoi ?

Solution

1) « Premiere méthode. » Par définition de la probabilité d’erreur, on a:

P(I)=P[T (V) #S]|=P([T(Y)=A]n[S=-A])+P([T(V)=-A]n[S=A4])
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quon écrira encore P, (7)) =P[T (Y) = A, S=-A] +P[T (Y) =—A,S = A] pour sim-
plifier les écritures. On a donc :

Pe(T) = P[T(S+X)=AS=-A]+P[T(S+X)=-AS= 4]

P[T(-A+X)=AS=-A]+P[T(A+X)=-AS=A]

(1-pP[T (—A+X) = A]+pP[T (A+ X) = —A]
«Deuxieme méthode. » On peut écrire que :

Pe(T) =P[T (V)= AIS=-A|P[S=-A]+P[T (V) = -AIS= A]P[S = 4]
puisque, pour tout ensemble mesurable B € & tel que P(B) # 0 et tout autre en-

semble mesurable C € 4 : P(C) = P(C|B)P(B) + P(C|B°)P(B) ol B désigne le com-
plémentaire de B dans Q2. On a donc:

Pe(T)=(1-pP[T(S+X)=AIS=-A|P[S=-A)]+pP[T (S+X)=-AlIS= A]
Puisque S et X sont indépendants, on obtient :
Pe(T)=(1-pP[T (-A+X) = A]+ pP[T (A+ X) = —A]

c’est-a-dire, le méme résultat que précédemment.
A si y=A
o7 o —
2) Cherchons 9 de la forme 9, (y) = { “A si y<A
(@) Puisqueily équiprobabilité entre les valeurs que peut prendre S et que le bruit
a une densité de probabilité symétrique par rapport a I'origine, il est naturel
de penser que le seuil optimal est 0, pour rester compatible de ces symétries.

(b) On applique le résultat de la question précédente. On a donc:

Pe(T2)

1/2)(P[-A+ X = Al +P[A+ X < A)])
(1/2)(PIX=A+ Al +P[X < A-A]
1/2)A-FA+ A +FA-A)

ouF(y) =P(X < y) estla fonction de répartition de X. La dérivée de P, () est
alors nulle si et seulement si f(1+ A) = f(1— A) ou f estla densité de proba-
bilité de S. Etant donné que S ~ A4 (0,0?), un calcul élémentaire montre que
f(A+A) = f(A-A) si et seulement si (A=A)2 = A+ A)?, ce qui équivauta A = 0.
On en déduit la valeur de la probabilité d’erreur minimale que 1'on peut at-
teindre avec un test de la forme 9. Il s’agit de la valeur P} =P.(Jp) de P.(T,)
pour A =0.0Onadonc: P} =(1/2) (1 -F(A) +F(—A)) d’apres les calculs précé-
o0 2
dents. Comme F(—A) =1-F(A), il vient : P}, =1 -F(A) = f Le_zﬁdt. 11
A V2m
est usuel d’exprimer cette quantité en fonction de la fonction erf ou de la fonc-

X o0
tion erfc avec : erf(x) = \/L’?fo e~ dr et erfc(x) = 1 —erf(x) = \%[x e~"dr.On
aalors:

.1 1
Pez—erfc(—)
2 ov2
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3) Les résultats restent les mémes si on change 'endroit olt 'on accepte I'égalité
dans I'expression du test 9, tout simplement parce que la loi de X admet une den-
sité, de sorte que les calculs intégraux ne sont pas modifiés en changeant le domaine
d’intégration sur un point.

EXERCICE 3.8.— [Calcul de probabilité par conditionnement]

Dans une population, 7% des personnes sont contaminées par un virus? On sup-
pose disposer d'un test de dépistage ayant les propriétés suivantes : il est positif
dans 99% de cas de personnes contaminées et positif dans 3% de cas de personnes
non contaminées.

1. Quelle est la probabilité que ce test soit positif quand il est utilisé sur un sujet
quelconque?

2. Quelle estle probabilité d’étre effectivement contaminé lorsque (sachant) que
le test est positif?

3. calculer la probabilité qu'un individu soit contaminé sachant que le test est
négatif.

Solution

On commence par modéliser 1'expérience. Lespace Q2 des états est I'ensemble des
individus. Ce sont eux que nous observons. On crée ensuite la variable aléatoire
S:Q — {0,1} qui, a tout individu w € Q, associe son état avec S(w) = 0 si I'individu
n’est pas contaminé et S(w) = 1 s'il est contaminé. Autrement dit, S nous renvoie la
valeur de vérité de la proposition "w est contaminé” avec 1 sila proposition est vraie
et 0, sinon. D’apres '’énoncé, onaP[S=1] =0.07etP[S=0] =1-P[S=1] =0.93.

On modélise maintenant le test de dépistage par une application J : Q — {0,1}
telle que I (w) = 0 si le test est négatif et I (w) = 1 si le test est positif. Ce test
nous renvoie donc une “estimée” de la valeur de vérité de la proposition "w est
contaminé”. Autrement dit, 9 estime la valeur de S. Dans l'idéal, on aimerait avoir
T (w) = S(w) pour tout w € Q. D’apres 'énoncé, ona P[T =1|S=1]=0.99 et P[T =

1|§$=0]=0.03.

1) On veut calculer P[F =1] =P (fw € Q: I (w) = 1}), C'est-a-dire, la probabilité que
le test soit positif sur un sujet quelconque w. On a:

=)
9
I
I

P([T =1]n[S=1])+P([T =1]n[S=0])

= P[T=1S=1]P[S=1]|+P[T =1|S=0]P[S=0]
[Axiome de Bayes]

= 0.99x0.07+0.03 x 0.93

= 0.0972
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2) On doit calculer P[S= 1|9 =1]. On utilise de nouveau 'axiome de Bayes pour
écrire que :

. P([s=1]n[g=1]) P[T=1S=1]P[S=1]
P[S=119 =1]= PlT = 1] = 1]

Onadonc:P[S=1|9 =1]=0.99 x0.07/0.0972 =0.713.

3) Nous calculons maintenant P[S = 1|T = 0]. Toujours par 'axiome de Bayes, nous
avons :

P([S=1]n[F =0]) P[T =0lS=1]P[S=1]
P[T =0] - P[T =0]

P[S=119 =0] =

Comme P[J =0|S=1] =1-P[F =1|S=1] etque P[T =0] =1 -P[J =1], nous
obtenons:
(1-Pl7 =us=1])p[s=1]
1-P[T =1]
(1-0.99) x0.07

Onadonc: P[SZ 1|g-=0] = W =~ (0.0008.

EXERCICE 3.9.— [Vecteur de variables aléatoires gaussiennes décorrélées]

Soit X ~ . A4(0,1), Z une variable aléatoire indépendante de X avec
1
P(Zz=1]=P[Z=-1]= >

On construit la variable aléatoire Y = ZX.
1. Montrer que Y ~ A4(0,1)
2. Calculer la matrice de covariance de U = (X, Y)T.
3. Montrer que U n’est pas gaussien
4. Moralité?

Solution

1) On utilise la fonction caractéristique et on conditionne par rapporta Z.Ona:

Dy(r) = E[e'Y]=E[e"?X|Z=1]P[Z=1]+E[e'?¥|Z=-1]P[Z=-1]

(1/2)E[eX] + (1/2)E[e~1X]

car Z et X sont indépendantes. Il vient donc @y (f) = %(d) x (1) + ®x(—1)). Comme

X ~ #(0,1), ona ®x(f) = e~/2. 1l g'ensuit que ®y (£) = e~**/2, qui est la fonction
caractéristique d'une variable aléatoire gaussienne .4'(0,1). Donc Y ~ .A47(0, 1).
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2) Soit U = ( ); ) OnalE[X]=0.0naaussi:

E[Y] = E[ZX]
= EIXZIZ=1UP[Z=1]+EIXZ|Z=-1IP[Z=-1]

= JEXI-EXD=0

car I'indépendance de X et Z implique E[XZ|Z = 1] = E[X] et E[XZ|Z = —1] =
E[-X] = —E[X]. On déduit de ce qui précede que :

E[X] ):0

ElUl :( E[Y]

La matrice de covariance de U est alors égale a :

2
[E[UUT]z[E[( )é )(XyT) :( EIX?]  E[XY]

E[XY] E[Y?

Ona:

E[X?]=1
E[Y?] =E[Z%2X?] = E[Z%]E[X?] =E[X?] [Enraison del'indépendance de X et Z]

E[XY]=E[ZX?] =E[Z]E[X%?] =0 [X et Z sont indépendantes et E[Z] = 0]

Par conséquent,
. (1 0
E[UU ]—( 0 1

3) Soit u = ( ; ) La fonction caractéristique de U = (X, V)T est:
Dy(w) = E[eXHY)]
= E[elxtyDX]
= E[elCVDX Z=1]P[Z =1] +E[e WV DX|Z = —1|P[Z = -1]
— %[E[ei(“y)x] +%[E[ei(x_y)X]

= L@x(x+y) +Px(x—y)

car I'indépendance de X et de Z implique que E[e!*Y2X|Z = 1] = E[e WV X] et
que E[e! VDX |7z = —1] =E[e!* " X]. On a donc

1( _@p? _a-p? —@%+y%)
QU(M)=E€ 2 +e 2 =e 2z cosh(xy)
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. s, . . RN T T
Si U était gaussien, @y (u)devrait étre de la forme e'* me(I2uw'Ku gyec m = E[u] et

K =E[(U-m)(U - m)T]. Comme m:OetK:( (1) .

s (k242 . . s .
a e~ *¥)/2 pour que U soit une variable aléatoire gaussienne. Le terme cosh(xy)
est donc en trop dans I'expression exacte de @y et nous concluons que U n’est pas
gaussienne.

), ®y(u) devrait étre égale

4) Deux conclusions :

- 2variables aléatoires gaussiennes décorrélées ne sont pas forcément indépen-
dantes puisqu’ici, X et Y sont décorrélées mais pas indépendantes;

— 2 variables aléatoires gaussiennes décorrélées ne forment pas forcément un
vecteur aléatoire gaussien.

EXERCICE 3.10.- [Moments d’une variable gaussienne]

a) Montrer quel'ona

Soit X une v.a. gaussienne de moyenne p et d’écart-type o > 0.
_ 1
avec a = 5

fe_“xzdx: \/g, (3.1
R
202"

b) En déduire les moments centrés [E[(X - ,u)k ] d’ordre k € N* de X, en dérivant
I'égalité (3.1) par rapport a a.

Solution

a) Comme XNJV([I,O’Z), X—MNJV(O,O'Z). Onadonc:

1 _ -w? a
ffx(x)dx:f e 202 dx:,/_fe—adele
R R V2mo? T Jr
1

avec a = 5. D’oul'égalité (3.1).

a) En dérivant k fois le membre de droite dans I'égalité (3.1) par rapport a a, on

obtient :
M kl35..2k-1D) [T
o =D ok q2k+l

Etant donné que a > 0, il existe ag tel que 0 < ag < . Soit I'application g définie
a

pour tout x € R et tout a €]ag,o0[ par g(x,a) = e~ xz. Cette application vérifie les
hypotheses de la proposition ?2. On peut donc dériver sous le signe somme et on

obtient : "
([ ef‘”‘de) = (—l)kf x2kemax® gy
R R

L135..2k-1) [ 7
2k a2k+1

Nous avons donc :

(—1)’“[ x2kema gy = (-1)
R
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Par conséquent, nous avons :

ok —ax? . 135..2k-1) [ 7
f[Rx € dx= 2k q2k+1

Comme les moments impairs de X sont nuls car la densité de X est paire, nous ob-
tenons donc :

VpeN, E[X?P* = 0
135...2k-1) [ 7
2k a2k+1

E[X?P]

Nous constatons que les moments centrés d'une variable aléatoire gaussienne ne
dépendent que de sa variance.

EXERCICE 3.11.- [Transformation linéaire d’un vecteur gaussien]

Soit X = (X1, X2)T, un vecteur aléatoire réel centré, a deux dimensions, de loi Gaus-
sienne et de matrice de covariance

K= (p?@ p\1/§)

avec |p| < 1. On definit un nouveau vecteur aleatoire (Y7, Yg)T avec :

i = %_XZ
Y, = 7%+X2

1. Calculer la variance Var{X; } de X; et la covariance Cov{Xj, X2} de (X3, X) ?
2. Dans quel cas, les deux variables X; et X» sont-elles indépendantes ?

3. Calculer la covariance Cov{ Y1, Yg} du couple (Y7, Y»). Calculer les variances
des variables aléatoires Y; et Ys.

4. Lesdeuxvariables Y] et Y, sont-elles indépendantes ? Justifier clairement votre
réponse.

Solution

1) 11 suffit de lire la matrice de covariance. On a alors Var{X;} = 3 et Cov{Xj, Xz} =
E[((X1 - E(X1)) (X2 —E(X2))] = pV3.

2) X, X, indépendantes si et seulement si Cov{Xj, X»} = 0 car le vecteur X est gaus-
sien. Il ya donc indépendance si et seulement si p = 0 (coefficient de corrélation).
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3) E(Y7) = E(Y2) = 0. On calcule maintenant :

Cov{Yy, Yo} = E[V1Y2]
= £l

= l[E[XZ] + L[E[X X ]—L[E[X X,] —F[X2]
- 3 1 142 \/§ 142 2

V3

| 2
= g[E[XI]_[E[XZ] =1-1=0
[Car E[X?] = Var{X;} puisque E[X;] = 0; idem pour X].

On calcule maintenant les variances de Y; et de Y>. On obtient :

2 X1 2
vy = el e[ 75 |

2
S R
3 2 \/g 1A2

2
= 1+1-—pVv3=2(1-
et

2 X1 2
Var{Ys} = [E[YZ]Z[E[(ﬁJFXz)]

= E

X 2, 2
? +X2 + ﬁXle

2
1+1+—pvV3=2(1+p)
V3l P

On peut aussi procéder plus rapidement comme suit. Ona Y = AX avec:

a=(1vs )

Comme X est un vecteur aléatoire de loi gaussienne, la transformée linéaire Y = AX
est aussi un vecteur aléatoire gaussien. On a alors Y ~ A (E[Y],Ky) out Ky est la
matrice de covariance de Y. On a E[Y] = E[AX] = AE[X] = 0 puisque E[X] = 0. La
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matrice de covariance de Y est :

Ky = E[YYT]=AE[XXT)AT

_ (1/\/5 —1)( 3 p\/§)(1/\/§ 1/\/5)

1/vV3 1)\pv3 1 -1 1
(1/\/5 —1)(\/5(1—;)) \/§(l+p))
1/v3 1 p-1 p+1

2(1-p) 0
0 2(1+p)

On retrouve ainsi tous les résultats précédents.

4) Le vecteur aléatoire Y est obtenu par transformation linéaire du vecteur aléatoire
gaussien X. Le vecteur aléatoire Y est donc lui-méme gaussien. Lindépendance de
ses composantes équivaut donc a la décorrélation de celles-ci. Comme Cov{Y7, Y»} =
0, la matrice de covariance de Y est diagonale. Il s’ensuit que ses composantes Y; et
Y, sont décorrélées et donc indépendantes.

EXERCICE 3.12.- [Loi conditionnelle d’'une gaussienne]
Soit X = (X1, X2)T un vecteur aléatoire réel a deux dimensions, de loi gaussienne
N(0,A).
1. Pourquoi peut-on écrire A sous la forme :
o? p0102
Ae ( 1 POy ) (3.2
pPO102 0'2
avec 05 = Var{X}, o® = Var{X,} ? Comment s'appelle le coefficient p ?

2. On suppose dans la suite que |p| < 1. Donner 'expression de la densité de
probabilité fx(x) du couple X.

3. Calculer la densité de probabilité conditionnelle fx,|x,=x, (x2) de X, sachant
Xj = x1. Quelle est cette loi ?

4. En déduire I'espérance conditionnelle, [E[X2|X1 = xl], de X, sachant Xj = x;.

Solution

1) La matrice de covariance de X est :

Var{X;}  Cov{Xj, Xz}
Cov{X;,Xo}  Var{Xy}

On trouve alors I'expression de I'énoncé en posant p = Cov{ Xy, Xo}//0102, qui est
le coefficient de corrélation entre X; et X5.
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2) Si|pl < 1, la matrice de covariance de X est inversible. Le vecteur aléatoire gaus-
sien admet donc une densité de probabilité qui est donnée par :

X205+ X50% —2p0102X1 %)
1 - 25201 _ 2
fx(x) = fx,,x,(x1, %) = —————¢ 20102(1 p°)
2m01024/1 — p?

3) La densité de probabilité de X, ne s’annule pas et nous avons :

2
(xz—pg—fxl)
Ix, %, (X1, x2) 1 - 20201 -p?)

= e
fxi (x1) V2raay/1 - p?

La loi de X» conditionnellement a X; est donc une loi Gaussienne de moyenne

pg—fxl et de variance cr%(l - p?). On écrira X»| X1 ~ W(Pi—fxl, (1- pZ)Ui).

fX2|X1 =X1 (x2) =

4) Sans calcul, on déduit de I'expression précédente que :

02
E[Xo]| X7 = x1] =fo2fX2\X1:x1 (x2)dxp = P
1

EXERCICE 3.13.— [Loi exponentielle et loi d’Erlang]

La loi exponentielle &(A) de parametre caractéristique A a pour densité de probabi-
lité fy(x) = Ae A* pour x = 0 et fj(x) = 0 pour x < 0. Soit une variable aléatoire X
distribuée selon laloi &(A).

1. Donner l'expression de la fonction de répartition Fy(x) = P[X < x| et de la
fonction de répartition complémentaire [Ffl(x) = IP[X > x].

2. Donner l'expression de la transformée de Laplace B*(s) = [E[e_SX ] et de la
fonction génératrice des moments M(s) = E[e*X].

3. Donner I'expression de la moyenne E[ X] et de la variance Var{X}. Que peut-
on dire du coefficient de variation carré cv? = Var{X}/E[X]*?

4. Déduire de M(s) I'expression des moments M; = E[ X]. On utilisera un déve-
loppement en série de I'exponentielle dans I’expression de M(s) et on admet-
tra ensuite que 'on peut échanger l'intégrale et le signe somme de la série.
Retrouver I'expression des moments d’ordre 1 et 2 et de la variance de X.

5. Démontrer la propriété sans mémoire :
P Xzx+ulXzu]=P[X=x|,Vx=>0,Yu=0

Réciproquement, démontrer que la seule loi absolument continue vérifiant
cette propriété est la loi exponentielle. Interpréter cette propriété.
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6. Soitune suite X7, X5, ..., X, de variables aléatoires iid de loi &(1). Notons S;, =

X1+ X, +...+ X,. Démontrer que la loi de S;, est la loi Erlang(n, 1) de densité
ey 2 n,n-1,-Ax
de probabilité : f;, 1 (x) = %ﬂ[gm[(x) ;

7. Calculer la fonction de répartition de la loi Erlang(n, A).

Solution

1) Soit [y, la fonction de répartition de la loi exponentielle de parameétre A. Par défi-
nition, pour tout x e R :

X X
Fa(x) =P[X <x] =f f,l(u)du:f }Le_’l”ﬂ[oyoo[(u)du
—00 —00
Onadonc:
X
Vx>0, [F,l(x):f e Mdu=[—eMF =1
0

et pour tout x <0,
[F;L(x) =0.

On en déduit 'expression de la fonction de répartition complémentaire :
Fox)=P[X>x|=1-P[X<x]=1-F(x).
D’ol:
SR Mo
2) On pose B*(s) = E[e™**] et M(s) = E[e**]. On a alors :

+00 A

0 s=A

o A
M(s) :f e e M1 o (x)dx :f AelSM¥dx = [e“‘”x
R 0 s—A

3) On calcule 'espérance de X.On a:

E[X] = fxfl(x)dx
R

o0
= f Axe Mdx
0

(e}
= [—xe"lx
0
| S —

(e 9)
+ f e Mdx [Intégration par parties]
0
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Pour calculer la variance de X, on commence par calculer le moment d’ordre 2 de
X.Ona:

+00
E[X?] = f Ax?e M dx
0
o0
= [—xze_“]o +/ 2xe Mdx
[ —— 0
=0
B B 2
= _[E[X]_ﬁ

On en déduit la variance de X : Var{X} =E[X%]-E[X)? = %, ce qui implique que :

Var{X} B
E[X]2

4) En utilisant le développement en série de I'exponentielle et en admettant que 'on
peut échanger I'intégrale et la somme, on a, pour tout s< A :

M(s) = E[eX]= f e fi(x)dx
R
o) k
= (5 fax)dx
Rj—o K

Z% x* fr(odx
k=0 " Jr

= ¥ SExk
k=0 "
Or,
A 1 x gk
MS = —_—= = —_—
W=7 1-3 ,;)Ak
Donc:
oo Sk e i Sk
S =Y e
oA S k!

pour tout s < A. I s’ensuit que E[X*] = % On retrouve E[X] = 1/1 et E[X?] = 2/A2.

5) Soient x=0,u>=0,0na:
PXzu|P[Xzx+ulX=u] = P([Xzx+u|n[X=ul)

= P[Xzx+u|P[X=ulX=x+ul.
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P[X = x+u]
P[X = u]
[X=x+ulc[X=u|etdoncP[X=>ulX=x+u|=1Onadonc:

Dou:P[X=x+ulX>u| = P[X = ulX = x + u]. Comme x est positif,

P[X=x+u] F{x+u) e Aotw
PX>u]  Fuw e

On dérive de ce qui précede les égalités :
P[X=x+ulX>u]=e™=Fx)=P[X>x]

ce qui signifie exactement que [ (x + u) = F{ (x)F¢ (u). Réciproquement, on suppose
que X est une variable aléatoire absolument continue dont la fonction de réparti-
tion F vérifie : F(x + u) = F¢(x)F°(u) ol x et u sont positifs ou nuls. On en déduit
que In(F¢(x + u)) = In(F°(x)) + In(F(u)). Comme F€ est continue et décroissante, la
relation précédente implique I'existence d'un A > 0 tel que : log(F¢(x)) = —Ax. Par
conséquent, F°(x) = e~**, de sorte que X suit bien une loi exponentielle.

6) On procede par récurrence. Pour n = 2, S» = Xj + X». Comme X; et X» sont in-
dépendantes, la densité de S est la convolution des densités de X; et X : fs,(s) =
(fx, * fx,)(8) = fuqa fx, (0) fx, (s — x)dx. Comme les densités fx, et fx, sont toutes les
deux celles de la loi exponentielle, on a, pour x=0:

fs,(8)

fRfa(u)fA(x— w)du

j;/lze_/lue_)t(x_u)lﬂ[l)&oo[(u)ﬂ[0,+w[(x —uwdu

jl; /12 e_/lxﬂ[O&oo[ﬁ]—oo,x] (w)du

= Aze‘ﬂxfwﬂ[o,x](u)du

— /12€—ﬂxx

fo,0(9)
Pourlerang n, S,, = S;—1 + X, et on suppose que laloide S;_; est:

An—l xn—2 e—/lx

fnfl,/l(x) = (n—2)

La densité fs, de S, est donc la convolution de f,,_; 1 par f}, puisque les variables
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aléatoires S;—1 et X sont indépendantes. On a donc, pour tout x=0:

fs,(x) (fr-1,2 * A (X)

/l"‘lt"‘ze‘“ o
\[Rwle Mx=1) ﬂ[oyoo[(t)ﬂ[o,oo[(x—t)dt

A" 1
= (n_z)'er"‘ze— o, (Dd1
_ AN e—/lx tn—l X
(n—=2)! n-1]g
Anxn—le—?tx
T T e
= fur(x).

Laloi de S;, est donc bien celle d’Erlang.

7) Pour tout x < 0, la fonction de répartition [, 1 (x) de laloi Erlang(n, 1) vaut 0. Pour
toutx=0,ona:

[Fn,ﬂ(x)

f far(n)dt
0

xlntn—l —-At
f —edt

o (n=1!

A" ([_l tnflef/lt
(n—-1)!

x+ lfx(n—l)tnfze*;”dt
/1 0 /l 0

[Intégration par parties]

_ AN (_lxn—le—ﬂx) . fx /1"—1 tn—Ze—Atdt
(n=-1'\L A 0 (n-2)!
ml 1,-1
= F,_ S n-1,-Ax
n-1,1(x) -1

Par une récurrence immeédiate, nous obtenons :

n-1 n-1

F =F )= Y Sy leMx
nA(X) =F12(x) kgi(”—l)!

Etant donné que :

x X X
IFM(x):f fM(t)dt:f Ae‘“dt:[—e-“] e
0 0 0
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nous concluons que :

n-1 2 k
Fpa(x)=1-)_ exp(-Ax) ( If') pour x =0
k=0 :

EXERCICE 3.14.— [Loi de Poisson]

Laloi de Poisson de parameétre ou d’'intensité A est la loi de toute variable N prenant

n
ses valeurs dans N avec P[N = n| = e*%,

1. Quelle est la valeur de la moyenne E[N] d’une variable aléatoire N qui suit
une loi Poisson(A) ?

2. On observe des clients a 'entrée d'un systéme. Le processus d’arrivée des
clients est tel que les intervalles entre les arrivées des clients sont des variables
aléatoires iid de loi exponentielle £(A1). Montrer que le nombre de clients a
I'entrée du systeme pendant un intervalle de temps de 1 (unité de temps) suit
laloi de Poisson de parametre A.

Solution

1) Si N suit une loi de Poisson de parametre A, 'espérance de N est

2) Soit N le nombre de clients a I'entrée du systéme pendant un intervalle de temps
de 1 unité de temps. Soit X, l'instant d’arrivée du premier client et X; le temps
écoulé entre les instants d’arrivée des clients i et i + 1 pour i = 1,2,.... Le temps total
écoulé jusqu’al’arrivée du client n est alors S, = Z?zl X;. Comme les X; sont suppo-
sées iid de loi Exp(A), 'exercice précédent nous dit que S, suit une loi Erlang(n, A).
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La probabilité que le nombre de clients N soit exactement n pendant un intervalle
d’une unité de temps est alors P[N = n| = P[S,, < 1 < S,+1]. On peut alors écrire que
[Sn<1<Spa]=[Sn<1]N[1<Spa1] = [Sn<1]N[Sns1 <1] = [Sn <1\ [Sps1 < 1].
Comme [Sy+1 <1] €[S, < 1] et que, de maniere générale, P(A\ B) = P(A) - P(B) des
que Bc A,ona:

P[Sn<1<Sn+1] P Sy <1\ [Sps1 <1])

P[S,<1]-P[Sy+1<1]
= Fua)=Fup1aD

n-1
Puisque F, 7 (x)=1- X e Ax (A,iﬂ)k T[0,001(x) pour la loi Erlang(n, 1), ona:
k=0 :

n—1 3 A,k n _ A,k B /1”
IP[N:n]:(l—ZeAH)—(I—Ze’lﬁ):e AZ

!
k=0 k=0 n.

La variable aléatoire N suit donc une loi de Poisson de parametre A.

EXERCICE 3.15.- [Régression linéaire]

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles. On cherche a estimer Y a partir de
X par la variable aléatoire : Y, ;, = aX + b ou a et b sont des réels a déterminer. On
cherche donc a minimiser I'erreur quadratique moyenne entre Y et son estimé Y, 3,
définie pare,, =E [IY - Yayblz]. Calculer les valeurs de a et b qui minimisent e, j et
donner alors I'expression de Y, ;, obtenue pour ces valeurs. Donner une interpréta-
tion géométrique du résultta obtenu.

Solution

Méthode 1 : On procede par dérivation. On a:

€abp = [E[(Y_ Ya,b)z]

E[(Y —aX - b)?|

E[Y?| -2aE[XY]|-2bE[Y] + a®E[ X?] + 2abE[ X] + b*
Ceci implique que :

66“'b
oa

= —2E[XY] +2aE[X?] + 2DE[ X]

0¢q,p

St = —2E[Y ] +2aE[X] +2b

On atteint un extremum de €, ;, en annulant ces deux dérivées partielles. On a alors :

Qab _ E[XY] = aE[X?] + bE[X]
= (3.3)
Ocqp E[Y]=aE[X]+b
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Les valeurs de a et b qui annulent ces dérivées partielles sont alors :

. covfxy}

a = Var{X}

b= Elv)-Ex St
Var{X}

Il faut alors vérifier que ces deux valeurs correspondent bien a un minimum de €.
Pour cela, on peut montrer que /€, est une fonction convexe du couple (a, b). Pour

tout u = (a, b), on posera g(u) = /€, 5. On remarque alors que g(u) = \/E[ (Y - uTZ)2 ]
avec Z = (X,1)T. Etant donné u € R?, v € R? et A € [0,1], il faut montrer que g(Au +
1-Mvy<slgw+1-1)gw).Ona:

glu+1-A)v)

\/[E[(Y—()Lu+(1—/1)v)TZ)2]

\/[E (A —uT 2+ - D(Y =07 2)))
\/[E (A - uT 2))] + \/[E (-1 -7 2))?]

WE[(Y - 2)P |+ =0y [E|((v =07 2))?]
Agw) +(1-1)gv)

N

N

N

La fonction g est donc bien convexe. L'estimée Y, ;, de Y sous laforme Y, ;, = aX+b

est alors :
COVy)y

? =
Var{X}

(X—[E[X])+[E[Y]

Méthode 2 : Le théoreme de projection indique que €, = E[(Y — (aX + b))?] est mi-
nimal si 'erreur Y — (aX + b) est orthogonale a tout vecteur de I'espace engendré
par X et 1: Q — R tel que 1(w) = 1 pour tout w € Q. Cette condition d’orthogonalité
conduit directement A E[(Y —aX — b)X] =0 et E[(Y — aX — b)T] = 0. En développant
ces égalités, on retrouve celles de (3.3), ce qui est donc plus rapide que la méthode
par dérivation. Cependant, il faut noter que I'application du théoreme de projec-
tion n’est pas totalement licite dans 'espace £2(Q, B, P). En effet, dans cet espace,
il existe des variables aléatoires X telles que E[X?] = 0 sans que X (w) soit nul pour
tousles w € Q, ce qui fait que g(X) = /E[X?] n’est pas une norme sur cet espace . Le
théoréme de projection ne s’applique donc pas, théoriquement, dans £2(Q, %, P). 1l
fonctionne cependant dans un espace légerement différent de £2(Q, B,P), de sorte
que méme si 'application du théoréeme de projection dans £?(Q, %, P) n'est pas
parfaitement rigoureuse, elle fournit quand méme le bon résultat.

EXERCICE 3.16.— [Fonction caractéristique et indépendance]

Soient X7, X, deux variables aléatoires discrétes et indépendantes, et Y une nouvelle
variable aléatoire définie par Y = X + X>.
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1. Quelle est la fonction caractéristique ®y (u) de la variable aléatoire Y ?

2. En supposant que les lois de X; et X» sont de Poisson de parameétres 1; et Ay,
quelle est la loi de la variable Y ?

Solution

1) Par définition de la fonction caractéristique, on a :

Dy (u)

[E[eiuY] — [E[eiu(X1+X2)]

[E[eiuY] — [E[eiuXI][E[eiuY] — [E[eiqu]

D, (1) x px, (1)
en raison de 'indépendance des variables aléatoires X; et X».

2) Si X; et X, suivent des lois de Poisson, leurs fonctions caractéristiques s’écrivent
Oy, = eM @D ot Dy, = e?2@"=D Augsi, ona @y () = eM1+12)€"-1 pgr conséquent
Y est une loi de poisson de parametre d’'intensité 1; + A,.

EXERCICE 3.17.— [Loi de Poisson de parameétres aléatoires]

Soit une variable aléatoire X qui, conditionnellement a une variable aléatoire A po-

sitive ou nulle, suit une loi de Poisson d’intensité A. Pour tout n € N et tout A € [0, 0],
onadonc:

/’t}’l

P[X=nlA=A]=e*=

n!

Déterminer la distribution de la variable aléatoire X, c’est-a-dire, les valeurs P[ X = n|

pour n €N, en supposant que 'intensité A suit une loi exponentielle de moyenne (.
_A

On rappelle qu'une densité de A est alors fj (1) = ’—lle B 110,00f(A).

Solution

PourtoutneN,ona:

P[X = n]

f P[X = n|A=A]fadA
R

o0 n
f ef’l/l—lefﬁd/l

0 !

® A" 1
f __e—/1(1+1/,u)d/1
o nlpu

En posant u(A) = & et v(1) = —ﬁe"m“/“), on effectue une intégration par par-
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ties dans 'intégrale de la derniere égalité, de sorte que 'on obtient :

o0
P[X=n] = f u)v'()da
0
= [uyv)]y —f ' Dr)da
0
[e’s) -1
_ A_nle—/l(l+1/,u) i 1 © A" e~ A+ g
nl u o 1+tpJo (n-1!
= LP[X =n-1]
p+1
Par une récurrence immeédiate, on obtient : IP[X = n] = (Mﬁ—z)nP[X = 0]. Comme :
P[X=0]= foo Leaasmgy o L[L_ L o] L
0o M pul 1+1/u 0o M+l
on aboutit finalement a :
un
IP[X = n] =
(1 +’u)n+l
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EXERCICE 3.18.- [Convergences presque stires de suites de variables aléatoires]

Soit (X;) une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-
buées telles que E[ X,,| = p et Var{X,,} = 0. On considere deux variables aléatoires :

1 & 1 & )
My==) X; et Vy=—) (X;i~Mp)
nis nis

1. Montrer que la suite (M) converge presque slirement vers (..

2. Calculer la moyenne de V.

3. Montrer que V,, converge presque siirement vers o>,

Solution

1) Puisque X;, ..., X;; sont n variables aléatoires iid d’espérance finie, alors la loi forte
des grands nombres nous dit que %Z;’zl X; converge presque surement vers E[X;].

p.s.
Onadonc M,, — pu.

n—oo
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2)Ona:

E[Vy]

1 n
= Y El(X; — Mp)?]

i=1

E[X? + M5 —2X; Mp)

M=

S|
W

2 n
E[X?) +E[M?] - n[E[MnZXil
i=1

I}
S|~
M:

1l
—_

1 n n
- - Y EIX7]+E[M5]—2E[M5] [Car ) X; = nM,]
i=1 i=1

E[X?) - E[M?]
1

I}
S|~
[\/]=

i
= (0?+u?)-E(M2) [CarE[X,] = petVar{X,}=0?]

Par indépendance des X;, Var{M,} = #Var{zyzl Xi} = n2 Y Var{X;} = 152 0n
en déduit E[M2] = Var{M,} + E[M,]* = 162 + 1%, ce qui permet d’aboutir a:

n 2
E(V,) =——o0
n

3) On écrit que :

1 & 1
Vo = _Z( i_Mn)Z:_Z[(Xi_ﬂ)—(Mn—[J)]z
niz ni3
1n
= ;Z((Xl W+ (M — ) ——(Mn M)Z(Xl p))
i=1 i=
1 n
= ;Z((X %+ (M — __(Mn N)ZX )
i=1 i=1
— li( —n2 _ 2_3 _ _
= W+ My — ) (M, — ) (nMp, — np)
nis n
ln
= = Y (Xi— )+ (M — ) = 2(Myy = )
=1
— lli X — (M 2
= - =My -

Puisque M, 2 pd’apres ce qui précede, on a (M, — ,u)2 "> 0. Posons Y; = (X;—w)?

pour i = 1,2,...,n. Les variables aléatoires X; étant iid, les Y; sont elles-aussi iid.
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Comme on a E[Y;] = 02 puisque E[(X; — u)?] = 02, on applique la forte des grands
nombres pour aboutir a :

On en déduit que V;, converge p.s. vers o> quand 7 tend vers co.

EXERCICE 3.19.— [Application non probabiliste du théoréme de la limite centrale]

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parameétre 1 : X ~ 22 (A).

1. Calculer E[X], E[X?] etla variance de X ?

2. Onsuppose que X) et X, sontindépendantes et telles que X; ~ 2 (1)) et X, ~
Z2(A2). Montrer que X + Xo ~ 2(A1 + A2).

3. Onconsidere une suite X, n=0,1,2,..., de variables aléatoires indépendantes,
qui suivent des lois de Poisson de parametre unité : pour tout n =0,1,2,...,
Xn~2(1).0npose S, =X1+Xo+...+ X,

a) Quelle estlaloi de Sy, ? Soit [, la fonction de répartition de la variable aléa-

: _ k
toire S,. Montrer que F,(n) =e " ¥} _, L

S, — . . s .
b) Montrer que Z, = ”\/ﬁ” converge en loi vers la loi normale unitaire centrée.

n nk
¢) Déduire des questions précédentes que lirlln e " Z i 1/2.
k=0 ™*

Solution
1) Soit X ~2?(1).0Ona:

[es) )Lk oo Ak

- @ AF -1 -1 A -2
E[X] = kP X =k| = k—e " = et=A —e "=ete =1
L=k = e = L o T
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Le moment d’ordre 2 est maintenant :

E[X?] = szp[xzk]
k=0

= e M2t +e et = 1+ 22

D’ol Var{X} = E[X?] - E[X]? = 1

2) On commence par calculer la fonction caractéristique d'une variable aléatoire
X ~ P (A). Par définition de la fonction caractéristique :

8

(/16”) _ —Aelei’

k
Dy (1) = 1tx Z tku;DX ]C] Zeitk% -1 _ —AZ
0 !

Donc @ (f) = eM¢'~D Considérons maintenant deux variables aléatoires X, et X»
telles que X; ~ (1) et Xo ~ Z(A,). La fonction caractéristique de Y = Xj + X> est
donnée par :

Dy(r) = Dx (HDx, (1) [car X; et Xp sont indépendantes]
exl(eif—l)exz(eif—l)

[Par le résultat précédent]
M +A2)(e ' -1)

On voit donc que @y est la fonction caractéristique d'une variable aléatoire de Pois-
son de parametre 1; + A2. Onadonc Y ~ P (A1 + Ay).
3) a) Une récurrence immeédiate du résultat précédent montre que S, ~ 22 (n).

b) Par définition de la fonction de répartition, on aF,(n) = [S n < n] Dong, F,(n) =
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n
Y. P[Sy = k|. Puisque S, ~ 2 (n), P[S, = k] = %ke’ﬂ, d’ot1 le résultat.
k=0 :

¢) Les variables aléatoires Xj, ..., X;, sont identiquement distribuées et indépendantes.

D’apres le théoreme de théoreme de la limite centrale, S’:/%';m converge en loi vers
A(0,1) avec m = E[X;] et 0 = Var{X;}. Comme Xj ~ 2 (1),onaE(X;) = Var{X;} = 1
Sp—n

d’apres la premiere question. On en déduit donc que Z,, =
H(0,1).

NG converge en loi vers

d)Ona [Z, =0] =[S, = n]. Donc P[Z, = 0] = P[S, = n|. Comme Z, converge en
loivers A (0,1), lim,—.ooP[Z, = 0] =P[U = 0] avec U ~ A/(0,1) car 0 est un point de
continuité de la fonction de répartition de la loi .4°(0,1). Or IP[U = 0] =1/2, ce qui
permet de conclure.

EXERCICE 3.20.— [Convergence en probabilité]

Soit (2, %, P) un espace probabilisé modélisant une expérience aléatoire et A € 2.
Au cours de n répétitions de la méme expérience, on mesure la fréquence relative
Z, de'événement A, c’est-a-dire le rapport entre le nombre de fois ou1 I'événement
A est réalisé sur le nombre n total de tests. On suppose que les n répétitions de
I'expérience sont indépendantes.

1. Exprimer Z, a 'aide de n variables aléatoires X1, X», ..., X;; qui seront suppo-
sées indépendantes et identiquement distribuées (iid) selon une loi de Ber-
noulli pour des raisons que 1'on explicitera et qui caractérisent I’'occurrence
ounon de l'événement A. Quelle est alors la valeur du parametre p de laloi de
Bernoulli commune a toutes ces variables aléatoires X} ?

2. Montrer que la fréquence relative Z,, converge en probabilité vers la valeur p
en utilisant 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Solution

1) Pour tout k € {1,2,..., n}, soit la variable aléatoire X; définie par Xj. = 1si A estréa-
lisé lors de la k-ieme réalisation de I’expérience, et X;. = 0 sinon. Ces variables aléa-
toires seront supposées iid puisque nous considérons des répétitions de la méme
expérience aléatoire et que ces itérations de cette méme expérience aléatoire sont
supposées indépendantes. Ces variables aléatoires seront donc supposées suivre
une méme loi de Bernoulli. Le nombre de fois ou I'événement A se produit parmi
les n itérations de notre expérience est alors }.;'_; X et la fréquence relative d’oc-
currence Z, de I'événement A est donc: Z, = %ZZ:I X}.. Dans le modele choisi, on
aP[X,=1] =P(A) et P[ X, =0] = 1-P(A), pour tout k = 1,2,..., n. Aussi, la valeur
du parametre p de la loi de Bernoulli commune choisie pour tous les variables alé-
taoires Xy est p =P(A).

2) On a E[Xy] = p et E[( X} — E[Xx])?] = p(1 — p) pour tout k = 1,2,...,n. Par consé-
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quent E[Z,] = p. On calcule maintenant la variance de Z,, :

Var{Z,}

1 n
Var{; kz Xi}
-1

1 n
= n—Var{ Y X} [CarVar{aY} = a®Var{Y} pour tout réel a

et toute variable aléatoire Y]

1
= — Y Var{Xy} [Carlavariance d'une somme de variables aléatoires
n

décorrélées est la somme des variances de ces variables
aléatoires]

p(1-p)
n

On applique maintenant 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Soit € > 0,

Var{Z,} _pa-p

P12y ~ElZnll > €] < — 3

- . . . pl-p) _
D’ot le résultat puisque llrrln —==0.

EXERCICE 3.21.— [Application du théoréme de la limite centrale a un calcul d’in-
tervalle de confiance]

Nous nous intéressons aux résultats d'un référendum au sein d'une large popula-
tion, de taille N. Chaque individu peut voter oui ou non (on néglige les abstentions).
Nous cherchons a déterminer le pourcentage de oui, qu'on notera p. Nous dispo-
sons pour cela d'une sous-population de taille 7 tirée au hasard.

1. Si S, désigne le nombre de oui, quelle est la loi suivie par Sy,

2. Soient les variables aléatoires X1, X, ..., X, avec Xi = 1 si le k*™ individu a
répondu oui et X = 0 sinon. On suppose que ces variables aléatoires sont iid
(ce qui peut étre discutable suivant la fagon dont sont choisies les personnes
interrogées) de méme loi de Bernouilli 2 (p). On a donc p = P[X; = 1] pour
tout i = 1,2,...,n. Une estimation de p peut étre donné par S, /n. Calculer la
taille de I'’échantillon 7 (en fixant un nombre positif € et une probabilité d’er-
reur ¢ qu'une méthode basée sur le théoreme de la limite centrale préconise
pour avoir

Sn Sn
e| =L Lye
PEl% %%

avec une probabilité de se tromper au plus égale a a.

3. Analyser les limitations de la méthode.
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Solution

1) S, suit la loi binomiale % (n, p) : P[S,, = k] = Ck p*(1 - p)"~¥ ot1 p désigne la pro-
portion de oui, ou la probabilité qu'un individu pris au hasard vote oui.

2) Etant donné a et &, on cherche donc les valeurs de n pour lesquelles IP[| 37” - p| >e] <

@, ce qui équivaut a avoir IPHS—n” -p|se]>1-a.0nasS, =X +...+ X, ol les X;
sont supposés iid. On approxime alors la loi de s_r:, al’aide du théoreme de la limite

centrale. Comme E[S,/n] = p et Var{S,/n} = @, on dérive du théoréme de la

limite centrale que S'\’/_ﬁ';p converge en loi vers la loi .A4(0,1) avec 0 = \/p(1 —p). On

sait de plus que la convergence de la suite des fonctions de répartition des variables

aléatoires S:’/%Zp est uniforme vers la fonction de répartion de la loi .A4(0,1). Comme
Sn — Sn_ .
P| 7_’”‘ <e] =P[|>2F < &7 et que:
fﬁ;” 12 zf“f 12y f(g\/ﬁ)
—e X = —e x=erf| —
- \om 0 V2rn V2o

avec

erf(x) = 2 fxe_tzdt
==,

on peut alors écrire pour tout 17 > 0, il existe N € N tel que pour toutn= N :

e\/ﬁ)
V20

<7

e

—erf(

Sn
|7—p|56

S—n” —gSn e] avec une probabilité de se tromper au plus égale a «a,

Pour avoir p € -

il suffit que :
erf(ﬂ) =2l-a-n
V2o

ce qui équivauta:
2

20
n= E—z(erf_l(l—oc—n))2

La valeur o n’est pas connue. Mais on a 0 = y/p(1 — p) < 1/2. Le nombre d’échan-
tillon minimal que fournit cette méthode est donc :

1 2
Nmin = — (erf 1(1—a -
min 262 ( ( 77))
3) Certes, on peut choisir 7. Mais on ne connait pas la valeur N a partir de laquelle les

calculs précédents sont valables. Rien ne nous dit alors que nmin est effectivement
supérieur a cette valeur N.
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EXERCICE 3.22.— [La convergence presque siire n’'implique pas la convergence en
moyenne d’ordre quelconque et donc, la convergence en probabilité]

Soit une variable aléatoire U uniformément répartie sur [0,1] : U ~ % ([0, 1]). Pour
tout n € N*, On pose X, = e" 19,1/, (U). Montrer que (X,)en+ cOnverge presque
stirement vers 0 mais que (X;),en+ Ne con-verge pas en moyenne d’ordre g pour
tout entier g = 1.

Solution

Soit un espace probabilisé (2, %8,[P) et suppsons U défini sur 1"espace probabili-
sable (Q, ). Soit Qg, 'ensemble des w € Q tels que U(w) = 0. Comme U ~ ([0, 1]),
P[U = 0] = P(Qo) = 0. Pour tout w € Q\ Qy, lim,, X, () = 0 puisque X, (w) = 0 pour
tout n = 1/U(w). La suite (X,,) ,eny+ converge donc presque stirement vers 0 puisque
lim,, X, (w) =0 pour tout w € Q\ Qg et que P(Q\Qg) =1.

Comme la variable aléatoire X, est discrete et prend ses valeurs dans {0,e"}, on a
E[X,/] = P[X, = e"]e™ pour tout entier naturel g > 1. Or, [X,, = e"] = [U<1/n].
Donc, P[X, = "] = P[U<1/n] = 1/n. 1l Sensuit que E[X,/ ] = ¢”/n. On a donc
lim, E[X,/] =lim, e"9/n = co. La convergence presque siire de X,, vers 0 n’entraine
pas la convergence d’ordre g et ce, quel que soit I'entier g = 1.



Bibliographie

[KHA 94] KHAC K. V., Intégration er espaces de Lebesgue, Hermann, 1994.

[RUD 87] RUDIN W., Real and Complex Analysis, 3¢édition, McGraw-Hill, New York,
1987.

63



