Examens corrigés

Frangois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’'Orsay
Université Paris-Sud, France

1. Examen 1

Exercice 1. Soient H et K deux espaces de Hilbert, soit /' un sous-espace vectoriel arbi-
traire de H, et soit L une application linéaire continue quelconque de F' dans K. L’ objectif
est de démontrer qu’il existe (au moins) un prolongement linéaire continu L:H > K
de I’application L a H tout entier, i.e. satisfaisant E| »= Let IZ]] < oo, dont la norme
d’opérateur reste inchangée : ||L|| = || L|.

(a) Rappeler la définition de la norme d’opérateur || L||.

(b) Montrer tout d’abord que L admet un unique prolongement linéaire continu L' €
Lin(F, K).

(¢) Etablir que I’application h — 77(h), de H a valeurs dans F', « projection orthogonale
sur I », est linéaire continue. Que vaut ||z ?

(d) Considérer I’opérateur L:=1Io 7 et conclure.

Exercice 2. Soit 41, %>,...,%, ... une suite de sous-ensembles convexes fermés non
vides dans un espace de Hilbert A qui satisfont :

Crt1 C C (k>1).

(a) Montrer par un exemple géométrique simple que I’intersection :
o0
Coo =[]
k=1

peut se réduire a I’ensemble vide.

(b) On suppose dorénavant que 6., # (. Vérifier alors que %, est un sous-ensemble
convexe fermé de /1.

(c) Fixons a présent un élément h € H arbitraire. Pour tout entier £ > 1, on note :
hi := 74, (h)
le projeté de h sur 6, et aussi :

Tao (R)
le projeté de h sur 6. Vérifier alors que :

b= bl < I = s | < e = 7 ().
1
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(d) Qu’en déduire sur la suite (| — hy[?),_, ?

k>1

(e) En utilisant I'identité du parallélogramme (que 1’on rappellera ou que 1’on reconsti-
tuera), établir que la suite (hy)x>1 est alors nécessairement de Cauchy dans H pour la
distance associée a la norme hilbertienne.

(f) Sion note :
hoo = lim hk,

k—00

montrer que 1’on a, pour tout g € €, :

Re (h — hoo, g — heo) < 0.

(g) En déduire :
hoo = T (h)u

et énoncer le résultat obtenu sous la forme d’un théoreme clair.

Exercice 3. Si f € %O(T), alors pour tout n € N*, la n-¢eme somme de Fejér est continue
sur le cercle T et satisfait :

low()llgo < [ flwo-

Exercice 4. Calculer les coefficients de Fourier de la fonction f: R — R définie pour tout
0 € [—m, ] par :

92
f(0) = 1—pa

et prolongée comme fonction 27-périodique (continue) sur R tout entier.
Exercice 5. On considere la série de fonctions :

sin(nd
>

n=1

(a) Montrer que cette série converge uniformément sur R. On note S(f) sa somme.
(b) Montrer que S est de classe € et 2m-périodique.
(c) En développant sin®(nf), exprimer S(6) en fonction de (justifier aussi I’existence) :

o(0) := Z M

n!
n=1

(d) Montrer que S(6) est développable en série de Fourier et trouver son développement.

(e) En considérant aussi :

=, cosnf
T(0) == Z T
n=1 :

calculer explicitement 7(0) + io(6).

(f) En déduire que pour tout § € R, on a la formule explicite :

5(9) = %sin(sin ‘9) eC059 . isin (sin 39) ecos30.
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Exercice 6. Soit f € ¢°(T) ayant une série de Fourier de la forme ), b, sin (nf) avec
b, € R.

(a) Montrer que ses sommes de Fejér o,,(f)(0) sont impaires et en déduire que f elle-méme
est impaire.

(b) On considere la fonction F': R — R définie par :

F (o) ::—/0 F(t)dt.

Montrer que F' est 2m-périodique, de classe 6, et que ses coefficients de Fourier sont
donnés par :

~ 27 dt

F(0) = tf(t) —

0= [ g

~ 1

F(k)=—0 kelZ.
(k) 20| K, VkE€E

Exercice 7. Soit f € ¢°(T). Montrer que la série :

Z f(k)
k
kEZ
est absolument convergente.
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2. Corrigé de I’examen 1

Exercice 1. On supposera F' # {0}, car si F' se réduit a {0}, ’application linéaire continue
H — K identiquement nulle convient comme prolongement de 1’application nulle {0} —
K préservant la norme d’opérateur.

(a) La norme de I’opérateur linéaire :

L: (F - la) — (K, |- |x)

est classiquement définie par :

L
10 = sup 5 — aup 1)1

f#0 IFl=1

(b) Tout élément ? € F de I’adhérence du sous-espace vectoriel /' C H s’obtient comme
la limite dans H d’une certaine suite ( fx)x>1 d’éléments f; € F, laquelle est alors néces-
sairement de Cauchy. Or la majoration uniforme :

[L(fxs) = L)l < WL Sro = ool

montre que la suite (L( fk)) ps1 ©St alors aussi de Cauchy dans I’espace de Hilbert /<, lequel
est complet par définition. Donc il existe un unique g € K tel que limy_, L(fx) = G.

Maintenant, cette application (noter le léger changement de notation par rapport a
I’énoncé, ou le prolongement L était noté L) L qu1 a un tel f € F associe ce g est li-
néaire, puisque, si f, — f el sig = L(f), Y= 7 eF,sig = L(f ),et si
X', A" sont deux constantes arbitraires, la suite ' f, + A" f/ converge vers X T+ NTF et
on déduit de la linéarité de L que :

dim LN fL 4 X ) =N lim L(f) + X' im L(f{) = NG + X',

donc I’unique élément que L associe 2 X'f + \'f est bien égal a N f(?l) + N Z(TN).
Ensuite, en passant a la limite dans les inégalités :

Il < DL el (k>1; fr e F),
on obtient :

IZ(f )IIK I Hf||H,
et done | <
L}, = L, on améme, plus précisément :

LI = IL]-

Enfin, si deux applications linéaires continues L,: F' — K et Ly: F — K prolongent

toutes deux L: F — K, a savoir Li|,. = L et Ly|_. = L, alors, puisque tout élément

7 r
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élément f € I de I’adhérence de F peut s’€crire comme la limite f = limp_y00 fr d’une
suite d’éléments f;, € F, et puisque L; et Ly sont continues, on voit que :
= lim L = Ly( | =Ly f
kl_)moo 2(sz) 2<k|—>moofk) 2(f)>
d’ou Zl = ZQ. B B o
Ainsi ’application L définit I’'unique prolongement linéaire continu L € Lin(F , K ) de
L, ¢’est-a-dire satisfaisant L 5= L.

(¢) D’apres un résultat du cours, puisque F est fermé, I’espace de Hilbert H se décompose
comme somme directe orthogonale :

——
H=FoF
de F avec son orthogonal :
_L p—
F={geH: (9,f))=0,VfeF},
lequel est lui aussi fermé. Ainsi, tout élément h € H se décompose comme :
h=mp(h) + mps (h),
ol les deux projections 77 (+) et 71 (+) sont lin€aires, et 1’orthogonalité assure que le théo-
reme de Pythagore est satisfait :
2 2 2
[8* = |l=z®M)" + a5 (M)
Mais alors, si on néglige le second terme a droite qui est positif, cette égalité peut €tre vue
comme une inégalité :
2 2
|27 = ||==(R)]",
laquelle exprime que la norme de I’opérateur de projection orthogonale 75(-) est toujours
< 1. Enfin, puisque cet opérateur se réduit a I’identité en restriction a2 /' # {0}, on a en
fait :
Izl = 1.
(d) L’ opérateur L:=TLo 7 est linéaire continu, puisque L et 7 le sont tous deux. De

plus, grace a la majoration connue de la norme d’opérateur d’une composition d’opérateurs

continus : _ _
1L < WL ezl
——

=1
=1L
= [IL1l,
on voit que L est continu lui aussi, de norme d’opérateur majorée par celle de L. Mais
comme sa restriction L! » = L aF # {0} est clairement égale & L par définition, il se

trouve que || L[| = ||L| en fait.
En conclusion, il existe (au moins) un prolongement linéair(i continu L.: H — K de
I’application L a H tout entier, i.e. satisfaisant L| » = Let|L]| < oo, dont la norme

d’opérateur reste inchangée : ||L|| = ||L||. Ce théoréme est vrai plus généralement dans
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n’importe quel espace vectoriel normé (espace dit de Banach), d’apres le fameux Théoreme
de Hahn-Banach (cours de M1).

Exercice 2. (a) Dans H = R?(z, y), une famille de demi-espaces fermés a bords paralleles
qui est poussée a Iinfini telle que, disons, %} := {x > k}, offre un exemple simple de suite
de sous-ensembles convexes fermés non vides 61, 6>, . . . , €, . . . emboités les uns dans les
autres : 641 C 6}, mais dont I'intersection (,—, €} = () est vide.

(b) L’intersection ﬂ?:l . =: © est toujours un fermé, car au niveau abstrait de la
topologie générale, une intersection quelconque d’ensembles fermés est encore fermée,
sachant que I’ensemble vide est un fermé lui aussi.

Si % est non vide, soient f, g € €. Alors pour tout entier k, ces deux éléments f et
g appartiennent a .. Mais puisque %}, est convexe, le segment fermé {¢f + (1 —¢)g: 0 <
t < 1} qu’ils délimitent est contenu dans %, et ce, pour tout &k > 1. Donc ce segment est
aussi contenu dans 1’ intersection €, de tous les %}, d’ou il découle que %, est convexe.

(c) D’apres un résultat du cours, si h € H est un élément arbitraire, ses projections hy :=
¢, (h) (K = 1) et 4 (h) sur les convexes fermés %, (k > 1) et €, existent et sont
uniques. Or a cause des deux inclusions :

b C Cry1 €t Crp1 C G,
on a immédiatement :
. (h) € €1 et hypr € G,
et alors grace aux deux propriétés de minimisation de la distance :
Ih = hisal = min Jh—g] et |h—h] = min 7 —g|
on peut en déduire, si I’on pose g := m¢,_(h) puis g := hyg,1, respectivement, les deux
inégalités désirées :
[h = hia|* < Jh = me (WP et [h—haf® < [h = hi|*.
(d) On en déduit que la suite de nombre réels tous positifs (Hh —hy, H2) > 1» qui est croissante

et majorée par |h — g (h)| admet une unique limite, disons d., > 0, dans R .

(e) L’identité du parallélogramme, qui remonte a Pythagore et a Euclide, stipule que pour
tous u,v € H,ona:

2
[ul® + Jol” = 2[ 52" + 5 u — o]

Appliquons donc cette identité a u := h — hy, eta v := h — hy, pour deux entiers k; < ko,
en plagant |u — v|? seul a gauche, ce qui nous donne :

hi,+h 2
3 My =l 12 = 1 = T [P+ I = oy | = 2 || b = =572

. . R I TR .
Or, puisque hg, et hy, appartiennent tous deux a 6y, O %,, leur milieu % appartient
aussi au convexe ¢, , et donc encore grace a la propriété de minimisation, on a :

Ih— by | < [l — Mt

b

c’est-a-dire de maniere équivalente en multipliant par —1 :

—||h = P | < h— g
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En revenant a 1’égalité précédente, on en déduit alors une inégalité :
3 Wiy = b | < N = Py | = b = P, |

qui implique que la suite double |hy, — hy, || satisfait la condition dite de Cauchy pour la
distance associée a la norme hilbertienne, puisque nous venons de voir que la suite dé-
croissante positive (Hh — hy HQ) 4>, converge. Par complétude de I'espace de Hilbert 4, la
suite des hj converge donc vers une certaine limite dans H. Soit /., cette limite. Puisque
hi, € €* pour tout k, on a ho, € €.

(f) D’apres un résultat du cours (Théoreme 5.2), pour k fixé quelconque, le projeté hy =
m¢, (h) de h sur le convexe fermé %), est caractérisé par la propriété que :
Re <h_hk>g_hk> goa

pour tout autre élément g € %j. En particulier puisque %, est contenu dans %, cette
inégalité est satisfaite pour tout g € %,,. Mais d’apres la question précédente, la limite :

hoo = lim hk
k—o0

existe, et par continuité du produit scalaire, en passant a la limite quand k£ — oo, la famille
d’inégalités précédentes devient :

Re <h_hooag_hoo><07

pour tout g € 6., ce qu’il fallait démontrer.

(g) Toujours d’apres le méme résultat du cours, ce jeu d’inégalités caractérise uniquement
la projection de h sur le convexe fermé %, donc il en découle que :

hoo = choo(h).

Pour conclure, le théoreme « clair» énonce : 1) que la limite des projetés orthogonaux sur
des convexes fermés emboités en famille dénombrable dont I’intersection totale est non
vide existe; 2) qu’elle est unique; et 3) qu’elle coincide avec la projection orthogonale
sur le convexe fermé qui est I'intersection totale de tous ces convexes fermés ; ce résultat
pourra aussi étre considéré comme mathématiquement plus « clair » si on I’exprime sous la
forme d’une seule équation :
kimoo %, (h) = szo:l G (h)

Exercice 3. Si f € €°(T), alors pour tout n € N*, la n-eme somme de Fejér (exercice
subsidiaire : établir que :

k=+n ‘ | k=+n

K,.(0) = _Z ( —%) eM etque:  an(f)(0) = _Z ( —|nﬁ|) F(k) &)

qui est par définition la n-éme somme de Cesaro des sommes partielles de la série de
Fourier de f :

7
_
Il
+
bl

o (7)(8) = SO+ Si(N)O) - + Sua(HO) _

n

(Z) 61’[9

S|

£
Il
=)
—~
Il

\
By



8 Frangois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Sud

est évidemment continue sur le cercle T, puisque c’est un polyndme de degré < n en les
exponentielles complexes ¢, e=®. D’aprés un calcul du cours, cette somme s’exprime
comme la convolution avec le n-¢éme noyau de Fejér F,, :

T d
ru(£)0) = Fur £ 0)= [ Faln) 50— 1) 5"
donc on peut alors majorer aisément :

bﬂﬁ@ﬂ<nwﬂfW—”ﬂ/?“%W>§%

In|<m
=|f

en se souvenant de la propriété cruciale que, pour tout entier n € N*, I'intégrale sur
[—7, 4+ de ce noyau positif est toujours égale a 1 :

T do
1= [ Ri0)5; = Il

. o

€0,

ce qui démontre finalement 1’inégalité désirée en prenant le maximum sur # a gauche :

lon(Hleo < |f

Exercice 4. Le zéro-eme coefficient de Fourier complexe de la fonction f: R — R, définie
pour tout § € [—m, 7| par :

©0.

fo) =1- 2

s
et prolongée comme fonction 27-périodique (continue) sur R tout entier est égal a :

R

Pour k& € N*, si I’on se souvient que que "¢/ df = 0 pour tout entier [ # 0, le k-éme
coefficient de Fourier complexe de ladite fonction f se calcule grace a deux intégrations
par parties dont la nécessité ne fait pas de doute :

Y _i " 0%\ _—iko
fit) = o [ (%) e as

—T

1 6% 1 . 1 [m201 _,
= |- == —ik6 _ —,—€_Zk0d0
27 w2 —ik o 2n ) m?ik
17201 1" 1 (™21 _
=——|=—=€e" — — —e " db
27?{#2 K2 }_F 2n J_ . m? K2
21
AR

Exercice 5. (a) La série de fonctions :
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converge uniformément sur R vers une fonction continue S(6), puisque qu’elle converge
normalement (et méme tres rapidement) :

Z sin3(n6’)‘ < i 1 < oo,

n!
n=1

n

sachant que n! ~ (
e
sance fixe n“.

(b) - (c) Pourtoutt € R,ona:

)n v 27mn croit plus vite, lorsque 7 tend vers 1’infini, que toute puis-

4sin*t = 3sint — sin(3t),

d’apres une formule classique de trigonométrie que I’on peut retrouver et re-deviner — au

NIETS ’ . . . i0_,—i0\ 3 .
cas ol I’on ne s’en souvienne pas — en développant tout simplement (%) . Si donc
I’on pose :

o(0) = Z sin(n@)’

|
o1 n.

série qui converge a nouveau uniformément grice au méme argument que ci-dessus, on voit
que :

S(0) =30(0) — La(30),

formule que I’on pouvait aussi re-deviner en examinant un peu a 1’avance 1’équation qui
était écrite a la derniere question (f). Pour montrer que S(6) est €°°, il suffit visiblement
de montrer que o () est de classe "*°. Mais si 1’on dérive p fois terme a terme la série o,

on obtient une série :
sin(nd
S o S00)
e n!

qui est a nouveau normalement convergente, puisque n! croit plus vite que toute puissance
fixe n®. D’apres le théoreme classique d’existence d’une série dérivée, il en découle par
récurrence sur p que la dérivée p-eme de o existe, qu’elle est continue et 27-périodique et
qu’elle est donnée par cette série infinie normalement convergente dérivée terme a terme :

o) (9) = Z n? M
n!
n=1

(d) Puisque o(0) est de classe > sur le cercle T = R/27Z, donc en particulier de classe
€1, le théoreme connu de Dirichlet — En fait, le théoréme le plus élémentaire de Dini
s’applique aussi directement, non pas seulement aux fonctions holdériennes de classe €™
avec 0 < a < 1, mais aussi bien entendu aux fonctions de classe 4! qui sont beaucoup
plus régulieres — montre qu’elle s’identifie, en tout point du cercle, a sa série de Fourier :

inf —inf >

o (0) = Z sing!l@) _ Z % e ;ie _ Z 5 (k) ™.

n=1 n=1 k=—00

Mais comme o(f) s’écrit déja sous la forme d’une série trigonométrique absolument
convergente, on en déduit sans aucun calcul — grice a un résultat du cours qui dit qu’une
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série trigonométrique normalement convergente est la série de Fourier de la fonction conti-
nue qu’elle définit sur le cercle — que (0) = 0 et que :

o -3 20

Maintenant, en remplacant ¢ par 36 :

pour |k| > 1,

i3n6 67i3n9

. 1e —
e D e

et en revenant 2 la relation S(0) = 3 o(0) — 1 5(36), il vient 5(0) = 0 et enfin pour tout
k>1:

SBk=2) = 5 (i) SGk-1) =50ty 568 =5 Gam — ih),
S(=3k+2) = 5 Gatg):  S3k+1) =5 Gan),  SE30 =5 Ga —i3):

(e) - () Pour le calcul explicite de 7(0) +i0 (), si I’on introduit, comme cela a été suggéré :

=, cosnb
7(0) := Z ,

n!

on observe en posant z := ¢, que I’on peut écrire 7 + i sous une forme simple :

. 0 ein@ > o .
7(0)+20(«9):Z oy :ZH:e—l
n=1 n=1

qui fait naturellement apparaitre 1’exponentielle complexe e*. Donc on a :
7(0) + io(f) = ¢ = ¢ = eCosIHising _ ccosd pising _ cosf [cos(sinf) + i sin(sind)],
ce qui donne en identifiant les parties imaginaires a gauche et a droite :
o(0) = e« sin(sind).
Enfin, on obtient bien la formule explicite annoncée :

S(0) = % sin (sin 0) e — % sin (Sin 30) e<s30.

0

Exercice 6. Soit f € €°(T) ayant une série de Fourier de la forme ., bysin(nf) avec
b, € R.

(a) Par hypothese, pour tout n € N*, la n-éme somme partielle de la série de Fourier de f
est donc égale a :

Su((O) = 3 besin(ko),
k=1

fonction qui est visiblement impaire. Il en découle que la n-¢éme somme de Fejér o,,(f)(6)
est elle aussi impaire, puisque :

So(f)(6) + 51(f)(O) + - -- + Sua(f)(6)
on(f)(0) = " :
Or d’apres le théoreme de Fejér, la suite (o, (f) (9))n>1 converge uniformément, lorsque n
augmente jusqu’a I’infinu, vers f. Donc f elle-méme est impaire.
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(b) La primitive F': R — R de f définie par :

—/09 F(t) dt

est de classe € sur R tout entier puisque f est continue, et elle est aussi 2-périodique,
puisque I’on a grace a la regle de Chasles :

0+m

F(9+7r)—F(9—7T):—/ f(t)dt =0,

—Tr

cette derniere intégrale s’annulant automatiquement par imparité de f.
Maintenant, calculons en appliquant le théoreme de Fubini a la fonction continue (dont
intégrable) (¢,0) — f(t) le zéro-eme coefficient de Fourier de F :

F(0) = [/f dt]d@———/ Ft) dt/%de
1

:21% Ft) (@t =2myde = — [ tf(t)dt - o
L/—’
=f(0)=0

Ensuite, calculons, a nouveau grace au théoreme de Fubini, le k-eéme coefficient de
Fourier de F', pour un k& € Z* arbitraire :

Pk = —% O% Ma () dt} =0 i — —% 0% f(t)[/tzﬂ ek d@} dt

1
- 2kw

~

o —ikt . 1 -~ ~ B 1
/0 (L=e™™) (0 dt = = (fo, = (k) = == [(k).

Mais comme on a par hypothese :

on obtient bien comme voulu :
F(k —b VkeZ.

Exercice 7. D’apres la formule de Parseval, la série de terme général |f(k’)|2 converge et

est égale au carré de la norme L? de la fonction f € ¢°(T) C L?(T), a savoir 'on a :

, df
S IR = [ 1R g

keZ
= | flZ> < oo
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Mais par ailleurs, I’'inégalité de Cauchy-Schwarz permet alors, pour chaque n € N*, de
majorer la somme partielle a étudier :

SO (s ) (2 )

k|<n k< k| <n
k0 k£0 k#£0
1/2
<M lezey - (25)Y
< 00,

par une quantité qui est bornée uniformément par rapport a n, ce qui montre que la série a

termes positifs ), . @ est effectivement absolument convergente, cqfd.
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3. Examen 2

Exercice 1. Soit f € L .(R) telle que :

R |t

pour toute fonction ¢ € € °(R). Soit (p,);>1 une suite régularisante, c’est-a-dire plus
précisément une suite de fonctions p; € €°(R) telles que p; > 0, ffooo pj(x)dr = 1et
supp p; C [—¢;,+¢;] pour une certaine suite de réels ¢; tels que 0 < ¢; < 1 satisfaisant
Iimj_wo €j = 0.

(a) Montrer que toutes les régularisées f * p; de la fonction f sont identiquement nulles.

(b) Soit a un réel strictement positif et posons b := a + 1. Montrer que, pour tout réel x tel
que |z| < a et pour tout entier j > 1,on a:

pi* f(x) = pj* (Lo f)(2) = 0.

(¢) Montrer que :
+a

1oy £ — 05 * (Lo £) ]| 2/ | f(x)] dz.

(d) En déduire que f = 0 presque partout.

Exercice 2. On considere 1’espace ¢ := ¢°([—1,1], C) des fonctions continues sur le
segment [—1, 1] C R a valeurs complexes, et on le muni du produit sesquilinéaire :

(f, 9) = » f(x) g(x)dx (f,9€%).

(a) Justifier en quelques mots le caractere sesquilinéaire de (-, -), et expliquer bri¢vement
pourquoi || f|| :== +/{f, f) définit une norme sur les éléments f € %

(b) En les énongant soigneusement, rappeler au moins trois théoremes fondamentaux du
cours concernant I’espace L?([—1, 1], C).

(¢) On s’intéresse a la suite, indexée par un entier n > 1, de fonctions (impaires)
fn: [=1,1] — R de ¥ qui sont définies par :
nt lorsque  [t] < %
fult) = {sgn(t) 1 lorsque + < [t] < 1.
Montrer que pour tous entiers 1 < n < m, on a la majoration (non optimale) :
£ £l <
Indication: Majorer séparément fO% et [ j, ou trouver une majoration alternative simple qui

pourra interpréter le role qu’on attend delle.
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(d) Montrer que cette suite (f,, )5, converge pour la norme | - | sur Pespace L?([—1,1],C)
vers une fonction qui vaut presque partout 1 sur |0, 1] et presque partout —1 sur [—1, 0].

(e) L’espace ¢ muni de la norme ||| est-il un espace de Hilbert ? Interpréter intelligemment
la réponse proposée.

Exercice 3. Sur la droite numérique complete R, on considere 1’équation de la chaleur
définie en temps ¢ > 0 par :

ou 0*u

a(l’,t) = @(.ﬁlﬁ,t) (z€R, t>0),
d’inconnue u € (R x R* ), avec distribution de température u(z, 0) prescrite a I’origine
des temps comme étant une certaine fonction intégrable donnée f € L'(R) :

0= t“?m() ”u(,t) - f(')”y(R)‘

Jusqu’a la Question (g) incluse, on suppose qu’il en existe une solution © = u(x,t) de
classe ¢ par rapport a (z,t) pour z € R et ¢t > 0, s’amenuisant ainsi que ses dérivées a
I’infini :

0= Im wu(z,t) = lim %(x,t) (Vt>0),
et qui est de plus controlée ainsi que sa dérivée temporelle en termes d’une certaine
fonction-majorante positive intégrable fixée g € L' (R, R, ) :

ou

‘U(I,t)‘ < g(flf) et §($,t) < g(ZE) (pour presque tout z € R),

uniformément pour tout ¢ > (0. On rappelle que la transformée de Fourier d’une fonction
h € L}(R, C) est définie pour tout £ € R par :

ﬁ(g) = /OO h(z) e %™ d.

—00
(a) La transformée de Fourier de v par rapport a x s’exprimant alors comme :
o0
u(é,t) = / u(z,t) e " du,
—00
vérifier qu’elle est bien définie et qu’elle prend des valeurs finies.
(b) Montrer, pour tout £ € Rettoutt > 0, que :

ou * 5% 9

el _ g —2iméx

T (&,t) = o (x,t)e dx.
(c¢) Concocter une équation différentielle du premier ordre satisfaite par u(¢, t).
(d) Montrer que la fonction ¢t — u(&,t) est continue en ¢t = 0, ¢ > 0, pour tout £ € R
fixé.
(e) Montrer que :

(g, t) = (€, 0) e (VECR, V130).

(f) Soient deux fonctions intégrables hy, hy € Ll(R, C). Comment s’exprime la trans-
formée de Fourier h; * hy du produit de convolution — dont on rappellera la définition
précise — en termes de h; et de hy ?
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(g) Montrer que :
1

u(z,t) = T —

@) = [ fe-n =

Indication: On rappelle que pour tout parametre réel o > 0, la transformée de Fourier de la
2

. _ . 9.2 _2¢2
fonction x — \/2172 e~ 202 est la fonction £ — ¢~ 27 7°¢",
o

e*% dy.

(h) Conclure en démontrant que cette expression pour une fonction u résout le probleéme
de la chaleur, i.e. satisfait les conditions requises.

Exercice 4. Soit I’espace ¢ défini dans 1’Exercice 2.

(a) Pour un entier n € N quelconque, on note &7, le sous-espace vectoriel de € qui
est constitué des fonctions polynomiales de degré < n restreintes a [—1,1], et on note
Tn: € — P, le projecteur orthogonal, pour le produit scalaire (-, -). A I’aide du cours,
justifier soigneusement que :

0= lim |f—m(f)] VfED).

n—oo

(b) Soit (p,)22, une famille infinie d’éléments p, € &, qui est de plus orthonormale.
Justifier que la sous-famille finie {py, ..., p,} est libre pour tout n € N, et montrer ensuite
que {po, - . ., pn} forme une base de &,,, quel que soit n.

(c) Montrer, pour tout entier n € N et toute fonction f € €, que :

=0
puis que :
2

[m DI = 32 1£ 0

(d) Montrer, pour une fonction f € % quelconque, que la série de terme général |{f, p,,)|?
est convergente.

(e) Montrer en fait que :
2
Z ’<f’ pnﬂ = | f] (VfEF).
n=0

(f) Tout en établissant son existence, déterminer la limite :

in [ 0w
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4. Corrigé de I’examen 2

Exercice 1. (a) Les régularisées f * p,(z) = f_oooo f(y) pj(x — y) dy de la fonction f sont
identiquement nulles, puisque chaque fonction y — p;(x — y) appartient a €. °(R).

(b) Soit a un réel strictement positif, soit b := a + 1, et soit = € R tel que |z| < a. Alors,
puisque le support chaque fonction p; est contenu dans [—1, 1] (par hypothese, 0 < ¢; < 1),
le support de y — p;(x — y) est contenu dans [—b, b], donc :

(szj*f(ﬂf)z/oo pj(fc—y)f(y)dyz/b pi(x—y) f(y)dy
-/ g — ) ) s (9) dy

= pj* (Lo f) (@).
(¢) Sachant que pour toute fonction g € L'(R), et pour tout a > 0 quelconque, on a

trivialement :
o] +a
ol = [ lo@ldo= [ l@lde+ [ gt

oo a |z|>a

[ ot

+a
|10 f = 25 % (v £) | s >/ Lot f = i * (Lo f) | d

—a

WV

on voit immédiatement que :

> [ islan

(d) Observons que 1j_,y f appartient a L'(R), puisque f € Li (R) par hypothese.
D’apres un théoreme du cours, le membre de gauche de la derniere inégalité tend vers zéro
quant j tend vers oco. Ainsi, f_:a |f(z)| dx = 0, et puisque le réel positif a était arbitraire,
on en déduit, comme demandé, que f = 0 presque partout.

Exercice 2. (a) Soient f, f', f”,g,9',¢" € €°([-1,1],C) et soient A, u € C. Le produit
(-, -) défini par :

1
(r9) = [ @) ds
1
satisfait manifestement :

'+ 19 =9+ 9),
(f.g'+9") = (f,g")+(f,d"),
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ainsi que :
g = [ Ar@) s = ML)

(f.ng) = / J@) g d = 7).

ce qui montre qu’il est bien sesquilinéaire.
Ensuite, la quantité positive :

1] = (/ If(t)\th); — VTP

satisfaisant |[Af| = |A||f], qui s’annule si et seulement si f(¢) = 0 pour presque tout
t € [—1,1], donc pour rout t € [—1,1] puisque f est continue, constitue une norme sur
€ = (60([—1, 1], (C) — d’apreés un théoreme du cours qui démontre que 1’inégalité de
Minkowski s’en déduit :

IF+ gl < 1/ + lgl-

(b) « Premier théoréme fondamental. L’ espace LQ([—l, 1], (C) est un C-espace vectoriel
normé muni du produit scalaire standard :

1 —_—
(f.9)r2 == /1 f(x) g(z) dx (¥ f,g € L2[-1,1]),

et sa norme associée :

[fle2 = V(. f)
satisfait I’inégalité de Cauchy-Schwarz :
[(f,9) 2| < 1Nz Ngle (¥ f.g € L2[-L1).
« Deuxieme théoreme fondamental. Cet espace muni de la distance associée a sa norme :
d(f,g) = |f =gl

est complet : toutes les suites de Cauchy y sont convergentes vers des limites qui lui appar-
tiennent.

« Troisiéme théoréme fondamental. Enfin, L2 ([—1, 1], (C) est séparable, a savoir il contient
une suite (dénombrable !) de fonctions ( f,,)° ; qui est dense :

Vge L*([-1,1],C) Ve>0 3N(e)>1 HfN(E)—g”nga

(c) Soit donc la suite (f,,)°; de fonctions f,, € € définies par :
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A

1

S|=

3=

Soient aussi deux entiers 1 < n < m. Comme f, et f,, sont impaires :
1

=il = 2 ([ 16k = 0" )

Calculons alors comme suggéré tout d’abord :
1

/Oi | fon(t) = fat)|* dt = /Om (mt — nt)* dt
< /Om (mt)* dt

(1—nt)dt < / (1 — 2nt +n??) dt
0

:1_2n1<1)2+n21<1)3
n 2\n 3\n
1

3_7?,’

la troisieme intégrale f ll (1 — 1) = 0 étant nulle, ce qui fait que nous obtenons bien :

n

2 1 1
Ifo = fulls < 2 (55 + 5 +0),

N . 2

a savoir Hfm — anL2 < e

(d) Ces inégalités montrent que (f,)°>, est de Cauchy, puisque le majorant —2= — 0.
n V31 noo

Comme L?[—1, 1] est complet (théoréme du cours), la suite (f,,)°; converge vers une
certaine fonction-limite, f., € L2[—1, 1], laquelle est manifestement égale a 1 sur |0, 1],
puisque f,(x) — 1en tout x €]0, 1], et égale a —1 sur [—1, 0[, pour la raison similaire

n—oo
que f,(z) — —lentoutxz € [—1,0[. Enfin, f,(0) = 0 pour tout n, donc f(0) = 0.

n—o0
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(e) Si ¢°[—1,1] était un espace de Hilbert, il devrait étre complet, et comme notre suite
(fn)oo, converge vers la fonction discontinue :

—1 lorsque —1 <z <0,
foo(x) == ¢ 0 pour z =0,
1 lorsque 0 <z < 1,

n’appartenant donc pas a 4°[—1, 1], nous avons contredit la complétude.
En conclusion, ’espace ¢°[—1, 1], muni de la norme | - |2 hérité de I’inclusion €° C
L?, n’est pas un espace de Hilbert — tant pis pour lui !

Exercice 3. (a) En utilisant I’hypothese g € L'(R), on majore la transformée de Fourier
par rapport a la variable x de la fonction u :

|ﬂ(§,t)’ = /OO u(z,t) e ™" dy

< /:: \u(z, t)| da
< /_OO g(x)dx

[e.9]

= gl < oo
donc @ prend bien des valeurs finies.

(b) Le théoreme de dérivabilité sous le signe intégrale s’applique grace a I’hypothese de
domination de |u(z,t)| et de ‘g—;‘(aj, t)’ par la fonction-majorante g(z) > 0 intégrable, et

donc on a bien :
Bieny =2 ( |ty ao)

= g?; (z,t)e —2mET 1y

32

57 ——(z,t) e 2™ d.

[Equation de la chaleur] = /

(c) Pour transformer cette intégrale, il est alors avisé d’effectuer deux intégrations par
parties successives, en tenant compte des deux hypotheses agréables :

0= Im wu(xz,t) = lim au(m t),

|z|—00 |z|—o00 O

ce qui donne :

%(5,15) = [gu(x t) _2”&} +217T§/ au (z,t) e 2™ dy
z —o0,

oo

0+ 2im¢ {u(m, t) 6_2”5"’3} + (2im€)? / u(z,t) e 2 dy,

—00

et conduit bien a une équation différentielle :

ou
S0 = —ar ).
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(d) Le théoreme de continuité d’une intégrale a parametre s’applique grace a I’hypothese
de domination uniforme |u(z,t)| < g(x) valable pour tout t > 0, avec g € L'(R,R,), et
donne :

tli_rﬂ)ﬂ(g,t) = /OO lim <u(x,t) 672”5””) dx

o t;>0

= / u(z,0) e 2™ dy

= u(&,0).
(e) L’équation différentielle de la Question (¢) se résout, pour £ € R fixé, en :

—4me2t?

u(&,t) = constante - e (t>0),

et comme on vient de justifier la continuité en ¢ = 0, cette constante, qui dépend a priori
de &, vaut alors nécessairement (&, 0), car e~ 47¢°0 = 1, ce qui démontre bien que :

U, t) = A, 0) et (VE€R, Vi30).

(f) Le cours a démontré que le produit de convolution :

o)

hwwﬂ:/mw%MMM@Z/ ha(y) ol — ) dy,

o0 —0o0

commutatif, est toujours bien défini entre deux fonctions quelconques hq, hy € Ll(]R{d),
qu’il appartient aussi a L'(R¢), avec une norme L' contrdlée par :

th * thLl(R) < |hlor) - helo @),

et il a aussi démontré que le produit de convolution transforme une étoile en une multipli-
cation : -

]’Ll*hQ = hl'hg.
(g) Pour reconnaitre dans 1’indication fournie la fonction £ —— e—4mEt
dans la Question (e), il suffit de poser :

qui est apparue

0% = 2t,
ce qui offre I’information que la transformée de Fourier de la fonction :
1 o2
N,: z+— e 4 (t>0)

At

vaut :
~ 9. 20942
Nt(g) = € amRie 9
et donc, en revenant aux Question (e) et (f) dont le résultat devient :

L —

u(€,t) = ul€,0) - Ne(§) = ul-,0) N, (-)(§),
on déduit grace a I'injectivité de la transformée de Fourier que pour tout ¢ > 0 :
u(z,t) = (u(-,0) x Ny(-))(2)
= [ Ny(x)

o0 1 y2
= T — e~ 1 dy.
/mﬂy)ﬁ y
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Observons d’ailleurs, comme f € Ll(]R) et comme ¢t > 0, que cette intégrale est tres
convergente grace a la présence du facteur exponentiel fortement décroissant a 1’infini.

(h) Jusqu’a présent, on a raisonné par analyse, a savoir en supposant qu’il existe une solu-
tion, et il est temps maintenant de raisonner par synthese.
Sidonc f € L'(R) est la condition de température au bord donnée, nous affirmons que
I’expression :
1

uwt) = [ T fa—y) =t

résout I’équation de la chaleur.
Tout d’abord, I’expression alternative :

o 1 _(z—y)?
u(at) = / fly) = e ay

permet, en trouvant des majorants des dérivées partielles, que u est > dans {(z,t): = €
R,t > 0}, grace a la décroissance tres forte du facteur exponentiel, et grace a f € L*(R).
Ensuite, comme la famille :

( L yj) |
\Aart >0

qui est une simple renormalisation du noyau gaussien :

(6t = %),

. . e . > .
est une approximation de 1’unité pour la convolution lorsque § — 0, ce qui a été vu en
cours, on déduit la convergence :

0= t“?m() ”f * Nt B fHLl(]R) = lim ”U(,t) - f(')HLl(Ry

t—0
>

ce qui démontre que u(z,t) = f * Ny(x) pour ¢ > 0 satisfait bien la condition au bord en
t=0.

Exercice 4. (a) Soit donc I'espace ¢ = ¢ ([—1, 1], C) muni du produit scalaire (-, )
de norme associée | - |2, et soient les sous-espaces vectoriels :

P, = {xn—>a0+a1$+'--+anx”‘[_1l}l a07a17”'7an6(c}'

Puisque I’intervalle [—1, 1] est d’intérieur non vide, &2, est de dimension n + 1.

Soit f € €. Nous savons d’apres le théoreme de Weierstrass que toute fonction continue
sur [—1, 1] est limite uniforme de fonctions polynomiales, & savoir qu’il existe une suite
(gn)52, de polyndmes ¢, € &, telle que :

Ve>0 3INE)>1 (n>N(a) = |f -

F-11] S 5)'

Or comme on a I'inégalité entre normes pour h € ¢°[—1,1] C L*[—1,1] :

1 1 1 1
[l gy = ( / ]h(g;)fdm) < [hlgopry ( / 1d:z:)
-1 -1

= [hllgo-1 V2,
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il vient aussi la convergence en norme L? :

Hf_q”Hm[—l,u — 0.

n—oo

Enfin, d’apreés un théoreme du cours, si 7,: € — &, désigne la projection orthogo-
nale pour le produit scalaire (-, -) 2, on a toujours pour tout polyndme r,, € &, :

If =Pl = 0t [ = rall

<=l =20

n—oo
(b) Soit donc (p,,)s2, avec p, € &, pour tout n > 0 satisfaisant I’orthonormalité :

<pn17pn2>L2 = 5711,712 (n17n2 20)

Fixons n > 0, et supposons qu’il existe une relation de dépendance linéaire dans &, :

0= Xopo+--+Apn (A0 An €C).
Alors en prenant tout simplement les produits scalaires (-, po), . . ., (-, pn), il vient :
0= Xy ----. , 0= A\,
ce qui établit I’indépendance linéaire. Enfin, comme {py, ..., p,} est de cardinal n + 1 =

dim &, c’est nécessairement une base d’apres un résultat connu d’algebre linéaire.

(c) Le cours a démontré que :

n

T(f) = Z(ﬁ Pi)  Pi

=0

et en a aussi déduit que :
i=0

(d) Pour tout n € N, I’espace &, C € est fermé car de dimension finie, donc son ortho-
gonal t@j existe et est fermé, et d’ailleurs, toute fonction f € % se décompose en :

f=mlf)+ ] —mlf),
N~ S——

€ Pn €Dt

avec, d’apres le théoreme de Pythagore (en dimension infinie) :

LA = |ml O+ |f =7l

d’ou I’inégalité de contrdle fini uniforme enn > 0 :

ST A = Imal )P < IF? < o,
=0

ce qui montre bien que la série de terme général :

(‘<f7 p1>|2)zoio

est convergente.
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(e) D’apres la Question (a), le terme-reste || f — 7, 2 tend vers zéro lorsque n tend vers
Y q

I’infini, ce qui établit :
2
S = 117
n=0
(f) Soit une fonction f € % fixée. Pourn € N,ona:

oot = / O,

et comme le membre de gauche tend vers zéro lorsque n tend vers I'infini a cause de la
convergence qui vient d’étre établie, on conclut que :

0= iim /_ RO

n—oo
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5. Examen 3

Exercice 1. Soit la famille des noyaux de Fejér sur R/277Z indexée par n € N* :

Fo(0) = © {S:n((%f))

2

2
} si 0 & 2nZ; Fn{%z =n.

(a) Rappeler de maniere concise les trois propriétés fondamentales dont jouissent ces F,.
(b) Soit un exposant 1 < p < oo, d’exposant conjugué p’. En utilisant ’inégalité de Holder
etavec 1 = % + %, montrer que pour toute fonction f € LP(R/27Z),on a:

1 s
2m

|0 (£)(0)] < [£(0 —1)]" Fu(t) dt.

—T

(c) Montrer I’inégalité suivante entre normes LP :
o) o < 1f1ze.
(d) Etablir, pour tout § € R/2xZ, I’identité :

10 =D = [ (10)— 10— 0) Fult) 5

o 2m

(e) Montrer que I’on a :

(If = oalH)] )" < ﬁ / Fn(t)</ﬂ |£(6) —f(@-t)\"de) dt.

(f) Conclure que ’'on a :

0= tlim ||f —ou(f)] -

n—0o0

Exercice 2. On dit qu’une suite d’éléments ( f,,),>1 d’un C-espace de Hilbert (H, | - |#)
converge faiblement vers un élément f de H si, pour tout g € H, la suite numérique (f,,, g)
converge, lorsque n — oo, vers (f, g). On dit qu’une telle suite ( f,,),~1 converge fortement
(ou converge en norme) vers un élément f de H lorsque 0 = lim,, oo | fr. — flu-

(a) En supposant qu’elle existe, montrer que la limite faible d’une suite est unique.

(b) Si (f)n>1 converge fortement vers f, montrer qu’elle converge faiblement vers f.

(¢) Dans ¢?*(C), trouver une suite qui converge faiblement sans converger fortement.

(d) Etant donné une suite quelconque (b,,),>1 de nombres réels, la suite associée :

b, = inf{bm: m > n}
est croissante, et on définit :

liminfb,, := liminfb, ,
n—oo n—oo

un nombre appartenant a [—oo, oo]. Vérifier, pour tout entier N > 1 fixé, que 'on a :

i (b1 = i ()
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(e) Siune autre suite de nombres réels (a,, ), satisfait a,, < b, pour toutn > 1 et converge
vers un réel a € R, en déduire que a < liminf,_ o b,.

(f) Si (fn)n>1 converge faiblement vers f, en déduire que :

[l < timint | £, ]
n—oo

(g) Etant donné & nouveau une suite quelconque (b,,),>1 de nombres réels, I’autre suite
associée :

bt = sup {bm: m > n}
est décroissante, et on définit :

limsup b, := lim b},
n—00 n—oo

un nombre appartenant aussi a [—oo, co]. Vérifier que b,, converge vers une limite b €
[—00, 0] si et seulement si :

lim b, = limsupb,.
n—0o0 n—00

(h) Montrer qu’une suite ( f,),>1 converge fortement vers un vecteur f € H si et seulement
si elle converge faiblement vers f et si, de plus, limsup,,_,o. | fullz = | f]#-

Exercice 3. Le but ici est d’établir que de toute suite infinie d’éléments (f,,),>; d’un C-
espace de Hilbert H qui est bornée :

il existe une constante M > 0 telle que |f.|z < M pourtout n > 1,

on peut extraire une sous-suite (f,,);>1 qui converge faiblement (au sens de I’Exercice
précédent) vers un certain vecteur f € H.

(a) Montrer par récurrence que pour tout entier £ > 1, il existe une suite ( Ik )@1 extraite
de (f,)n>1 telle que, pour tout entier 1 < j < k, la limite :

- k
k:“—>moo <fn7 f]>
existe dans C et est égale a un certain nombre complexe c;.
(b) On introduit la suite dite diagonale :

(g)iz1 = (fll)z>1'

Vérifier d’abord que :
sup |giller < sup | fulm < M.
>1 n>1

Montrer ensuite que pour fout entier j > 1 fixé, la suite de nombres complexes ( (a1, f;) )
converge aussi, lorsque [ — oo, vers le méme nombre complexe c;.

>1

(c) Soit V' := Vectc{f,: n > 1} le C-espace vectoriel engendré par tous les vecteurs f;,
de la suite initiale. Montrer que pour tout f € V', on a:

0= "lim ‘<f7 gm_gl>|'

l,m—o00

(d) Soit u € H un vecteur arbitraire. Si V désigne 1’adhérence (la fermeture) de V' dans
(H,| - |#), justifier que I’on puisse écrire u = v+ wavec v € V etw € v

(e) Montrer alors que la suite ( (v, gr) ) a valeurs dans C est de Cauchy.

>1
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(f) En déduire que pour tout v € H, la suite (u, g;) converge vers une certaine limite
¢(u) € C et vérifier que I’application £: H — C est linéaire.

(g) Montrer que |{(u)| < M |u|q.

(h) Conclure qu’il existe un vecteur g € H tel que :
lim <'Ll,, gl> = <u>g> ’
l—o0

pour tout u € H.

Exercice 4. Rappeler la définition du noyau de Fejér F,,(0) sur T = R/277Z, n € N*, et
montrer que pour toute fonction b € L'(T) et toutréel 0 < § < 7, ona:

dt 1 1
\/5<|t|<71' ( ) ( ) 27 n SinQ(g) “ "L1

Exercice 5. Soient £ et F' deux espaces de Hilbert et soit 7': &/ — F'un opérateur linéaire
continu.

(a) Montrer qu’il existe un unique opérateur linéaire continu 7 : F' — F satisfaisant :

(T(x), y)p = (2, T*(Y)) s
pour tout x € E et pour touty € F.
(b) Montrer que |77 = |||
(¢) Montrer que (T*)* =T.
(d) Montrer que |7 o T| = | T]|>.
Exercice 6. Soit f une application 27-périodique sur R qui est de classe €, i.e. qui admet

des dérivées jusqu’a I’ordre k et dont la k-eme dérivée f(¥) est continue, 27-périodique sur
R.

(a) Montrer que :

quand |n| — 0.
(b) Pour n € N, soit S,.(f)(0) = >_;1<n J?( 7) €% 1a n-eéme somme partielle de la série de
Fourier d’une fonction f € €* (R/ 27TZ). Montrer que :
[/ = Sa(Pllgo = o(G=r),
quand n — oo.
(¢) Soit f € L* (R/ 27TZ) et soit £ > 2 un entier. Montrer que si :

f(n) =0(5x),
quand |n| — oo, alors f est une une fonction de classe €*~2.
Exercice 7. Soit une fonction :
f € €°(R/2xZ) NE,, (R/27Z)

une fonction continue, 4’* par morceaux et 2-périodique sur R.

(a) Montrer que la série de Fourier de f converge normalement sur R.
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(b) En déduire que 'on a :

pour tout § € R/277Z.

o) =3 fmyem,

n=—oo
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6. Corrigé de I’examen 3

Exercice 1. (a) « Premiére propriété : Tous les F,, > 0 sont positifs sur [—, 7].
- Deuxiéme propriété : 1 = [" F,(t) £, quel que soitn > 1.
« Troisiéme propriété : Pour tout ) < § < w,ona:

0= lim sup |F,(t).

n—oo 6§\t|<7r

(b) En partant de :
2O = F1F.0) = [ 0= DR 5,

et en utilisant la décomposition 1 = % + F du nombre 1 en deux parties, on majore :
T dt
2(f)0)] < — )| Fu(
51O < [ 156 0[Fult) -

7 1 1 dt
[Astuce intersidérale |] = / | f(6—1) | Fo.(t)r - Fo(t)® o
™ 1 ™
[Inégalité de Holder] < / |f(0 1) Fa(t)? ary / Fn(t)p” dat
2 o 2m

_ (/_ﬁ ‘f(e—t)|pFn(t);l—; :

(¢) En appliquant le théoreme de Fubini-Tonelli, on parvient a I’'inégalité demandée :

(Ioatn1)” = [ loutr ‘,,de

| - dt o
[Question (b)] /_7r /_7r ’f _t ‘ 27T %
dt do
. — F . — P_
[Tonelli] /_Tr n(t) o /_7r |f(9 t)‘ o7

T p du

[Poser u := 0 — t] =1 }f(u)\ 5

n ™

= (Ifle)"

(d) On calcule en effet aisément :

16) = 0,(5)6) = 16)- 1= 0u(N(O) = £6) [ Futrgr = [ f6-0Fu0) 5
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(e) Il s’agit de ré-utiliser la méme astuce intersidérale qui, a la Question (b), consistait a

écrire : X

Falt) = Falt)? - Fu(t)?,
ce qui donne :

|£(0) — au()(0)] = ‘/W (£(0) = (0 = 1)) Fa(t)? - Fa(t)

e < ([ 1o so-oreo j—fr) ([ ro?
g

=1!

e

dt
2T

'u\"c

¥ &

1
) p’
Y
d’ou en prenant la puissance p-€éme et en intégrant par rapport a 6 :

[ lso—re-opg < [ [ lro)-ro-olFo 55
el - [ro ([ o -so-opg) &

(f) Soit I’opérateur de translation des fonctions :
7(f)(0) = f(6—1).
Un théoreme du cours a démontré que :
0= tll—rIE) Hf - Tt(f)”Lw

c’est-a-dire que pour tout ¢ > 0 arbitrairement petit, il existe § = J(g) > 0 tel que, pour

tout |t| < J,ona:
/” 10) - fo— 1) 2 <
o 2

. . o2 _
Maintenant, découpons en deux morceaux I’intégrale f| Her = f‘ fes T / s<tj<n obtenue
a ’instant :

(I = onhll,0)" = /ﬂ@ Fu(t) </T; |£(0) = (0 —1) piﬁ) ;i+/5<t|<ﬁ Fu(t) (/7; |£(0) f(&t)|p;ii> ;i;

dt o dt
< Fn(t f+/ Fa(®) (| F — N
/t|<5 ( )8 2m s<|t|<m ( ) (”'f 7-t(f)”L ) o
T dt o dt
<e [ﬂ Fn(t) o /a<|t<7r Fn(t) (|\f||L.> + ||Tt(f)HLp> o
dt
= e 1+ (21flws)’ /5, Fult) o,
— 0

n— oo

et donc il existe N(g) > 1 assez grand pour que ce dernier terme soit < ¢ quel que soit
n > N(g), et au final :

(I =unl)" < e+

Exercice 2. (a) Etant donné deux éléments f’ et f” satisfaisant, pour tout g € H :
<f/’g> - “m <fn’ > <f”7.g>Ha

on déduit par soustraction 0 = | f” — f’||H en prenant g := f” — f/, c’est-a-dire [’ = f’.
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(b) Supposons donc la convergence forte 0 = lim, o || fn — f|m. Alors pour g € H
quelconque, on déduit grace a I’'inégalité de Cauchy-Schwarz :

g = Fo9i | = | = o) | <1~ Pl gl — 0.

ce qui montre effectivement que f,, converge faiblement vers f.

(¢) Soit la base hilbertienne canonique (e;);>; de £?(C) constituée des vecteurs élémen-
taires :
ei=(0,...,0,1,0,...) € C™,

avec 1 a la i-eéme place, et zéro partout ailleurs. Alors la suite (e, ),>1 converge faiblement
vers 0, puisque, pour tout g = (g1, ga, . .. ) € £2(C), a savoir satisfaisant > |g;|* < oo,
on a immédiatement (e,,, g) = g,, qui tend vers zéro lorsque n tend vers ’infini, puisque le
terme général de toute série convergente doit au moins converger vers (. Mais bien entendu,
cette suite (e, ),>1 ne converge pas fortement vers 0, puisque tous ces vecteurs de base ¢,
sont de norme 1!

(d) La suite translatée (¢,,),>1 1= (anr N*1>n>1 a pour suite croissante associée :

¢, = mf{cm' m = } inf{bm+N_1: m}n} mf{bm' m = n+N—1}—b IN-1,

et comme une translatée quelconque d’une suite (croissante) convergente possede toujours
la méme limite que la suite originale, on déduit que I’on a bien :

liminf (by)n>1 = lim b, = lim by n_q1 = liminf (by)n>n.
n—oo n—oo n— n—oo

(e) Maintenant, puisque par hypothese a,, converge vers a lorsque n — oo, pour tout € > (
arbitrairement petit, il existe un entier N = N (¢) assez grand pour que :

n}N:(a—eéan<a+5>
Alors pour tous ces entiers n > N, on déduit de I’hypothese a,, < b, que :
a—e<b,.
Par conséquent, en appliquant (d) :

a—¢e< I|m|nf(b )

n—

n>=N = Ijlnlicgf(b”)n>1’

et comme ¢ > 0 était arbitrairement petit, on conclut comme demandé que a <
liminf(by,)p>1-
(f) On a par hypothese de convergence simple :

2 :
(1fle)” = lim {f fu)
Mais I’'inégalité de Cauchy-Schwarz contraint, pour tout entier n > 1, a ce que :

| (F Fadi | < Ui M fulm

Une application directe du résultat de la question précédente donne alors :
2 .
(1 1z)” < 1 f g timint [ £ .
n—oo

ce qui est la conclusion désirée a un facteur | |z prés.

(g) 1l est immédiatement clair par définition que b,, jouit pour tout entier n > 1, de I’enca-
drement :
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et donc si les deux suites encadrantes convergent vers une limite identique, cela force ma-
nifestement b,, a converger vers la méme limite.

Réciproquement, si b,, converge vers une limite b, a savoir si, pour tout € > 0 arbitraire-
ment petit, il existe un entier N = N(¢) assez grand pour que :

n>N— (b—c<b <bte),
alors on déduit sans effort que pour ces mémes entiers n > N :
b—e<b, et bi <b+e,
d’ol en prenant les deux limites :

b — e < liminfb, et limsupb, < b+ ¢,

n—oo n—o00
et comme ¢ > ( était arbitraire, on a bien égalité des deux limites inférieure et supérieure.
(h) Si f,, converge fortement vers f, on a déja vu qu’elle converge faiblement vers f, tandis

que la continuité de la norme | - |z vue en cours et la question qui précédent assurent que :
[l = timinf [ folr = lim | fom = limsup | fu]a
n—00 n—00 N—00

Réciproquement, le résultat de la question (f) et la deuxieme hypothese donnent un jeu

d’(in)égalités :
[/l <timinf | fo]g < timsup | folm = 1/
n—o0 n—00

qui contraint visiblement, grace a la question qui précede, a I’existence de la limite :

[ £l = tim [ fuls-
n—o0

Si donc I’on veut établir que les f,, convergent fortement vers f, on estime la norme au
carré de leurs différences :

If = falls, = 1F13 + 1 fal% — 2Re (s £)

et I’on voit a droite que le second terme tend vers | f|%, tandis que grace a I’hypothese de
convergence faible, le troisieme terme tend vers —2 Re (f, f) = —2| f|%, ce qui donne une
somme qui tend vers 0, ce qu’il fallait démontrer.

Exercice 3. (a) Soit £ = 1. L’inégalité de Cauchy-Schwarz :

| (fos F1) | <Al 1 il
<M | filla

montre que la premiere suite ( (fn, f1) )n>1 de nombres complexes est bornée, a valeurs
dans le disque fermé de centre 1’origine dans C et de rayon M | f1| 5. Par compacité d’un
tel disque, il est donc possible d’extraire une sous-suite ( fg)w1 de la suite (f,,)n>1 de telle
sorte que la suite de nombres complexes (!, f;) converge vers un certain nombre complexe
c1 appartenant au disque fermé en question.

Supposons par récurrence que I’énoncé demandé soit démontré au niveau k. Alors avec
le (k + 1)-eme vecteur fy1, ’inégalité de Cauchy-Schwarz a nouveau :

| (s frar) | < URTE ) frsa e
<M | fo|a
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et la compacité du disque fermé de centre 1’origine dans C et de rayon M | fy41| z assurent
que I’on peut extraire une sous-suite ( ff“)ml de la suite ( fT’f)n>1 — laquelle demeure

constamment une sous-suite de la suite originale (f,),>; — de telle sorte que la suite de
nombres complexes < fheL fk+1> converge aussi vers un certain nombre complexe cj.
appartenant au disque fermé en question. Or il est immédiatement clair par construction que
toutes les limites des suites < f,’f“, fj> demeurent les mémes pour tout entier 1 < j < k, ce
qui acheve la preuve.

(b) La suite diagonale (g;);>; étant extraite de la suite initiale (f,,),>1, on a évidemment :

sup | gilm < sup | fullm < M.
>1 n>1

Ensuite, soit un vecteur fixé f;, pour un certain entier j > 1. D’apres les extractions de
suites qui précedent, on sait que :

Jm, oo fi) = e

Autrement dit, pour tout € > 0 arbitrairement petit, il existe un entier J = J(¢) assez grand
pour que :

n>J= (Hff;a fi) = ¢l <8)‘

Quitte a augmenter J si nécessaire, on peut supposer que J > j.

Considérons alors tous les vecteurs f} pour [ > J > j. Puisque [ > j et puisque chaque
suite (f!),>1 est par construction (successivement) extraite de la suite (f7),~1, chaque f/
est nécessairement de la forme :

z A
fi= frjl(z)

pour un certain entier n(l) > [ > J (le [-eme terme d’une suite extraite est au moins le
[-éme terme de la suite initiale), d’ou I’on déduit :

l _ J
| (fis £i) — el = [(Fay £i) — il <&,

pour tout [ > J = J(e). La quantité £ > 0 étant arbitraire, ces inégalités démontrent bien
que ¢; = lim;_ o <fll, fj>.

(c) En effet, tout vecteur f € V' s’écrit comme combinaison linéaire finie :

f=> a4l
finie

a coefficients complexes a; € C de vecteurs f; de la suite initiale. Or grace a la question
qui précede, on sait que :

Jim | (a;fis g | = aj¢; = im | (@i fi, gm)

Y
d’ou par sommation de soustractions :

0= tim |(f, gm) = {f> a) |-

l,m—00

(d) 11 s’agit 1a d’un résultat du cours, d’apres lequel tout sous-espace vectoriel fermé d’un
espace de Hilbert possede un supplémentaire orthogonal.
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(e) Soit ¢ > 0 arbitrairement petit. Par définition de 1’adhérence, comme v € V, il existe
f € Vavec |f — v| < e. Pour deux entiers [, m assez grands, on peut alors estimer en
utilisant la question (c) :
| (0, gm) = (0, ) < | W= F, gm— )| + | (f, 9m — 91) |
<e (||gm||H + g ||H) + terme qui tend vers 0 lorsque I, m — oo

< €2M + terme qui tend vers 0 lorsque m, [ — .

La quantité £ > 0 étant arbitrairement petite, cette inégalité montre bien que la suite numé-
rique ( (v, g;) )l>1 est de Cauchy.

(f) Puisque chaque vecteur g; appartient par construction a V', on a par orthogonalité :
(u, 1) = (v, g0) + {w, g1 |

d’ou la suite ( (u, g1) ) 1>, estelle aussi de Cauchy, donc converge vers une certaine limite
¢(u), par complétude de C. Maintenant, si u = v/ + «” ousiu = Au,onav = v’ + v
ouonawv = Av, dol aisément {(u) = ((u') + {(u”) ou {(u) = Nl(u), ce qui vérifie la
linéarité.

(g) Par construction, on sait que :

‘ <U, gl> | < M ||u||H7
d’ott immédiatement |[¢(u)| < M |u| 4.
(h) Ainsi I’application u +— ¢(u) est-elle une forme linéaire continue sur 1’espace de Hil-

bert . Le théoreme de représentation de Riesz garantit alors I’existence d’un vecteur
g € H tel que :

é(u) = l|—|>rgo <u7gl> = <u7g>7

pour tout w € H. En conclusion, la suite (g;);>1 extraite par procédé diagonal de la suite
bornée initiale (f,,)n>1 posséde bien la propriété d’étre faiblement convergente vers ce
vecteur g € H.

Exercice 4. Pour n € N*, le n-eéme noyau de Fejér est égal a :

_ 1 [sin 2
o3[
n
sur T = R/27Z. Pour toute fonction h € L* (’]I‘) et tout réel 0 < & < 7, la majoration
triviale valable pour tout réel ¢t avec § < |t| < 7
1 1
Q n sin?(2)

peut étre intégée sur-le-champ pour déduire que 1’on a effectivement, pour toute fonction

h € LYT):
dt 1 1 dt
| R@rS | < [l
o<t d n sin*(5) Js<j<n 27

1 1

S sin?(2)

[72] -
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Exercice 5. (a) - (b) Pour tout y € F' fixé, I’application :
z+— (T'(2),y)

est linéaire et continue. Grace au théoreme de représentation de Riesz, il existe alors un
unique élément de £ — que 1’on notera 7™ (y) puisqu’il dépend de y — tel que cette ap-
plication linéaire s’écrive comme un produit scalaire avec cet élément :

(T'(x), y) = (x,T"(y)) -
Pour tous y;,y2 € F et tous A\, Ay € C, on se convainc trés aisément que A\; 7*(y;) +
Ao T* (o) satisfait la propriété qui caractérise T*(A1y; + A2 y2), ce qui montre que y —
T*(y) est effectivement linéaire.
Maintenant, en appliquant la définition des normes d’opérateurs et en utilisant le fait
que |z| = <z, ﬁ> pour tout vecteur de norme 1, on transforme successivement ces normes
en passant par deux expressions centrales parfaitement symétriques :

171 = sup {|T*(p)]: v € F, lylr =1}
= sup{‘ (x, T*(y)) ‘: rE€E |z|lp=1, yeF, |ylr = 1}
=sup {|(T(x).9)|: € B, le|p =1, y € F, ly|r =1}
=sup {|T(2)]: = € B, |a|p =1}
= |7,

d’ou il découle que 7™, de norme visiblement finie, est en effet continu.

(c) La démonstration du fait que (T*)* = T découle des définitions par simple symétrie
logique, et — seule exception ici — le micro-détail des vérifications ne sera pas offert au
lecteur par le correcteur.

(d) Avant de montrer que ||[7T* o T'|| = 2, on a tout d’abord par majoration connue des
normes d’une composition d’opérateurs et en utilisant la question (b) :

[T o) < ITI - N7
<|I7l*.

Par ailleurs, en appliquant I’inégalit¢ de Cauchy-Schwarz, on a pour tout x € FE avec

lele < 1

IT(2)]* = (T(x), T(x))
= (z, ( T* oT)(z))
< zle - 1T o Tl - 2] e
< |77 T,
<

IT* o T||, d’ou I’ égalité demandée.

On en déduit I’inégalité inverse || 7>

Exercice 6. (a) Apres £ intégrations par parties dans chacune desquelles les termes de
bord s’annulent automatiquement par 27-périodicité, on obtient :

_ / 0 e—i"ed—e

—zn9 d@
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La k-eme dérivée de f étant continue par hypothese, le lemme de Riemann-Lebesgue assure

que :
— i [ o
n—o00 27

Flm) = o{ ).

Il en découle que I’on a bien :

lorsque |n| — oo.
(b) Grace al’inégalité triangulaire infinie, on majore — sans finesse ni grossiereté — pour
tout n € N, et pour tout ¢ € R, la différence :

|£(0) -

Z f(ﬁ) 0

[£|>n+1

< Y Jf].

[|>n+1

Cela étant vrai pour tout x € R, en appliquant la question qui précede, on déduit que pour
tout € > 0, il existe n > 1 assez grand pour satisfaire :

If = SualDllgo <2 D

[£|>n+1

* dx
< €2 /Q ;E'
< 2¢
S k= Dnt

Ainsi a-t-on bien comme annonce :

Hf - Sn(f)”cgo = O(#)

lorsque n — oo.

(c) Puisque f(n) = O(W) et que I’on a supposé k > 2, la série :

> F

tez
converge absolument, d’apres le critere dit de Riemann. Par conséquent, la série de Fourier

complete :
> fye”
¢ez

converge uniformément vers une fonction au moins continue sur le cercle R/27Z, et un
théoréme du cours (basé sur I’utilisation du noyau de Fejér) assure que 1’on peut écrire :

j{:(f me
keZ

pour tout # € R, ot le membre de droite converge uniformément.
Mais il y a plus : tant que &' < k — 2, la série des dérivées terme a terme :

Zf ) (i) ¢!

LeZ
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continue a converger absolument et normalement — toujours d’apres le critere de Rie-
mann —, donc le théoréme de dérivation terme a terme assure 1’existence et la continuité
de telles dérivées k-emes.

Exercice 7. (a) La fonction f’ étant 27-périodique et continue par morceaux sur R, elle
appartient manifestement a I’espace L*(T). Ainsi, en tenant compte de I’intégration par
parties : R R
f'(n) =in f(n),

on peut appliquer la formule de Plancherel a f/, ce qui donne :

n=00 R

S w2 Fm) = 1], < oo

n=-—00
Mais ensuite, une utilisation fréquente de I’inégalité de Cauchy-Schwarz finie qui consiste
quelque peu astucieusement a faire apparaitre un produit invisible montre que I’on a, pour
toutentier N > 1:

> Jfml= X oeln o)

1<|n|<N 1<|n|<N

(

N

/N
VR
™ =
3w| —_ 3w| —
N— N—
ol
/_\‘ TN

— 22 (|£],.)°

< 00,
ce qui établit la convergence normale demandée.

(b) Un théoreme du cours — application du théoreme fondamental de Fejér — assure
alors que f est égale a sa série de Fourier :

=3 fmyem,

pour tout # € R.
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7. Examen 4

Exercice 1. [Théoreme du point fixe pour les applications strictement contractantes]
Soit X un R-espace de Hilbert muni d’un produit scalaire (-, -) et de la norme associée | - |.
Soit une application continue 7' : X — X. On suppose que 1" est strictement contractante,
a savoir on suppose qu’il existe une constante x € R, avec 0 < k < 1 telle que :

|T(z) — T(y)|| < K lz—y| pour tous z,y € X.
L’ objectif est d’établir I’existence d’un unique z* € X satisfaisant 7'(z*) = z*, c’est-a-dire
I’existence et 1’unicité d’un point fixe pour 7.

(a) On choisit (au hasard) un zy € X initial quelconque et on itére sur xq 1’application 7'
un nombre arbitraire n > 1 de fois :

Xy i=T"(xg) =T 00T (xp).
n fois

Montrer alors que 1’on a, pour tout n € N :
i = | < 5 T = 0]
(b) Déduire du point précédent que, pour tous entiers 0 < j < k, on a la majoration

générale :
o =] < (571 4+ W) [ T (o) — o

(¢) Déduire de ce qui précede que la suite (l‘k>

e X.

(d) Montrer que 1’on a, pour tout k € N :

=T (z")

Conclure que 'on a T'(z*) = x*.

k>0 est convergente vers un (unique) point

| < lo" = @l + s — 2]

*

(e) Montrer que si z** vérifie aussi T'(x™*) = x**, alors nécessairement z** = x*.

Exercice 2. [Théoréme des fonctions implicites de Zarantonello] On se donne un en-
semble F, un R-espace de Hilbert (X, (-, -)) muni de la norme associée | - | et une applica-

tion :
F: ExX — X

(&§,2) — F(& x).
On suppose que :

e [ est fortement monotone en x, uniformément en £, a savoir : il existe une constante réelle
a > 0 telle que I’on ait, pour tout §£ € E'ettous z,y € X :

(F(&z)—F(&y), z—y) >alz—y|*;

e [ est Lipschitzienne en x, uniformément en £, a savoir : il existe une constante réelle
b > 0 tel que I’on ait, pour tout ¢ € X ettous z,y € X :

|F(&,2) = F(&y)| <blz—yl.
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On se propose d’établir I’existence d’une application f : £ — X résolvant I’équation
implicite F' = 0, a savoir telle que, pour chaque £ € F, on ait :

(Fle) =0) « (a=1).

(a) Pour ¢ > 0, on définit une application G.: £ x X — X par:

G.(&,x):==a—cF( ).
Vérifier que, pour £ € F fixé, on a F'({,x) = 0 si et seulement si = est un point fixe de
’application :

Xoz— G.(¢x) € X.
A quoi pense-t-on alors ?
(b) Montrer que 'on a, pourc > 0, € Xetz,y € X :

|Ge(€, 2) = Ge(&, ) |* < (1 = 2ac + ) |z — y*.

(c) Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que, pour tout £ € F, ’application G(&, -) soit contrac-

tante.

(d) Pour tout £ € E, noter f(&) I’'unique point fixe de G.(&, -). Montrer que I’application
f + E — X ainsi définie vérifie la propriété suivante : pour tout £ € Fettoutz € X, ona
F(& ) = 0sietseulement si z = f(§).

Exercice 3. [Fonctions continues a coefficients de Fourier positifs] Soit f € €°(T) une
fonction continue sur le cercle unité. On dit qu’elle est définie positive si :
VveN, Vb,....,0, €T, Ver,...,c, € C

on a positivité de : Z Z f(@,\ — Gu) cxc, = 0.

A=1 p=1

(a) Montrer par le calcul que tout mondéme trigonométrique ay, ¢’*? avec a;, > 0 est une
fonction définie positive. En déduire qu’il en va de méme pour toute somme finie a coeffi-
cients positifs a; > 0 :

(b) Soit f € €°(T) une fonction continue sur le cercle unité dont zfous les coefficients de

~

Fourier f(k) > 0 sont positifs, V k € Z. Rappeler et utiliser le théoréme de Fejér concernant
les 0,,(f)(0) = F,, = f(0) pour établir que f est définie positive en utilisant (a).

(¢) Soient deux fonctions continues f,g € ¢°(T). On introduit la fonction :

Fo)= [ f0-0)00)5

E .
Montrer que ses coefficients de Fourier I (k) sont égaux aux produits f(k:) g(k).

(d) Soit f € €°(T) définie positive. Pour toute fonction i € €°(T), montrer en la rame-
nant a une somme double I'inégalité :

o</:ﬂjw—mmmmm

dg de/

o o
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~

(e) En déduire que si f est définie positive, tous ses coefficients de Fourier f(k) > 0 sont
positifs, V k£ € Z.

Exercice 4. [Noyau approximant et Théoréme de Weierstrass sur le cercle] Sur le
cercle unité T = R/27Z, rappelons qu’un polynéme trigonométrique est une combinai-
son linéaire finie des (eike) rez- Pour tout entier positif n € N, on introduit le noyau :

1+ cos(6)\"
Ch(0) :==cp (T ,
ou ¢, € R est une certaine constante.

(a) Vérifier que la fonction 27-périodique C,, est > 0 sur R et montrer que I’on peut choisir
la constante ¢,, > 0 — sans la calculer ! — de telle sorte que :

" do

0= lim

n — 00
pour tout 0 €]0, 7]. Indication: Chercher a raisonner sans avoir a calculer les constantes c,,.
On pourra d’abord vérifier et utiliser le fait que :

1:Cn2/ (1+cos€) ﬁ}an/ (1+cos€) Qd_@
; 2 o ; 2

pour en déduire que ¢, < 5 (n + 1), puis on pourra établir que :

T 1+cosd\"”
[Clngomy < 5 (41 (F522)

(¢) Soit f € €°(T). On pose :

(b) Montrer que :
[Callsoqtr,s1016.0)

/f 1) Cult) 5 = C.l0)

Montrer que les ., (f)(6) sont des polyndmes trigonométriques, ¥ € N. On pourra utiliser
(sans redémontrer) la formule du multindme :

9 4 il0—1) 4 g=i(0-t)\ ™ _ i Z nl 2n—k-t pilk=0)(0—1)
1 An (n—k =Dk '

k+i<n
k>0, 10

(d) Soit § > 0 petit, notamment < 7. Montrer que :

010 < [ lro-n-solcmis [ lre-n-relco g

(e) En déduire :
‘/fn(f) (0) - f(@)‘ < Tea-ﬂi( ‘f(e - t) - f(@)‘ +2 "f”%”o(’]l‘) ”C’rLHch([_m_(g]u[(gm])'

It1<8
(f) En utilisant ce qui précede, établir que :
0= lim H f—

1 = Doy
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8. Corrigé de I’examen 4

Exercice 1. Avant de commencer, il importe de faire observer au lecteur-étudiant que ce
théoréme est vrai avec une démonstration identique sans aucune modification plus géné-
ralement lorsque (X, [ - |) est un espace de Banach, & savoir un espace vectoriel normé
complet dont la norme | - | ne dérive pas nécessairement d’un produit scalaire (observer
ci-dessous que le produit scalaire n’est absolument pas utilisé !).

(a) Tout d’abord, pour n = 1, c’est une conséquence immédiate de I’hypothese de contrac-
tion (stricte) ci-dessus appliquée a x := T'(x¢) et y := x(. Ensuite, supposant cette inégalité
acquise au niveau n, on se place au niveau n + 1 et on majore :

Jonss — nsal = [T72(00) = Tzl = [T (a0) — T(7"(00)|
K HT”H(xO) —T"(xo) H

K || @ni1 — 2

N

[Hypothése de contraction stricte]

[Coincidence notationnelle]

N

[Hypothése de récurrence] K K" HT(xO) — Xy

Y

ce qui conclut grace au principe d’induction complete.

(b) Tout d’abord, essayons de comprendre ce qui est demandé dans le cas particulier ou
k = 7 4+ 2. On devine qu’il est naturel d’insérer deux termes dont la somme s’annule afin
de se ramener a ce qui vient d’étre démontré :

[2je = 23] = 202 — i1 + 2500 — 23] < ez — 2] + lwjen — )
<
~X

[Appliquer (a) deux fois] (/fjJrl + lij) ”T(xo) — mOH.

Le cas général ou k — j > 1 est arbitraire se démontre aisément de maniere similaire :
lox — 5] = lon = @po1 + @51 = Thoa + o Ty — i T — 1
< loe — apa] + loe—r — ze—2 + -+ 242 — 2ja | + 75500 — 25
< (K4 ) HT(JEO) — :L‘OH.
(c) Lespace de Hilbert X étant complet (par axiome !), il suffit de faire voir que la suite
(xk) 150 €st de Cauchy, car alors une limite unique z* existera. Soit donc € > 0 arbitrai-

rement petit. Ainsi la question est : peut-on choisir un entier J > 1 assez grand pour
que :

(k;>j>J) — (||:gk—asj|| < 5)?
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La réponse est manifestement : oui grace a la question qui précede ! Tout simplement parce
que I’on sait parfaitement calculer des sommes géométriques tronquées :

lo — 2] <K (K" 4 k1) | T (o) — 2o
————

constante

ke
= I an) —
1
<! [ Two) — o,

(. J/

nouvelle constante
et bien entendu aussi, parce que lim;_,, k7 = 0 puisque 0 < x < 1 par hypothése.

(d) Apres insertion (artificielle) du terme nul — x4 1 + x4 1, 'inégalité triangulaire donne :

Hx* —T(z")

| < lo" = @l + [Jwwss = T(a)|
= |o" = @] + | T(r) — T(2")

< " =z | + & g — 27

|

Pour conclure, en faisant tendre k vers oo, le membre de droite tend visiblement vers 0 + 0,
puisque x; — = par construction, d’ou :

|o* — T(2*)

| <o,

ce qui donne z* = T'(z*) par positivité stricte de la norme sur X \{0}.
(e) Ici, il s’agissait simplement de deviner qu’une application de I’hypothese de stricte
contraction a x := z** = T'(z™*) etay := 2* = T'(z*) donne instantanément :

|7 (z**) — T(z*)

~
= o+ —a*|

| <w o —a7],

a savoir :
(1= k)™ — 2| <0,

et comme 0 < xk < 1, cette quantité positive ne peut qu’étre nulle, d’ou x** = x* par
positivité stricte de la norme sur X'\{0}.

Exercice 2. Avant de commencer, mentionnons que ce théoreme des fonctions implicites
est valable sans aucune hypothese sur 1’application de départ /', ni continuité, ni linéa-
rit¢ — méme partielle par rapport au second argument  —, de telle sorte que 1’application
résolvante f que nous allons construire n’a pas non plus de raison de jouir de propriétés
spécifiques.
(a) La fixe-attitude de G.(&, -) :

r=G.(,,x) =v—cF(§x)

est manifestement équivalente — grace a des opérations algébriques élémentaires dont la
maitrise remonte aux mathématiques babyloniennes et qui furent symbolisée de maniere
systématique par les mathématiciens arabes — a la zéro-itude de F'(, x), puisque ¢ > 0,
lui au moins, il n’est pas atteint de nulle-itude ! Comme on a résolu sagement 1’exercice
précédent, on pense en un éclair au Théoreme du point fixe !
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(b) Dans un espace de Hilbert, le calcul d’'une norme au carré doit s’effectuer en dévelop-
pant le produit scalaire par bilinéarité :

G, 2) = Go&,p)|” = & —y — c(F(&,2) — F(&,9)|
=(z—y—c(F(&x) = F(&y), ©—y—c(FEx) - FEy))
= |z — y|? + E||F(&,2) — F(&,9)|" — 2¢(zx —y, F(&,2) — F(£,y)).

Les deux hypotheses admises sur I’application F' donnent alors deux majorations uni-
formes :

|F(&.2) = FEw)|* < 8l =yl
_<F(€7$>_F(§7y)a l’—y> <

—alz—y|*

que I’on peut reporter dans I’expresssion obtenue, ce qui donne la majoration cherchée :
2
|Ge(€,2) = Gel& )" < e =yl + 20 |2 = y* = 2ac|z -y,

en tenant compte bien str de la symétrie du produit scalaire dans le R-espace de Hilbert X.

(c) Il est clair que pour ¢ > () assez petit on a :
1 — 2ac+ 2b* < 1,

puisque a > 0, sachant que ¢> < c (exercice mental). Aussi I’inégalité de la question
précédente (b) montre le caractere contractant de I’application z — G.(&, ), laquelle est
uniforme en &, d’ailleurs.

(d) Pour tout & fixé, le Théoreme du point fixe (ces deux termes n’ont pas exactement le
méme sens dans les deux cas !) assure alors qu’il existe un unique z = x(§) € X dépendant
de £ qui satisfait :

2(€) = Ge(z(§),2) <= F(&2(¢) =0.

A tout ¢ € F est donc associé d’une maniére parfaitement déterminée cet unique = =
z(§) € X. Par définition méme du concept d’application entre deux ensembles, ceci veut
précisément dire qu’on a construit une application :

EF — X

que I’on choisit ici de noter « f », et qui vérifie toutes les propriétés requises, comme on
s’en convainc en effectuant la synthese mentale des résultats démontrés dans cet Exercice.

Exercice 3. Comme on s’en est rendu compte en lisant le sujet, le but de cet exercice est
d’établir qu’une fonction continue f € €°(T) est définie positive si et seulement si tous
ses coefficients de Fourier sont positifs. Voila donc un théoréeme amusant !
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(a) Traitons d’abord le cas d’un seul mondme exponentiel ay e**? dont le coefficient ay, est
= 0. On doit donc estimer 1’expression suivante et déterminer si elle est toujours positive :

14 v
ay E g elk(ekfeﬂ) C)\q =

A=1 p=1

14 14
= ay, E E ey R c,, €0

A=1 p=1

v v
— ay (Z e eik%) (Z cu eikeﬂ)
A=1 p=1
v 2
Z C eikGA
A=1

est aussi >0

?

N~~~
>0

ce qui s’avere étre vrai ! Le cas d’une somme finie s’en déduit par linéarité de la condition

qu’une fonction est définie positive : on somme un nombre fini de conditions sur chaque
a, e+ qui sont toutes > 0, donc la somme est aussi > 0!

(b) Prenons et fixons un entier v € N*, des points du cercle 01, . .., 8, € T et des constantes
c1,...,¢, € C. 1l s’agit de montrer que :
v
0< > ) F(0x—0,)erty
A=1 p=1

Grice au Théoreme de Fejér, pour tout € > 0, il existe un entier assez grand n = n(g) > 1
tel que la n-¢me somme de Fejér 0,,(f) = F,, x f — laquelle est un polynéme trigonomé-
trique contenant des ¢’ seulement pour |I| < n — satisfait la e-proximité a f uniformé-
ment sur T :

Hf —ou(f)

Or grace a la question (a) que nous venons de résoudre aisément puisque nous 1’avons
stirement déja résolue dans le Devoir 1 a la maison, nous savons pour un tel polyndome
trigonométrique o, ( f) qu’il est défini positif, et donc on a positivité de :

0< Y aNB-0)am

A=1 p=1

wom) S €

Maintenant, la différence avec la somme qui nous intéresse peut étre majorée par une quan-

tité :
14 14
<) ) an

A=1 p=1

:5|01+-~+C,,|

i i (f = ou()(0x —0,) crca

A=1 p=1

2

~
= constante

qui tend vers 0 avec ¢ — 07. Par conséquent (exercice mental), la positivité de la somme
double portant sur o,,(f) implique la positivité (désirée) de la somme double portant sur f.
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(c) Par définition, le k-eme coefficient en question vaut I’intégrale :

~ i - g A0 d6
F(k)::/ F(6) ’f" //fe 0)g(0)e W%%

—T

Ecrivons artificiellement (et astucieusement!) 1’exponentielle sous la forme e~ —
e 0" e=1k(0-0") ot effectuons le changement de variable n := # — 6’ qui induit dn = df
dans I’intégrale double (permutable puisque le Théoréme de Fubini s’applique sans pro-

bleme aux fonctions continues) :

Fuy= [ ooy 5 [ o - oo 22— g Fin)

o o

(d) L’étudiant fin-comme-le-renard aura bien entendu réalisé que cette intégrale double
(continue) manifeste des similarités troublantes avec les sommes doubles (discretes) de
I’hypothese de définie positivité ! Il aura ensuite été guidé par son précieux flair pour se
rappeler, par réminiscence (platonicienne), que les intégrales de Riemann (largement suffi-
santes pour les fonctions continues !) se calculent comme limites de sommes de Riemann
finies et discretes.

Subdivisons donc Iintervalle produit [—7, 7] X [—m, 7] en v X v petits intervalles tous
de méme longueur en les points (équidistribués) de coordonnées :

A—1

0 :=—7m+ 2 (A=1-v) et 0, Z:—W+M_ 2w (p=1-v)

Ainsi pour tout € > 0, il existe un entier v = v(¢) > 1 assez grand pour que I’intégrale
double soit e-approximable par la somme double de Riemann correspondante :

v

[ oo ><9'd—”—9'—22f@— 0 o T %%

A=1 p=1

N
™

=:c) =:Cu

quantité toujours > 0 par hypothése !

Ceci implique (exercice mental) que I’intégrale double a gauche est nécessairement > 0.

(e) La question qui préceéde nous a convaincu que pour toute fonction continue i € €°(T),

on a I’inégalité :
, —~ df do’'
/ / f(0—6")n(0) (@gg

et on aimerait bien pouvoir se ramener a la question (c) :

[ [ swo—orgeren S = Faygm.

Le probleme quand on compare ces deux intégrales doubles, c’est que la fonction h(6')
apparait conjuguée dans la premiére, tandis que dans la seconde, la fonction ¢g(#’) n’apparait
pas conjuguée ! Qu’a cela ne tienne, on n’a qu’a déclarer que :

h(h) := %0 et que : g(0") == h(0)
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Et cette fois-ci — c’est merveilleux | —, tout s’enclenche bien : les deux intégrales doubles
coincident, on a g(k) = 1 — qui est positif | — et donc au final :
0 < premiere intégrale double = deuxieme intégrale double

~

= f(k)g(k)

~

= [ k),

et cela, pour tout k € Z, ce qui conclut élégamment (on I’espere. . .) la démonstration.

Exercice 4. (a) Puisque cosf est > —1 sur | — 7, 7], I'intégrale sur [—, 7] de la fonction
paire continue (#)n strictement positive excepté aux bornes de I’intervalle est > 0, et
on n’a alors pas d’autre choix que de prendre :

1

S5 (=) 5

Cp 1=

(b) Une astuce indiquée dans I’énoncé du sujet consiste a commencer par minorer I’inté-
grale (paire) de C,, par I’intégrale de la méme fonction multipliée par la fonction positive
sin# < 1 de fagon a faire apparaitre une intégrande dont la primitive se voit aisément :

1:206n/ (1—|—cos€) i > o (1—|—cos€> sind b
0 0

2T 2 T 2
_ cn[ 2 (1+cos€)”+1]7r
T n—+1 2 0
_Cy 2
o n+1’

ce qui donne une majoration des constantes qu’on n’a pas eu le courage de calculer :

e < g(n—l—l).

Ensuite, puisque C,, () décroit sur [0, 7| (exercice mental), on a pour tout 6 € [J, 7] :

Ca0) < Cal0) = s (1+_C°S<5>”

2
14cosd \"
o (e

—
<1

<

bo | 3

;

~
— 0
n—r o0

ce qui établit la convergence uniforme vers 0 de C,, sur [d, 7], puis aussi sur [—d, —7] par
parité.
(¢) Par commutativité du produit de convolution :

al1)(6) = Co % £16)
- [ co-nsw;

—T

T (24 07t om0\ dt
=c, / ft) —.
,W 4 2
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Ensuite, I’application suggérée de la formule du multindme conclut :

c n! 2n—h=t , L dt
A _n i(k—1)6 —i(k=1)t B
la méme chose = e kEKn O I e /7r e f(t) 5

2 g

~
somme finie de eth? constante = f(k—1)

d A partir de maintenant, les raisonnements sont exactement les mémes que dans le cours
polycopié lorsqu’on montrait le méme théoreme avec les noyaux de Fejér F,, au lieu de ces
noyaux C,,. L’inégalité en vue provient de I’insertion de f(6) a I’intérieur de I’intégrale —
grice au fait que la masse des noyaux positifs C,, vaut toujours 1 — :

bn(1)(6) = / (0 —1)— £8)) Cult) 2

. 27

= / méme chose + / méme chose
[t|<6

s<lt|<m

Y

< / |méme chose‘ + / ‘méme chose
|t|<6 S<t|<m
puis d’une décomposition de I’intervalle d’intégration en [—0, ] et en [m, —d]U[0, 7|, suivie
enfin d’une simple inégalité triangulaire.
(e) En fait, la déduction procede comme dans le cours.

(f) Soite > 0. Rappelons que le raisonnement consiste a prendre d’abord ¢ assez petit pour
que le premier terme soit < € grace a I’'uniforme continuité de f sur le compact T, puis a
prendre n > N(g) > 1 assez grand pour que le second terme soit lui aussi < ¢, ce qui est
possible une fois que ¢ est fixé grace a la question (b).
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9. Examen 5

Exercice 1. [Majoration uniforme de ) _, <Jkl<n %]
(a) La famille des noyaux de Dirichlet sur le cercle unité T = R/277Z est définie par
Dn(t) := > <, €. Montrer que :

/_: D, () dt ?

(b) Que valent les intégrales :

(¢) Montrer que la fonction :

se prolonge continiment a [—, 7].
(d) En déduire I’existence d’une constante () > 0 telle que :

9
/ q(t) sin(nt—l—%) dt| < Q,
0

pour tout |0| < 7.

(e) On rappelle que le lemme de Riemann-Lebesgue stipule que pour toute fonction conti-
nue g € €°(T) :

0= lim /7r g(0) sin (nd) ;l_& = lim /7r g(0) cos (nb) ;Z—Q

n—oo | e n—oo J_ ™

Déterminer alors : .
lim / q(t)sin(nt+ %) dt.

n—oo
—T

(f) En admettant que blim fob S'"T“ du existe, utiliser (b), (¢) et (e) pour établir que :
— 00

> sinu T
—du = —.
/0 u )

(g) En déduire qu’il existe une constante R > 0 telle que | fob m dt‘ < R pour tous
b,c € Ri.
(h) Montrer que ‘ foe W dt‘ < Q + 2 R pour tout |§| < wettoutn € N.

(i) Montrer que :

1<|k|<n k=1
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(j) Donner une preuve alternative du fait signalé et utilisé en cours que les sommes :
k0
2.

1<|k|<n

sont uniformément bornées en n et en 6.

Exercice 2. [Théoréme de James] Soit (£, | - |) un R-espace vectoriel normé complet.
La norme d’une fonctionnelle linéaire .: £ — R :
L(u)
IL|| :== sup ‘ ‘ = sup ’L(u)‘
werr{oy [ul  ju=t

est finie || L|| < oo si et seulement si L est continue, d’aprés un théoréme connu.
L'espace (E,| - |) est dit uniformément convexe lorsque, pour tout 0 < ¢ < 1, la
quantité :

£(8) == inf{l— |2 ful = ol = 1, Ju—of > 5} >0

est strictement positive.
(a) Illustrer cette propriété par un diagramme parlant et esthétique.

(b) On considere maintenant une fonctionnelle linéaire continue non nulle L: (E,|-|) —
(R, | - |) Montrer qu’il existe une suite (un)n>1 d’éléments u,, € E de norme |u,| = 1
telle que L(u,) — || L]

n—oo

(¢) Etant donné ¢ > 0 arbitraire, montrer qu’il existe N = N(¢) € N* tel que ny,ny > N
entraine :

Lh(1 <) < D)+ Elne),

(d) Toujours pour ny,ny > N(g), en déduire :

Upy + Upy

(1—¢) < )

(e) En utilisant I'uniforme convexité de (E, | - |), montrer que la suite (u,) _ est de
Cauchy.

(f) Justifier I’existence de uy, = lim u, et montrer que L(us) = || L]
n—oo

(g) Montrer 1’unicité d’un élément v,, de norme |v.| = 1 satisfaisant L(vy,) = ||L]|.
Indication: Entrelacer (w1, vi,us, va, . . ., Up, Un, . . . ) et appliquer (b).

(h) En notant donc maintenant u;, € E cet unique élément de norme |uy| = 1 satisfaisant
L(ug) = ||L|, montrer que pour tout v € E, la fonction :

R— R
t— ||L| - HuL —{—th — L(ur, +tv)

admet un minimum global en ¢ = 0.
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(i) Lespace vectoriel normé complet (E, | - |) est dit lisse lorsque, pour tout u € E\{0},
I’application :
E — R
M: v — di |u+ to]|
tli=o

définit une fonctionnelle linéaire continue sur £. Conclure du point précédent (Théoreme
de James) que dans un espace vectoriel normé complet uniformément convexe et lisse (E, I
), a toute fonctionnelle linéaire continue non nulle L: £ — R est associé un unique
élément u;, € E de norme 1 tel que :

L) = LI - Mo, ().

(j) Montrer qu’un espace de Hilbert (H A (s >) est uniformément convexe. Indication: Uti-
liser I’identité du parallélogramme pour minorer, par exemple : (0) > %.
(k) Lorsque (E., [ -|) = (H,+/(-,-)) estun espace de Hilbert, comparer M, (v) et (7, v).
(I) Comment s’énonce le Théoreme de James dans un espace de Hilbert ?

Exercice 3. [Décroissance holdérienne des coefficients de Fourier] Soit f/ une fonction
2m-périodique intégrable sur [—, 7| au sens de Riemann.

~

(a) Rappeler la définition des k-emes coefficients de Fourier f (k) pour k € Z.

=g [ ro-s(o+7)] w5

(c) Lorsque, pour un certain exposant réel 0 < a < 1, la fonction f est a-holdérienne :
| f(0+1t) — f(B)] < constante - [t|*,

o-o(3t)

Il s’agit ensuite de faire voir qu’une telle décroissance ne peut pas étre améliorée en général.

(b) Montrer que :

montrer que :

(d) Pour 0 < o < 1, montrer que la fonction :

f(e) _ Z 2%61'2"0.

n=0

est a-holdérienne. Indication: Découper la somme :

FO+H=FO) = > ()+ 2 ().

ng 1 n~ 1
2" ST 2>

Pour estimer la premiere somme, utiliser apres I’avoir justifié le fait que |1 — eie} < |6
pour |f| < 7. Pour estimer la seconde somme, utiliser I’inégalité |€it2 — eit1| <2
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10. Corrigé de I’examen 5

Exercice 1. (a) Par définition :
Dp(t) =e ™ - e 14 e 4 e

ey _k+1
Dans le cours, en utilisant 1 + ¢ + - - - + ¢F = 2 1‘1_; , On montre que :

D, () = sins(:z(t)i)t'

(b) Puisque pour tout entier £ € Z* non nul :
0= / e™ dt,

/ Dn(t)dt=0+--~+0+/ 1dt+0+---40

—T —T

il vient :

= 2.

(¢) Sur [—m,0[ U ]0, 7], cette fonction :

a(t) = sinl(i)

est €°°, puisque ni sin(%), ni ¢ n’y ont de zéros. Mais au voisinage de ¢ = 0, un dévelop-
1

pement limité utilisant -~ = 1 4+ x + O(x*) donne :

1
Tt
2

q(t) = - %

O I DN ol = ol

ce qui montre que la fonction ¢(¢) se prolonge par continuité en ¢t = 0 par la valeur nulle :

q(0) :=0.
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(d) Bien entendu, on peut alors majorer :

/0 Q(t) Sin(nt+t/2) dt| < ‘9‘ . (maxq) -1

0,6]
< 7 Jaleo(—mm)
< o0.

(e) Une formule trigonométrique connue stipule que :
sin(nt +¢/2) = cos(t/2) sin(nt) + sin(t/2) cos(n t).

Alors une application directe du lemme de Riemann-Lebesgue donne la réponse :

™

lim /7T q(t)sin(nt+1t/2)dt = nIi_)moo/ q(t) cos(t/2) sin(nt)dt +

n—oo | .
€e"
+ lim / q(t)sin(t/2) cos(nt)dt = 0+ 0.
n— 00 7ﬂ\___\,___/
€40

(f) Pour tout n € N on sait que :
T T o + 1 t
Qﬂ:/ Dn(t)dt:/ S'”(”—t2)
—r I S|n(§)

Alors ce qui vient d’étre vu permet de poursuivre :

0= lim /ﬂ q(t)sin(nt+t/2) dt

n—oo J_
T /e 1 i 1
— im / (sm(.nt 2)t B sm(nt+ 2)t )dt
LT T

fonction paire

~ lim (%—2/ Mdt)
n—00 0 =

2
™ sin(n + 1)t
=21 —4 lim / Mdt,
0

n— 00 t
puis le changement de variable :
n 1 y Lol dt du
n+—-|t=u u: —=—
2 ’ t ’

donne : )
(n+§)7r H
27 =4 lim / sy du,
0

n—00 u
N : b s .
d’ol en admettant que |im fo S0 du existe :
b—o0 u
T * sinu
— = — du.
2 0 u
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(g) Le changement de variable similaire :

ct =: u, dou: —=—
t

/b sin(ct) g — /bc sinudu'
0 t 0 u

Comme fooo Si;l” du existe et comme bc > 0, ces quantités sont uniformément bornées en
valeur absolue : ,
‘ /0
par, disons, une constante notée R.
(h) Maintenant, en faisant apparaitre ¢(t) dans une inégalité triangulaire :
0 o 1 9
sinfn+ =)t 1 1
/ (.—tQ)dt‘ < ‘/ sin(nt+t/2)< —— — 7> dt‘ +
0 sin(3) 0 sin(3) 5
———

q(t)

transforme :

inct
sw;c dt’ <R

< Q+2R
< 00,

et ce, pour tout |f| < 7, grice aux résultats des questions (d) et (g).
(i) On a bien :

I I .
5/ (Dn(t)—l)dt:§/ ( > e”>dt
0 O Nigikl<n
1 eikt 0
-3 %),
1<|k|<n
1 eik@ 1
=3 2 (k __k)
1<|k|<n
eten observant que 0 = -, ., + par imparité, il reste :
1 0 1 eikg
= D,(t) —1)dt = —
FRCIURHEF D S
1<|k|<n
B i sin(k 0)
= —
k=1

(j) En conclusion, en prenant les modules, et pour tout |0| < 7 :

eike 0
> < / (Dn(t)—l)dt‘
k 0
1<|k|<n
0
< /Dn(t)dt‘+|9|
0
<Q+2R+m7
< 00,
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ce qui acheve la preuve alternative du caractere uniformément borné de ces sommes, fait
crucialement utilisé dans le cours magistral afin de construire avec du Bois Reymond une
fonction continue dont la série de Fourier diverge en ¢ = 0.

Exercice 2. (a) Voici un diagramme :

1 — || 242 reste
uniformément minoré
par une quantité

e(6) >0

(b) Par définition de :

IZIl = sup [L(w)].

Jul=1

il existe une suite (“")n>1 d’éléments u,, € E de norme |u,| = 1 telle que :
()| — LI,

et quitte a changer u,, en —u,, seulement lorsque L(u,) € R*, on peut supposer que
L(u,) > 0 pour tout n, et ainsi sans valeur absolue :

Liu,) — ILI.

(c) Comme la fonctionnelle L est non nulle, | L|| > 0. Etant donné £ > 0 arbitrairement
petit, il existe par conséquent N = N(e) € N* assez grand pour que :
n>Ne = (L) > I2I0-2)),

et alors par simple addition-moyennisation :

mom > N = (M) )

2

(d) Toujours pour ny,ns > N(e), supposons par 1’absurde que :

Up,; + Uny

2

< (1—5).

La propriété caractéristique |L(v)| < ||L]| - |v| valable pour tout v € E et directement

issue de la définition de la norme d’opérateur || L|| implique alors :

I Un, + Uny Un, + Unp,
2 2

< Ll —e),

< 40
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d’ou en éliminant la valeur absolue a gauche :

unl + ung
p(Mgte) < o).

inégalité manifestement contradictoire avec (c).

(e) Soit & > 0 arbitrairement petit et associons-lui la quantité (0) — appelée module de
convexité — qui apparait dans la définition de 1I’uniforme convexité. Nous affirmons que :

ny, ng = N(a(é)) - (Hum — Up, H < 5),

ce qui établira la Cauchycité de la suite (un)
Sinon, si au contraire on avait :

n>1"

[, = wna| =,

alors par uniforme convexité de 1’espace (E - ) on devrait avoir le contrdle minorant :

Up, +U

1_ % > £(5),

ce qui équivaudrait a :
Up, +U
1— () » || D Tl
2
et produirait une contradiction manifeste avec le résultat de la question (d) !
(f) La complétude de (E, | - |) assure I’existence de uo, = lim u,. Comme L(u,) —
n—oo n—oo

IIZ||, et comme L est continue, L(us) = || L]

(g) Etant donné une autre suite (U”)n>1 quelconque qui satisfait exactement comme

(un), ., ala fois |v,| = 1et L(v,) — [IL||, les mémes raisonnements s appliquent
Z n—00
sans modification et fournissent une limite v, = lim v, satisfaisant aussi L(v.,) = || L]
n—oo

Or la suite entrelacée :
(ulav17u27v27 <o U,y Un,y e ')7

a savoir la suite :

Unt1 lorsque m est impair,
2
Wy, =

vz lorsque n est pair,
satisfait elle aussi trivialement |w,| = 1 et L(w,,) — IIZ||, donc les raisonnements qui
précedent s’appliquent aussi a elle, et ils fournissent sans effort une limite w,, = lim w,
qui satisfait encore et aussi L(wy,) = ||L||. Ceci assure sans délai (exercice mental;a;% :
Voo = Uoo,
et conclut la démonstration d’unicité. Bien entendu, |us| = [voo| = |wso| = 1.
(h) Avec u;, € E cet unique élément de norme [uy| = 1 satisfaisant L(uz) = ||L], la
fonction :
R— R

t > |IL]| - |ur 4+ to| = Lug + tv),
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est en fait & valeurs dans R ., simplement parce que |L(w)| < ||L]|- w] pour w := up,+t v,
et elle s’annule visiblement en ¢ = 0. Son minimum global vaut donc 0, et si elle possédait
un gutre minimum :

0=|L| - HuL + 1o UH - L(uL + % v),
pour un certain autre ¢y € R avec ty # 0, cela contredirait 1’unicité de u;,.

(i) Toute fonction R — R, qui admet un extremum (local ou global) en un point doit y
avoir sa dérivée nulle. Ici en ¢ = 0, on doit donc avoir :

d (|HL|H . HuL + tv” — L(ur) — tL(v)),

0=—
dt

t=0

a savoir en termes de la fonctionnelle M, supposée exister dans (£, | - |) lisse :
0= JIL]l - My, (v) = L(v).

Nous avons donc établi le :

Théoreme de James. Dans un espace vectoriel normé complet uniformément convexe et
lisse (E, | - ), a toute fonctionnelle linéaire continue L: E — R est associé un unique
élément uy, € E tel que :

L) = LI - Mu, ().

(j) Lidentité du parallélogramme, valable dans tout R-espace vectoriel normé dont la
norme dérive d’un produit scalaire :

Hu + v”2 + Hu — vH2 =2|ul* +2]|v|?

donne ici, en supposant donc que |u| = |v| =1

2 2

U+ v 1

2

u—v

2

Y

et donc, pour tester I’'uniforme convexité de notre espace de Hilbert (H A< >) ,S1:

|u =] =4,
on en déduit la minoration :
2 a2 2
NP il MR el
4 4 2
puis en factorisant 1 — x? = (1 — x) (1 +x) :

U+ v

2
2 (i
4

) (1

et finalement, on conclut 1’uniforme convexité :
51
42 =

grace au minorant-bonus indiqué :

)
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(k) Rappelons la dérivée de la racine carrée d’une fonction g(t) > 0 :

d 1 d
dt tom ~ 2./9(0) dt tzo(g(t)).

Ici, avec u # 0 pour assurer que g(0) > 0, on calcule :

M, (v) = &

o Vi{u+to, u+to)

t=0

1 d
- 2/(u,uy dt
1

2 (u,v)

. ((u,u> + 2t {u,v) + 12 <U,U>)

24/ (u,u)
—(w
= (1> v
donc les deux expressions a comparer sont égales.

(I) Ainsi, tout espace de Hilbert, complet par définition, s’avere-t-il étre aussi un espace
vectoriel normé complet lisse uniformément convexe auquel le Théoreme de James s’ap-
plique, montrant que toute fonctionnelle linéaire continue non nulle se représente comme :

L(v) = | L]l - Mu,(v)
= LI - (2. )
= (1Ll )
= produit scalaire de v avec un vecteur fixe,

et I’on retrouve un énoncé central de la théorie, a savoir le Théoreme de représentation de
Riesz.



11. Examen 6 57

11. Examen 6

Exercice 1. (a) Soit¢ € L'(R) telle que ¢» > O etque [ 4 (y)dy = 1. Avec e > 0 réel,

on pose - (y) := 4 (%). Montrer que pour toute fonction f € ¢°(R) N L*(R), on a en

=

tout point fixé z € R :
im v (x) = f(z).
e—0
(b) Si f estde plus uniformément continue sur R, montrer que la convergence est uniforme.

(¢) On suppose a présent que f € €°(R) N L>=(R) N L'(R). Rappeler I’expression de la
transformée de Fourier de e~™*" avec un parametre réel & > 0, et en déduire que :

F () () = \ﬁ

(d) En déduire la valeur de I’intégrale :

/Oo 62i7r§(x—y) e—# dé = V2T 6_2;22 (x—y)Z.

ou a > 0 estréel.

0o €
(e) En introduisant la fonction définie pour z € R par :

\/27T _27r2z2
we(z) = . e 2,

montrer, apres avoir justifié I’existence de I’intégrale, que :

/ (&) 2 T e = fropu(a).

(f) Déduire de ce qui précede la formule de type «inversion », valable pour toute fonction
fe' (R)NL>®R)NLYR) :

o) = E”L“o/ F&) 2met e de (Vo eR).

Exercice 2. [Non-surjectivité de la transformée de Fourier] On a démontré en cours que
la transformation de Fourier :
1(d d
T (LRY), [ lp) — (€7 (RY), |- leo),
I

de I’espace des fonctions Lebesgue-intégrables a valeurs dans 1’espace des fonctions conti-
nues qui tendent vers zéro a I’infini, est une application linéaire continue injective.

L’ objectif de cet exercice est de démontrer qu’elle n’est pas surjective.

On travaille ici en dimension d = 1, avec des fonctions a valeurs réelles.

(a) Trouver un exemple de fonction continue impaire positive g: R — R avec :

lim g(z) = 0,

|z| =00
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telle que son intégrale sur [1, oo avec poids 9—16 diverge :

00 = lim / Mdm.
R—o0 Jg T

(b) Montrer que I’'intégrale de Riemann généralisée :

& t M t
/ sint dt : lim / sint dt
0 t M—oo fg t

existe (converge) ; on ne demande pas ici de la calculer exactement — elle vaut 7 —, mais
juste d’en démontrer la convergence.

(¢) On suppose maintenant par I’absurde qu’il existe une fonction f € L'(R) telle que :

-~

=y
Soit la fonction :
F(t) == =i (f(t) = f(=1)).

Montrer que pour tout x € R, ona:

g(x) = /000 F(t)sin (2mat) dt.

Indication: Ecrire g(z) = 3 (g(z) — g(—x)).

(d) Montrer que I’on a pour tout R > 1:
R o0 R .
2mat
/ @dm :/ (/ M) F(t) dt.
1 x 0 1 z

Exercice 3. [Diviseurs de zéro dans I’algebre de convolution] Soient deux intervalles
ouverts 11, I, C R d’intersection I; N I, = () vide. Toutes les fonctions seront a valeurs
dans R.

(a) Utiliser deux fonctions non nulles ¢ € €°(11), @2 € €:°(13), pour construire deux
fonctions fi, fo € #(R) de I’espace de Schwartz satisfaisant f; * fo = 0, puis interpréter
cette propriété. Indication: Utiliser la transformée de Fourier d’un produit de convolution.

(e) Conclure.

(b) On introduit I’espace :

Ly (Ry) = {f: R — C mesurable telle que [, [ f| < oo

pour tout intervalle borné J C R, et telle que f |]7

0}.

Pour f,g € L} (R, ), montrer que f * g(z) = 0 lorsque x < 0, et, pour z > 0, que :

e /f —y)dy

(c) Montrer que f x g € L (R,).
(d) Soit maintenant f € L} (R, ) satisfaisant :

f*f=0.
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Pour tout réel A > 0 et tout entier n > 1, montrer que :

(/_A " f(A—ux dx) / or(utv) FA =) F(A —v) dudv +

/]

2 4

u

v
u+

SRS
+\\/\v

J/

g

tJ1

") f(A — ) f(A—v)dudv.

SIV/AV/iN
Vot

0

J

'
=:J2

(e) Toujours avec f x f = 0,en posantu = A —yetv = A — x + y, montrer que :

J2=/0 nA2) (f 4 f)(2) da = O,

(f) Montrer qu’il existe une constante indépendante de n telle que :
A
/ e f(A—x)dx
0

(g2) On admet maintenant qu’une fonction ¢ € L'([0,B]), B > 0, satisfaisant

sup
neN

< constantey 4.

| fOB e™ g(t) dt| < constante pour tout n € N est nécessairement nulle : ¢ = 0
presque partout. Déduire de ce qui précéde que f = ()
(h) Soient maintenant f, g € ¢2(R) := {h € €°(R h‘] o] = 0} satisfaisant :

fxg=0.
En posant f;(z) := x f(z) et g1(z) := x g(x), montrer que :
g+ fixg=0.
(i) Montrer que f * g; = 0. Indication: Calculer (f * g1) * (f * g1)-
(j) Montrer, pour > 0 et pour tout entier n > 0, que :

0= [ fe=)0 g0y
0
(k) Utiliser un théoréme de densité pour montrer que :

0= [ (e =) a)* i

(I) Montrer que 1’algebre de convolution ((ﬁ?(R), *) n’a pas de diviseur de zéro.
(m) Montrer que si f,g € L (R, ) satisfont f x g = 0, alors f = 0 ou g = 0.

Exercice 4. [Lemme de Fejér, sans indication] Soient deux fonctions définies sur le cercle
unité T = R/27Z, intégrable f € L'(T), et essentiellement bornée g € L°°(T). Montrer

que :
Fo)30) = im. / o
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12. Corrigé de I’examen 6

Exercice 1. (a) C’est une question de cours. Soit donc ¢ € L'(R) telle que ¢ > 0 et que

J2 ¥(y)dy = 1, et, avec & > 0, posons t.-(z) := L (%). Via le changement de variable

~
y:=Z%, onaencore 1 = [~ 1).(z)dx.

Etant donné une fonction quelconque f € €°(R) N L=(R), on calcule la différence a
étudier en tout point fixé r € R :

Fra) - 1) = [ T fa—y) by dy — f() 1
_ / T (Fla—y) — fl@)) bely) dy.

oo

Maintenant, puisque f est continue en x :

V>0, Jv=w(d) >0, <|(x—y)—x‘ <v=|flz—y) - f(2)| gé).

En découpant alors I'intégrale [*° = fly\ —— f‘y|>v, on en déduit la majoration :
+v
|f* () — fa)]| <0 Ve(y) dy +2] f = | Ve(y) dy.
—v y|>v
—_———
ng 1115:1

Mais dans I’intégrale restante, en revenant a 1’expression ¢, (y) = % w(g), on peut poser
x := ¥ et se ramener au majorant suivant :

‘f*wg(m) —f(a:)’ < 5+/ () de,

|z[>Z
dont le deuxiéme terme a droite tend vers zéro lorsque ¢ — 0, puisque ¢ € L'(R) par
hypothese, et puisque £ — oo.

(b) Si f est de plus uniformément continue sur R, il est clair que le v ci-dessus ne dépend
pas de x, donc la convergence est uniforme.

2 P . _ 2 2 , .
(¢) Le cours a montré que la transformée de Fourier de e™™*" vaut "¢, et en a déduit par
simple renormalisation que :

TR (E) = F(eTTY(E) = e
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(d) Avec le changement de notation ¢’ := x — y et 2’ := &, I’intégrale a calculer devient :

o0 5252 % > €2z/2 Qima! & ’
e~z e2mé(r—y) d¢ = e~ 2 e AT (g

o0 —00
82 /
[Reconnaitre .7 (-)] = 2(6,7 ; 2) (5/)
7‘,25/2
™ TTe
[Question (c)] =4/ =€ 7
2
_ V2T ey
£

(e) L'intégrale en question :
L . e2¢2
| ReyemeeF g

existe bel et bien, puisque la transformée de Fourier fde toute fonction f € L' est bornée

. . _6252 N . . N .
et puisque le facteur exponentiel e~z est a décroissante tres rapide lorsque |{| — oo,
pourvu que € > 0.
Pour la méme raison, sur R x R, la fonction produit :

(1,6 — fy)e T € L'(R xR)

est intégrable. Ainsi, le théoreme de Fubini-Tonelli nous permet d’échanger 1’ordre des
intégrations :

oo . 2 o0 [e’e) ' ' 2
[ Roemeite= [ [ e sl

[ o[ csvemo)

> 2 7r2(9c—. )2
[Question (d)] — / f(y) dyv 7T€_2Tu

3

= /_OO f) ee(x —y) dy
= fxp(x).

Notons au passage qu’avec la fonction :
o(2) = V2me 27,

ces fonctions ¢, (-) avec € > 0 en sont les renormalisées :

pe(z) = é¢<$;y>,

oy _ 2 o) . 2 .
et en utilisant la valeur 1 = f fooo e~ ™" dx vue en cours, on vérifie aisément (exercice) que
[o.¢]
1= ffoo o(z)dz.

(f) Grace a cette derniere observation, le résultat de la question (a) s’applique avec ¢ := ¢,
et il offre en beauté la formule de type «inversion », valable pour f € €°(R) N L=(R) N
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L'(R) en tout point z € R :

f(x) = lim f*x@.(z) = e"Lno /_Z ]?(f) p2im €7¥ de.

e—0
Exercice 2. (a) Sur R, on pense a la fonction réelle d’abord définie sur R, et positive :

(@) T lorsque 0 < =z < 1,
g\r) = 1
jog (et 2) lorsque T = 1,
puis prolongée par imparité a R_ :
9(x) == —g(-x) (Vo <0),

qui s’avere étre continue sur R. Alors pour toutR > 1:

[ e [t
Lo 1 zlog(e+ x)

- | ¢ 1
[Primitive connue!] > /1 (6 n a:) log (6 n x) dx
= [Iog (log (e + x))]j
= log (log (¢ 4+ R)) — log (log (e + 1))

— OCQ.

R—o0

(b) Puisque S'T“t ~ L =1ent =0, ce qui montre la continuité sur [0, co[, donc la conver-
gence de I’intégrale en 0, il s’agit d’établir la convergence en 400, donc d’apres le critere

de Cauchy de montrer que :
2 N sint
02 fim / .
M— 00 M t

N>M

Posons :
m = inf{keN:Mglm} et n = sup{kEN: kﬂgN},
d’ou :
O0< mr—M < et 0 < N—nm <,

et décomposons :

N osint T sint "7 sint N sint
/ '—dt:/ '—dt+/ '—dt:/ LU

Ici, les intégrales 1 et 3 tendent vers O lorsque N > M — 00 :

mT . t
e
M t
N sint
/ L

nr U

Quant a I'intégrale centrale, on peut réaliser qu’il ne faut pas passer aux valeurs abso-

lues, car (exercice) :
_ " |sint|
oo = lim —dt (VmeN),

mro1 mmT — M T
< —dt < ——— < = — 0,
y M

N N —nm T
< —dt < < — 0.
e U nm (N - 1)7r N—00

iy

n—oo [ t
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mais heureusement, la série numérique :

i /(k+1)7r sint . _ i sin (km 4 u) Ju

—~ Jin t — km+u
n T .
sinu
=2 = / ———
Pt 0 T+ U
=:ap
est alternée :
0 < A1 < Ak, ap — 07
k—o0

donc convergente d’apreés un résultat connu, et enfin, le critere de Cauchy pour les séries
numériques convergentes montre qu’on a bien :

n—1
nm . t
0 = lim / %dt: lim (—1)* a.

m— oo m— oo
nz>m mT n>m k=m

(¢) Supposons donc qu’il existe une fonction f € L!(R) dont la transformée de Fourier
f = g est égale a une fonction g satisfaisant comme a la Question (a) :

satisfaisant visiblement :
1Flzie < 2]floiw < oo

En écrivant comme indiqué g(z) = 1 (g(z) — g(—x)), ce qui est vrai par imparité de g,
il vient :
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puis, en revenant a la définition de la transformée de Fourier, en écrivant f fooo = f BOO + fooo,
et en effectuant le changement de variable ¢ — —t dans les intégrales 1 et 3, on obtient :

0 [e'S)
g(x) = %/_OO f(t) e 2™t dt + %/0 f(t)e ™t dt —
— %/OOO f(t) 621‘77:31& dt — %/Ooo f(t) €2i7rzt dt
— %Am f(-t) €2i7rxt dt + % Aw f(t) 6—2i7r$t dt —
o %/O f(—t) 672i7rxt dt — %/0 f(t) €2iﬂ'xt dt
[Regrouper 4 et 2, puis 1 et 3] = — %/ f(t) (62imt _ €—2i7rzt) dt + %/ f(—t) (ezz‘m _ 6—2im;t) dt
0 0
= —i/ooo f(t)sin (2mat) dt + i /000 f(—t)sin (2mat) dt
= / —i (f(t) = f(—t)) sin (2mat) dt
0
= / N F(t)sin (2rat) dt.
0

(d) Pour R > 1 fixé, la fonction définie sur [1, R] x [0, co] par :
(2.1) — sin (2mat)
sin (2mat) <

z
est intégrable, car ” < % est continue bornée, et car I' € Ll(R) comme nous venons
de I’observer, donc le théoreme de Fubini-Tonelli permet d’intervertir les intégrations :

/1R @dw - /IR (/OOO F(t)sin (2mxt) dt) C;_f’f’
- /ooo (/1 Mdﬂc) F(t) dt.

(e) Grace ala Question (b), d’apres laquelle il existe une constante 0 < C' < oo telle qu’on
ait la majoration uniforme :
S sin
|
o Y

nous affirmons que I'intégrale intérieure flR obtenue a la Question (d) ci-dessus est alors

F(t)

< (Vs>1),

bornée quel que soit R > 1, grice a la relation de Chasles ;' = [; — fol et a des change-
ments de variables élémentaires du type y = az d’ou %y = do .

R i R 1
/ sin (2mxt) da:‘ < / sin (2mat) d:c—i—/ sin (2mat) i
1 X 0 x 0 xr

27mtR - _; 2t
sin sin
/ sny dy'—ir‘/ sny dy’
0 Y 0 Y

< C+C.

N
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Ainsi en revenant au résultat de la Question (a) et en se souvenant que F' € L'(R) :

R
00— de < 20/ |[F(t)|dt = 2C|F|;: = quantité bornée,
004—R 1 X 0
ce qui est tres contradictoire avec une des vérités les plus fondamentales des mathéma-
tiques !

Exercice 3. (a) Soient deux intervalles ouverts I, I, C R d’intersection I; N I, = () vide.
Soient deux fonctions non nulles :

p1 € 6.°(h) C S (R),
po € €°(15) C L (R),

par exemple deux fonctions-plateaux égales a 1 sur deux intervalles fermés bornés non
vides J; C I et Jo C I. Alors leurs transformées de Fourier inverses :

file) = / o) P dg = F V(1) (w),

(e 9]

fole) = / " o) P dg = F V(o) (),

(e 9]

appartiennent a ’espace de Schwartz .7 (R) et sont encore non nulles, puisque, d’aprés un
théoréme du cours, la transformée de Fourier .# établit un automorphisme de 1’espace de

< (R) (isométrique, qui plus est, pour la norme L2] S®) induite). Donc inversement :

Y1 = 32(]01) = f17
p2 = F(f2) = fo,
et alors d’apres un autre théoreme du cours :
fixfa=f1f2
= P1¥2
=0,
donc puisque la tranformée de Fourier est injective :
Jix fa=0,
ce qui fait voir que 1’algebre de convolution (Ll(R), *) possede des diviseurs de zéro —
propriété surprenante et quelque peu génante qu’il va s’agir maintenant d’éviter en tra-
vaillant sur R .
(b) Soit donc I’espace des fonctions nulles sur la demi-droite négative R* et localement
intégrables sur la demi-droite réelle positive R, :

L (R,) := { f: R — C mesurable telle que [ |f| < oo pour tout intervalle borné J C R,
et telle que fhioo of = O}.

La convolée entre deux fonctions f,g € Li (R, ) est a priori définie comme :

loc

[ gl / 1) ole — y) dx,
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pourvu que cette intégrale converge en presque tout point x € R. En tout cas, comme
f(y) = 0poury < 0etcomme g(x —y) = 0 pour z — y < 0, 'intégrale f porte en fait

sur :
[
—o0 y=20

z—y=0

Ainsi, lorsque = < 0, la deuxieme inégalité x > y avec la premiere y > 0 donne I’ensemble

vide :
frglz / fly —y)dy=0+/®=0,

et quand x > 0, il vient bien :
~ [ 19— y)ay
0

la convergence étant garantie par I’hypothése que f,g € Li_(R,), cette formule étant
d’ailleurs invariante par le changement de variable y — = — y qui donne :

frglx / flx—y)gly)dy = g=* f(z).
(¢) Il s’agit, pour tout intervalle borné J C R, d’établir la finitude :

/J’f*g(xﬂd:c < 00,

et plus généralement, pour tout réel M > 0 (arbitrairement grand), disons avec J C
[—M, M|, d’estimer :

/ |f*g(x |d:c—/ }f*g )| da
Ll
// )l lg(z — )| do dy
=/0 |<>|dy/0 9@ — )| da
< [rwla [ latea:

= | flzrong - 9l Lr—mm
< o0,

— ) dy‘dx

cette derniere finitude provenant du fait que [}, |f| < oo et [}, [g| < oo, pour tout sous-
ensemble mesurable borné £ C R.

(d) L’astuce consiste a écrire un carré d’intégrale comme produit d’intégrales dans deux
variables distinctes, de maniere a faire apparaitre une intégrale double sur un domaine
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bidimensionnel :
A

TR N Ty

= / ") F(A —u) f(A - ) dudv,
—A<u<A

—A<v<A

ici le simple carré :
672::[—u4,f” X[—u4rA]1: IHLJIE,

que I’on décompose en deux triangles fermés presque disjoints :
Ty = {(u,v) eR*: —A<u, —A<v, ut+v<0},
T, = {(u,v) eR?: u<A v<A u+tv> O}.

A

A

Y=

Ty

Ainsi :

M= 1) 0

") f(A — ) f(A — ) dudo,

ce qui correspond bien a :

n=ff

“+v

Jy = //ugA ") F(A — ) f(A—v)dudv.

v< A
0<utv

(e) Soitdonc f € L (R, ) satisfaisant f x f = 0. Dans cette deuxiéme intégrale Jo, sur le
triangle 75, on effectue le changement affine de variables :

r=2A—(u+v), y = A—u,

g
INININ
oc e

d’inverse :
U ::/1_'y7 v :3/1—'$—Fy7

lequel établit un difféomorphisme de :
Ty = {USA, v < A, 0<u+v} dout u+v<2A,

sur I’ensemble :
T ={A-y<A A-z+y<A 0<24-1z, 2a—1z<2A}

=10< <24, 0<y<za},
{ i
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et comme la valeur absolue du déterminant jacobien vaut 1 :

du  du .
det(g"fj gg>:det(01 11),
dx Oy o
la formule de changement de variables donne :

Jy = //T ") f(A — ) f(A —v) dudy
-/ / e2A=9) f(y) [(x — y) d dy

:/02A n(2A~ w)(/ fly —y)dy)dac

[Question (b)] = / e"PAT) f x f(z) dx
0.

[Hypothése] =

(f) Ainsi, J; = 0 s’annule. Dans J;, le facteur exponentiel e"utv) < 1 est uniformément
controlé, puisque v + v < 0, et on peut donc majorer de maniere élémentaire par une
constante indépendante de n :

|J1] < /Agu ‘f(A—u)‘-‘f(A—deudv

—A<v
u+v<0

é/f—udu/f—v

= |flei-aa - 1 flz-aa
< 00,

ce qui donne, en revenant a la Question (d) et en prenant une racine carrée :

'/i " f(A— x)dx

) ) .. A 0 A N .
Pour terminer, la décomposition ff 4= ff 4t fo , en tenant a nouveau compte du fait
que €™ < 1 lorsque z < 0, donne :

’/0 e f(A—x)dx
—A

d’ou le résultat voulu par simple inégalité triangulaire :

A
/ e f(A—x)dx
0

(g) Puisqu’on admet que ‘ fOB e g(t dt‘ constante offre g = 0, ici avec g(z) := f(A —
x) et B := A, il vient sans aucun effort f=0.
En conclusion, dans L} (R, ), I'équation f * f = 0 n’est satisfaite que par f = 0.

< constante}, 1

< [ fllzro,a

= constantefc’A,

< constante}’ 4t constante? 4




12. Corrigé de I'examen 6 69

(h) On travaille maintenant pour simplifier dans :

0 0
CUR) = {h € € (R): h|__, =0},
au lieu de L} (R, ), et on étudie I’équation :
fxg =0,
c’est-a-dire pour f,g € €2 (R) :
/ fy)g(e —y)dy (Vo >0).
0

Soient donc f(z) := z f(x) et g1(z) := z g(x). Un calcul (tres) simple donne, pour
x > 0 (sachant que pour z < 0, on a déja vu que f1*xg(z) = 0 = f*gi(x) pour des raisons
de support) :

forgla) + frai(e) = /myﬂy)g(x—y)dw/om £() (@ — ) gz — ) dy

0
:O+/ fy)zglx —y)dy
=x-fxg(x

= 0.

(i) Comme on vient d’obtenir f % g; = — f; % g, on peut remplacer, utiliser le fait que le
produit de convolution ‘x’ est associatif et commutatif, pour calculer :

(fxg)*(f*g1) = —f*gi=*fixg
= —&O*fl*gl

= 0,
et enfin, appliquer le résultat obtenu a la fin de la Question (g) pour atteindre :
f * g1 = 0.
(j) Pour n = 1, comme ¢;(y) = y g(y), on vient d’obtenir :
0= Fraw) = [ fa-n)s gy a0,
0

sachant que pour z < 0, cela est automatique, donc on a :
fxg=0 = fxg =0,
d’ol par une récurrence instantanée :
== - = [xg, =0,
pour g, (y) := y"g(y), avec n > 1 entier.

(k) D’apres le théoreme de Weierstrass, sur tout intervalle, les polyndmes sont denses dans
les fonctions continues pour la norme 4, donc on peut écrire :

fle=y)gly) = tim > apy,
k=0

la limite étant uniforme sur [0, x], avec de bonnes constantes a; € R.



70 Frangois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Sud

Ensuite par linéarité, la Question (j) qui précede donne :

0 = /0:r flz—1y) (a0+--~+any">g(y)dy

et enfin en prenant la limite :
* 2
0= [ (e~ )glw)* dy.
0

(I) Comme f et g sont continues a valeurs dans R, ceci implique, pour tout 0 < x et tout
0<y<zque:

0= f(zr—vy) ou 0 = g(y),
et on I’en déduit (exercice mental) que f = 0 ou g = 0 sur R, , donc sur R tout entier.

(m) Lorsque f et g ne sont qu’intégrables au sens de Lebesgue, la méme démonstration
fonctionne, a condition de se souvenir que le théoreme de Weierstrass est vrai aussi sur tout
intervalle pour la norme L'.

Exercice 4. Commencgons par démontrer que, pour tout polyndme trigonométrique ) €
Cle™, "] et toute fonction g € L>(T), on a bien :

~

Q)50 = Jm_ [ Q@) gt 5.

n—o0

avant d’aller plus loin au moyen d’arguments de densité.

Si donc :
Q=) aeh (ar €C),

par linéarité, il suffit méme de démontrer cela pour une exponentielle individuelle Q = e*?,

avec k € Z. R
Pourk =0,0onaQ =1,dou Q(0) = [T Q(t)e ™ 4 =1, et on teste si :

1-5(0) = lim /7r 1-g(n9)d—9

n—oo J_ 2T

= /m Q(G)d—e

—rn n2m

—mn+27 d@ nmw de
([ eog s [T aoy)
—mn m nmT—2m T
T db
/ 9(0) o

—T

(0).

Lorsque k € Z\{0}, vérifions la relation demandée en supposant d’abord que g = h €
%*(T) est deux fois continiment dérivable.

Dans ce cas, puisque d’apres un théoreme du cours, 1’inégalité obtenue en intégrant
deux fois par parties :

SIS 3+

I
@)

~ 1
|h(0)] < €—2Hh” (Veez)

€0(T)
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assure que h est égale en tout point a sa série de Fourier :

ho) = > h(e)e” (voeT),
l=—00
on peut insérer :
h(nd) = > h(t)e,
l=—00
et intervertir :
? T do
0= i ™ h(nd
ninoo /_ﬂ_ (TL )27'(
do
o sz zEnH
- n@;/ (3 dwem) s
l=—00
L . do
— zk9 idn6
=t [ S [Cemem g
=0quand|nr;k+1et\£|>1
[~ T, df
[Donc ¢ = 0] = lim h(())/ elkg—}
n—oo | - 2
= 0,

cette derniere annulation provenant de k # 0.
Si g € L'(T), pour tout ¢ > 0, par densité de ¢*(T) dans L'(T), et puisque L>(T) C
LY(T), il existe h € €*(T) telle que :

lg = Al < e,
d’ou:
T do n do
e (g(nd) — h(nd \/ 0) — h(0
[ e g —no) | < [ o) nio)] -
n
= —|g—hln
n
< 1-¢
et puisqu’on a aussi :
15(0) = h(0)| < lg — Al
<6

le résultat montré 4 I’instant pour / est hérité par g, toujours avec f = Q = e :

50 - [ g 5 (efk-(mﬁm)— | eik%(ne)%)' <

—Tr s

< | )] - [0 \+‘/ ¢ (— g(nf) + h(nb) di
< e+te,

donc ensuite par linéarité, pour tout polynéme trigonométrique f = Q € Cle™?, ).
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Il reste seulement a faire voir que le résultat qui vient d’€tre démontré pour des poly-
ndmes trigonométriques quelconques se transmet a toutes les fonctions f € L(T).

Evidemment, on approxime f en norme L' sur T & & > 0 prés par un polyndme trigo-
nométrique P. € Cle™, ¢"] :

Hf_PEHLl(T) S 6

par exemple en utilisant la suite des convolées de f avec le noyau de Fejér.
Si nous appliquons alors ce qui vient d’étre démontré au polyndome trigonométrique
Q := P.,il existe N(¢) > 1 tel que :

B.(0)5(0) — / " P(0) g(nt) 2

\ 6-
. 2

n > N() =

Commengons par 1’inégalité simple :

g0l = | [ sy

dG
< gl / L

= |glze(m),

suivie d’une autre presque aussi simple :

F(0)3(0) = P-0)5(0)] = | (F(0) = P(0)) 5(0)
|/ = Eell sy [00)]
e [glzoe(ry,

VASV/AN

et estimons enfin en insérant quatre termes de somme nulle, toujours pour n > N(¢) :

- [ 10190) 57| < [F0)50) - P.0)50)] + |P.0)50) - / CP() glnf) 7|+

‘/ ne——/f ne—

- Ngliwr) + €+ [P = Fllprer, - l9lioecy

. (1 + 2l ).

ce qui acheve le corrigé de ce bel examen !

“U>
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13. Examen 7

Exercice 1. [Théoréme de Fejér-Lebesgue] Etant donné une fonction f € L(T,C) in-
tégrable sur le cercle et a valeurs finies, Lebesgue a démontré — résultat admis ici — que
presque tout point § € T est un point de Lebesgue, au sens ol :

1
0= lim — |f(t) — f(0)]dt.
5250 20 [t—6|<6

= Ji|<s \f(@—t)—f(9)| dt

J/

L’objectif de cet exercice est d’établir qu’en tout point de Lebesgue 6 € T, les sommes de
Fejér convergent vers :

f(0) = lim a,(f)(0)

n—oo

= 1lim (F,* f)(0).

n—oo

On fixe donc un tel 8 € T, et on introduit :

d(8) = /HM |f(t)— f(O)]dt = /t|<5 | £(0—1t)— f(0)] dt,
v o) = [ 10— s@la = [ |50-0- 10|,

ot (9) = /H |f(t) = f(O)|dt = /0 | f(6—1t) — f()] dt.

(a) Vérifier que ®(5) = o(d), et montrer que pour tout ¢ > 0, il existe § = d(¢) > 0 tel
que :
0 < &), P (5), PT(6) < €6 (VO<3<3(e)).

(b) Rappeler l’expression explicite du noyau de Fejér F,,(t) pour —m < ¢ < m, ainsi que la
valeur de [*F,(

(¢) Sachant que 0 < o<~ /4 pout tout entier n > 2, on découpe en trois morceaux :

\Fn*f<e>—f<e>|</” (0760~ 1)— 1(0)| o=

/0<|t<l /1<t| 1/4 /1

Wl/4
=: I1(n) + I(n) + I3(n).
En s’inspirant de I’indication qui n’apparait qu’a la page suivante, montrer que :

I3(n) — 0.

n—oo

<Jtl<r
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Indication: Pour 0 < 1 < m, utiliser I’'inégalité vue en cours :
1 o 1
. t ~ .
(sin 5)? (sin )2

(Vo <t <),

ainsi que I'inégalité [sin £| > %‘, valable pour tout 0 < |t| < 7.
(d) Montrer que pour tout 0 < [¢t| < 7:

7T2

0 < Fult) < .

(e) Montrer que :

n—oo

(f) Montrer que :
bn) < %/ SO= SO, ™ // FO—1) - 1O) ,

3=

12 2n

nl/4
=: I;(n) + I (n).
(g) 1 s’agit d’atteindre lim,, .o, I (n) = 0 = lim,, .o I, (n). Les deux cas étant similaires,
traiter seulement I (n), et conclure. Indication: Effectuer une intégration par parties.

Exercice 2. [Lemme de Kirszbraun] Soit £/ un R-espace de Hilbert muni d’un produit
scalaire (-, ) = (-, -) d’ot dérive lanorme || - [z = | - |. On suppose :

1 <dmFE < .
En tout point ¢ € £, pour tout rayon s > 0, soient les boules ouvertes :

Ble,s) = {z € E: |v—¢| < s}.

Soitunentier I > 1, soient des points aq, . . ., a; € F, et soient des rayons rq, ..., > 0.
Sous I’hypothese principale que les boules ouvertes correspondantes sont d’intersection
non vide :

@ 7& m B(ai,ri),
1<i<t
I’ objectif de cet exercice est d’établir que pour tout autre choix de points by,...,b € E
satisfaisant :

[0 = b < flais — e (1 <inia <),

on a encore la non-vacuité de I’intersection des boules ouvertes :

1<

(a) Montrer qu’il existe (au moins) un point p € ( \i<;<; B (a;,r;) tel que :

(b) On fixe un point :

p E ﬂ B(ai,ri)\{al,...,al}

1<
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dans cette intersection qui est distinct de tous les a;, et on introduit la fonction :
E — R,

Montrer qu’il suffit d’établir 1’existence d’un point ¢ € £ en lequel :
P(q) < 1.

(c) On raisonne alors par 1’absurde en supposant que ®(x) > 1 pour tout x € E. Montrer
qu’il existe (au moins) un point ¢ € E en lequel ® est minimale :

B(q) = int B(a).

(d) Puisque le raisonnement par I’absurde se poursuit, on a $(¢) > 1. Montrer qu’on peut
supposer, pour un certain entier 1 < K < I, que :

”q_biH = ©(q) Hp_aiH (V1<i<K),
Hq - b,” < ©(q) Hp - ai” (VK41 <i<).
(e) On introduit maintenant I’enveloppe convexe fermée des points by, ..., b :

(g = {C:)\lbl++)\KbK€E Og)\lu"'7>\K<17 )\1++>\K:1}

Montrer que ¢ € . Indication: Introduire le projeté orthogonal 74 (q) de ¢ sur €, supposer
en raisonnant par contradiction que ¢ # 7« (q), et analyser le comportement de la fonction
® en des points de la forme :

@ = q+1t(me(q) — q),
pour 0 < ¢ petit. Notamment, on pourra établir, pour 1 < ¢ < K, la formule utile :

oo =8il* = fla=b:l*+2¢ | = (@)~ gl + (meea) = bs, e (@) — )|+ |mcla) — "

(f) Pour tout 1 < 7 < K, on pose :
e, = q— Db et d; == p—a;.
Montrer que pour tous 1 < 2,7 < K,ona:
(ei,€5) > (di, dj).

(g) Siq € € s’écrit ¢ = A\iby + - -+ + Abg avec certains 0 < Aq, ..., A\ < 1 de somme
1 =AM + -+ A, montrer que :
2

Y

Mer + -+ Ace||” > |Aads + - + Aedi

et conclure.

Exercice 3. [Transformée de Fourier dans I’espace de Schwartz] Pour x € R, le sinus
hyperbolique et le cosinus hyperbolique sont définis par :
_ et —e’ " e’ +e "
sinhz == ——— et coshr == ——
2 2
L’objectif de cet exercice est de calculer explicitement la transformée de Fourier de la
fonction :

T
xr —

sinhz’



76 Frangois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Sud

prenant bien entendu la valeur 1 en x = 0.
(a) Montrer que :

sinhz f: %
— o
x —~ (2n+1)!

(b) Montrer que la fonction x —— —%— est € sur R.

sinhz

(c) Pour tout entier £ > 0, montrer qu’il existe des polyndmes P j(x) € Q[z] pour —k <
Jj < k, tels que :

d* ( x ) _ Z—kgjgk e’® Py j(x)

dx* \ sinhz (sinh x)k+1

£ appartient a ’espace de Schwartz .’ (R).

sinhz

(d) Montrer que x —
(e) Montrer, pour tout nombre complexe A € C avec Re A < 0, que :

> 1
Az
]g xre dx = XE.

(f) On introduit la suite de fonctions (hN (x)) ?:1 définie, avec £ € R fixé, par :

N—1
ha(z) = Z x cos (2m€ x) e~ (AT,
n=0

/OOO (Ngnth(x)) dr = fim /0°° () e

-~

(g) Montrer que la transformée de Fourier f(&) de la fonction f(z) :=

Montrer que :

T

- vaut :
sinh x

o0

s (2n +1)% — (27€)?
f&) =4 ,; ((2n+1)2 + (21€)2)*

Exercice 4. [Non-dérivabilité optimale de la fonction de Weierstrass] Soitunréel b > 1,
et soit une fonction :

ve w2 (b B,
indéfiniment dérivable a support compact dans un intervalle contenant {1}, avec :
v(l) = 1.

(a) Montrer qu’il existe une fonction u € .(R) dans I’espace de Schwartz telle que u = v,
ou,pour 7 € R:

u(r) = / u(y) e 2™V dy.
(b) Montrer que, pour tout £ € N, on a:
> u(0)
/_ u(¥(z — ) dv = o
(¢) Montrer que, pour tout k € N,on a:

0 = /OO (x — &) u(bF(z —€)) du.

o0



13. Examen 7 77

(d) Soit maintenant une fonction continue bornée f: R — R dont on suppose qu’elle est
dérivable en un certain point £ € IR, sans rien supposer d’autre. On considere un dévelop-
pement de Taylor de f al’ordre 1 en ¢ :

flx) = f(&) + (&) (x — &) + R(x,9),

avec un reste R(z, §) petit exprimant que f est dérivable en ¢ :

R(l’,f) = 0<|$—€’)

Montrer, pour tout £ € N, qu’on a :

(e e}

/ f(z bkx—g))dx:/ R(z, &) u(bF(z — €)) du.

—0o0

(e) Pour tout ¢ > 0, montrer qu’il existe § = d(g) > 0 tel que :
5+5 . -
\/5 9ue-9)] < 5 [ lollutw)|

(f) La norme %" étant définie par Ao := sup,cg |A(y)|, montrer que I'on a :

H/;+/:°] R(z, &) u(t(z - €)) das\ vyl [/g 6 /] il

(g) Etablir le Lemme de Freud, d’apres lequel, si f est dérivable en ¢ :
0 = lim / b fz)u(bF(z —€)) da.

k—oo J_ o

(h) Soit a présent un autre nombre réel 0 < a < 1. On suppose que ab > 1, et on introduit
la fonction de Weierstrass :

f(z) =2 Z a" cos (2mb" x)

n=1

_ E ( 2imb™ x e—2i7rb”ac>.

Si ¢ € R est un nombre réel quelconque fixé, montrer que pour tout k € N, on a :

/ f(z bk (x —5)) dr = a—ke’%’rbk5
= ,

(i) En déduire que f n’est dérivable en aucun point ¢ € R.
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14. Corrigé de I’examen 7

Exercice 1. (a) L’hypothese 0 = lims_,o 55 ®(0) signifie précisément que :
®(0) = o(9),
et comme :
0< ®6) =D (6) +DT(d),
tous trois étant positifs, on a aussi :
©7(6) = o(d) = 27(9),
et ce qui est demandé exprime rigoureusement le « o(d) » en question.

(b) Pour qui n’a pas fait 'impasse sur I’apprentissage de son cours :

1 /sin2\?
Fo(t) = — 2] >0
®) n(sinﬁ>

2

avec F,(0) = netonal—f Fo(t) 2.

(¢) Avec 1 := —, pour tout —; < |t| < 7, on a donc :
n n/ p i/

1 < 1
(sin%)2 = (sin 1)?
< _™

d’ol I’estimation-majoration :
dt
) = [ RO150-0-10) 5

<|t|<7l’ 27T

L miye 1 dt
B —(sin—) ——= |f(0—t)— f(O)] —
/11/4<|t|<7r n (sm 2) (sin £)2 ‘f( ) = f(0) o
1 dt
S 1222 (0 —t) — F(O)| —
/1 cin 7 £ —1) = 10)] o

<n”—/ RCERT TS

T
= —— constante
N

— 0.

n—o0

o<t <),
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(d) On majore en effet, grace a |sinu| < |u| eta (sm1£)2 < ’tr—j :
2

<R - Lt

(%3 .

.

n
1
n
w2
4

(e) Grice a la majoration élémentaire obtenue a I’instant pour F,,(¢), et grice au fait que 6
est un point de Lebesgue, on majore en effet :

dt
L(n) = FO—1) — f(O)] =
= [ R0 )] 5
2 dt
<l [ o-0-s0l5
=
?O

permet en effet d’obtenir :

o = [ R@10-0-10) 5+ [ 0156 -0-50)| 5

t2

“n1 7 dt w17 dt
<[ aEbe-n-sols s [T LG le-0-sol5,

et apres réorganisation visuelle, c¢’est le résultat demandé.

(g) La fonction ®7(¢) étant manifestement une primitive :

0 / |f —u) |du
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on peut effectivement I’utiliser pour intégrer par parties :

1 1
+ 1/4 74
vy T [ R ] Y T (w2
_w®(bn_w¢ﬂa+w/ﬁwwwﬁ
o (%/4)2 omn (1)2 nJ1 13
1
IR 7y 0 S W e (b W KA )
2p3A " ¢ (n1/4) 2nq> n) n[ t3 at,
=20 o0

le premier terme et le deuxieme terme ayant 0 pour limite, d’apres le résultat () = o(9)
de la question (a) qui équivaut a :
1
= lim = ®7(4).
0 6L>moo 0 (5)

Quant au troisieme et dernier terme, pour tout € > 0 arbitrairement petit, il existe d(¢) >
0 de la forme :

1
i(e) = 15
N(e)1
avec N(g) > 1 entier tel que :
0 < dH(t) < et (VO<t<N(e)"T).

Alors pour tout n > N(¢), en utilisant :

1
7 O (t 2171 et
( ) dt < —dt
1 13 1 t3

on peut estimer :

™ 1/4 1 T 1 ™ 1/4

' v~

— 0
n—o0 n— o0

(& J/

le dernier terme étant majoré par € 7, ce qui termine le travail.

Exercice 2. (a) Puisque I'intersection de ces boules ouvertes est un ouvert non vide de
E = RIME &yiter le nombre fini < T des points constituant I’ensemble {a,...,a;} en
restant dans cet ouvert est aisé.

(b) En effet, si I’on disposait d’un tel point g, alors il viendrait :

la =t < llp—ai
< T (1<ig),

donc ¢ serait dans chaque boule ouverte B(b;, r;), et ainsi, I’objectif se réaliserait :

0 # {q} € () Blbi,r).

1<



14. Corrigé de I'examen 7 81

(¢) Comme maximum de I fonctions continues, la fonction ® est continue sur £. Claire-
ment, elle tend vers I’infini lorsque |z — oo. Comme E = RYM¥ est de dimension finie,

donc localement compact (complet), ¢ atteint son infimum en au moins un point.
(d) En effet, par construction :

lg — bil
1<t |p — a;

®(q) =

et si ce maximum est atteint pour un certain nombre K > 1 d’indices i, il suffit de renu-
méroter I’ensemble pour les placer tous en premier (ce qui ne change rien aux données du
probleme).

(e) Nous allons faire voir que ¢ décroit localement le long du segment [q, ch(q)], en
partant de q :
(I)(Q) > o (qt) (0 < ¢ petit),
ce qui contredira le fait que ¢ est un point ou ¢ atteint son minimum.
En effet, comme pour tout K +1 <7 < I,ona:

lg — bi
— < ®(q
p—al <"
la continuité de t — ¢; assure qu’on a encore :
b;
la = bl < O(q) (VO<t petit, K+1<i<1).
Ip—ail

Ensuite, pour les autres indices 1 < 7 < K, développons le carré :

o= 0l® = (0= + (¢ (rea) — )|

= Hq — biH2 +2t (g — b;, T (q) — q) + 17 Hm,;(q) — qHQ.

Insérons au centre ¢ — b; = q — ¢ (q) + 74 (q) — b; :

lae = b = Jla—bil]* + 2t {g — me(q) + 7 (q) — b, me(q) —a) + ¢ |7 (@) — g
= g — b + 2t [—|7T% ) —a|* + (mela) - b W<K(Q)—QZ] + £ |me(q) — g
<0 <0

Or, rappelons-nous que le projeté orthogonal d’un point sur un convexe fermé satisfait :
(me(q) — ¢, me(q) —q) < O (Vee?).

Comme o + 2t B+ vt2 ~ a + 2t 8 < a lorsque 3 < 0 pour 0 < t assez petit, il vient :
—b,-” < Hq—biH (0 < tpetit, 1 <i<K),

et donc, en tenant compte d’une inégalité valable pour K + 1 < 7 < I vue il y a un instant,
toujours pour ¢ > 0 petit, on aboutit a une inégalité :

b; —b;
2(g) = max LU g 120D gy
B2 p—al ~ 2y al
qui contredit avec effronterie le choix de ¢!
(f) Tout d’abord, on a par hypothese pour 1 < 7,5 < K:
ei =l = [ =bi+b] < | -aital = |di-d].
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et par construction :
leil = lla =] = @) Jp - aif| = @(a) |il,
d’ou a cause de I’hypothése que ®(¢) > 1 visant a atteindre une absurdité :
le:l > ldi| > 0,

la derniére minoration provenant du fait que p # a; pour tout 1 < ¢ < 1.
Développons alors les carrés dans 1'inégalité |e; — e;]|* < |d; — d;|?, ce qui donne :

leal® + les* — 2 {eseg) < dill® + Id11* — 2k, dy),

c’est-a-dire en inversant le signe :

leal® = Idill® | Jesl” — ;I
2 2

N J/

(eiyej) = (di, dj) +

> (d;, d;).

(g) Observons pour commencer que :

K

K K
Z)\iei = Z)\i(q_bi> = (>\1+"'+)\K)q—z>\ibi = 0.
i=1 i=1

i=1
Ensuite, développons le carré :

ZA2H62||2+2 > N (eieg)

1<i<g<K

> ZA2Hd||2+2 > AN (didy)
1<i<j<K
Z )\idi
=1

et «0 > un nombre positif » est une contradiction vraiment fatale !

: T __ S - __ 00 n "
Exercice 3. (a) Comme e” = ) | %, etcomme e™* = ) *  (—1)" Z7, avec rayon de
convergence infini, il est connu / clair que :

et _ o7 i 1,271—&—1
2 vt (2n+1)
d’ou apres division par z :
sinhx f: s
x —~ (2n+1)!

(b) La fonction z —— % est paire, €°°, et, grace au développement en série entiere qui
précede, minorée par :
sinh z

> 1 (Vz eR),
T

sur R.

(¢) Pour k£ =0, cela est vrai avec [ 1= .



(

o\ D
sinhz
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Pour k& = 1, on calcule, en rappelant sinh’ = cosh et cosh’ = sinh :

!/ . T_o—T x —x
( T ) sinhz — x cosh x Cf— —x &S

(sinhz)? B (sinhz)? 7
donc P 1, P, P11 se voient a I’ceil nu.
Si, au niveau k, la formule est satisfaite :

( ; )(k) = Z*kgjgk e7* Py ()

sinhz (sinh x)k+1

sinh x

une dérivation supplémentaire :

(o))

[ngk j €7 Py j(x) + eI* P,gj(w)} sinhaz — (k+ 1) coshz [lelék eI Py ()]
(sinh z)k+2

Dlil<k J€" (55—) Pej(@) + Dlil<k €° (S5—) Py (x) — (k+1) Dlil<k €° (-

) Prj(x)

(sinhz)k+2
_ 2kt @ P (2)
) (sinh z)k+2
montre, apres une réorganisation des termes qui n’a pas besoin d’étre soigneusement expli-
citée, que cette formule générale est aussi satisfaite au niveau k + 1.

(d) Afin d’obtenir o i— € .(R), il s’agit de faire voir, pour deux entiers quelconques

sinh
(k)
x
0= lim x€< . ) .
|| — o0 sinhx
X

k>0etl>0,que:
Puisque cette fonction - — est paire, il suffit de regarder lim,_, .
Or grace a la formule de la question (c) qui précede, en posant :

ko ;= deg PkJ,
d’ou pour certaines constantes 0 < C}, ; < 00 :

| P j(z)| < Chya™ (Yz R, |j|<k),

(k)
xé( * )
sinh x

et sachant qu’au dénominateur, le terme (eﬂc)’“rl domine tous ceux du numérateur, la limite
lorsque © — oo du majorant de droite vaut 0, ce qui conclut.

il vient :
- elkj pJT
o 21jj<k Crjatie

0 g T _po—X
(e 28 )k+1 ’

(e) Deux intégrations par parties, et une utilisation de 0 = lim,_,o, e Az

fournissent le résultat :

/ reMdr = {a:—e)‘”’} —/ 1= e dx
0 Ao 0o A

1 o0
:0—0—{—em} +0
25,

= lim,,xe

1

A2
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(f) On majore, pour x € [0, 00| :

N—1
|hN(:1:)‘ <z Z o~ (1+2n)z
n=0

— re® [1 + G—Qw N 6—2(N—1)x}
B 1— e—QNx
1 —e 2
1
1 —e 2t

= xTe

—X
< ze

La fonction-dominante ainsi obtenue, continue sur |0, co[, est aussi continue en 0, puisque

T N e % lorsque = ~ 0, et elle est de sucroit intégrable a I’infini, grace au facteur

e~ ". Le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue s’applique donc pour donner le
résultat.

(g) Calculons en effet :

=4 / (Z cos (27r§ z) x e_(1+2n)z) dx
0

n=0

[Question (f)] =4 Z / zcos (2 x) e~ (127 gy
n=0 0

= 4Re (Z/ xe(ﬂﬂg_l_%)“”daz)
— Jo

n=

i 1
[Question (e)] = 4Re (Z (2n+1— i27T§)2)

n=0

oo

1 1
=2 ;% ((2n+ 1—i2ner? T nti +z’27r§)2)

o0

(2n +1)* — (2m§)?
! nz:; ((2n+1)2 + (2m€)2)*

Exercice 4. (a) En effet, d’aprés un théoréme du cours, la transormée de Fourier établit
un isomorphisme — isométrique pour la norme L? d’ailleurs ! — de . (R) sur lui-méme,



14. Corrigé de I'examen 7 85

d’inverse donné par la méme formule qui change seulement le signe dans I’exponentielle :

zmuzf ae) e e

—00

- [ wgea

etcomme v € €.°(R) C (R), onabien u € .7 (R).
(b) Le changement de variable :

y = bz —¢&) d’ou dr = @,
bk
permet de calculer :
[ uta-g)i = [ uw
_ l > U( )672i7r0yd
- bk - y y
_ u(©)
= =
0,
bk
(¢) Le méme changement de variable — attention a I’exposant de b ! — donne :
o0 1 o0
| @-9utre-9)ar = 5 [ yutan

Mais comme une différentiation par rapport a 7 — justifiée, car I’intégrande appartient a
I’espace de Schwartz, donc décroit tres vite a I’infini — de @(7) ci-dessus donne :

u'(r) = —21'7T/ yu(y) e 2mTY dy,

en posant 7 = 0, il vient :

donc au final :

car v = 0 dans un voisinage de I’origine.

(d) Tl suffit de remplacer f(x) par les trois termes en lesquels elle se fragmente, et d’obser-
ver que les deux premiéres intégrales ainsi obtenues s’annulent en vertu des deux questions
(b) et (¢) qui précedent.

(e) En effet, comme R(z,§) = o(|z — ¢

lz—¢ <6 = |R(z,&)| < elz—¢],

J,onaVe>0,36 > 0tel que:
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ce qui permet de majorer :

’ /j+5 w(bh(x — &) du

E+48
< [, IRO] e —0)]| s

-4

€46
<5/ |z —¢&|- ‘ (bkx— |dx
€6

< 5/_00 |z —&] - [u(bF (@ —€))| d

o0

€

[Poser y := b"x — b*¢] = ly| - Ju(y)| dy.

—00

(f) Observons tout d’abord que la fonction x — (z — &)? u(bk(x —¢ )) est bornée sur R,
puisque la fonction u € .%(R) appartient a I’espace de Schwartz :

max [y u(y)| < oc.

En insérant quelque peu artificiellement (et astucieusement) le nombre neutre :

dans I’intégrale a estimer, nous pouvons majorer :

‘/lx §|>6

a:f) k . 3u kx_ N
/|x<|>a( —oy 0= 0) bz = 9)d

)@= u(ta— ) da

' /Ix—§|>5 R(z, &) u(b'(x = ¢)) du

[Insérer b*] =

b3

1 3 ‘R(l‘,f)’
< Ve (z — bF(z — —==
S b3k \mil;rls {( (=) vl 5))}/x£|>6 |z — &

1 3 |R(z,§)|
< gl [ s

(g) Commengons par observer que la fonction-reste © —— R(z, £) croit de maniére au plus
affine a I’infini, puisque f est supposée bornée :

R, )] = |F(@) = F©) + () (z = &)
| ()| + constante + constante |z — £|

<
< constante + constante |z — £,

1 |x—a>d
tﬂ%ban—a?*u—as rEee

et comme :
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nous obtenons, en revenant a la question (d), que :

b%/ f@)u®(xz —¢€))da

b2 /OO R(z, &) u(btF(x — &) dz

[Découper] = b% {/ +/ H
|[z—€|<o |z— £|>5
oo R xZ,
[Questions (e) et (f)] S € / i |u |dy+b3k Hy u )H%U / "x(_ é):J dz
J—oo o lz—€[>0
0<cons¥nte< oo Ogconsta‘r:te(é) < oo

1
= econstante + — o - constante(d),

et donc, si k > K(g) > 1 est assez grand, le majorant de droite peut étre rendu arbitraire-
ment petit.

(h) Comme 0 < a < 1 et comme |cos| < 1, la série converge normalement, donc unifor-
mément, ce qui justifie I’interversion de I’intégration et de la sommation infinie :

[ routa-eye = [ (i ) - )
— nf; a" {/Z Xy (B (2 — €)) da + /Z 2y (b (2 — €)) da |,

et il s’agit de calculer les intégrales, pour n € N> (noter le £) :

/ u(bk(x . 5)) 6:|:2i7rb"a:dx _ / u(y) 6:‘:2i7rb”(ﬁ+§) @

o e bk
+2imb™ 0 Lo "
[Poser y = b*z — b*¢] = m / u(y) e """k Y dy
—o0

L2 E b
-y N\ T

pE2imb" ¢ pn
=\ Fw)

et puisque suppv C ]%, b|, le résultat vaut toujours 0, excepté dans 1’unique cas ou c¢’était

le signe ‘—’ dans I’exponentielle (deuxieme somme) et ou £ = n, donc :
N i e—zmbk £
/ f@)u((z—&))de = a o v(1)
—2imbk €

bk
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(i) En effet, si f était dérivable en &, la question (g) forcerait :

0= lim b* /OO fl@)u(F(z —¢€)) da

k—o0

. a _ 951k
— im b2k e 2imb™ &

k—o0 bk

. — k
= lim (ab)*e 2" ¢

k—o0

= klim (quantité(k) de module > 1)
—00

= tres impossible !



