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Exercice 1. (sur environ 6 points)
Soit f la fonction 27-périodique telle que

Jm—x size 0,7,
f(x)_{x—ﬂ siz €]m, 2m].

Représenter le graphe de f dans un repere orthonormé.
Que peut-on dire de la convergence de la série de Fourier de f ? Justifier.
Calculer les coefficients de Fourier de f.

Lol S e

Montrer que pour tout entier P € N, la somme partielle de Fourier d’indice impair
Sap11(f) a pour expression

Sopy1(x) = g + Z % cos((2p + 1)z).

= m(2p+1)

On pourra admettre cette expression pour traiter la question suivante (et uniquement la
question suivante...).

5. En déduire les valeurs des séries suivantes :
+00 +oo

1 1
@ 2oy © Lo

p=0 p=0
Solution de I’exercice 1.

1. Le graphe est le suivant :

—2m -7 m 2m




2. La fonction f est continue et C' par morceaux (car affine par morceaux), la série de
Fourier (Sn(f))yey converge donc normalement vers f d’apres le théoréme de conver-
gence normale de Dirichlet.

3. f est une fonction paire. Par conséquent, ses coefficients b, (f), n € N*, sont tous nuls.
Calculons les coefficients a,,(f). Pour n = 0,

— 5 | tye =2 [ wye =1 [Mw -y — 2 [EIE] T

Pour n > 1, en utilisant la parité,

a,(f) = ! —7; f(z) cos(nz) / f(z) cos(nz) _ 2 / (m — ) cos(nz)dz.

™

En effectuant une intégration par partie,

an(f) = 2 [(W - x)sm(nx)r . % /0” sin(na)

m no |, n
2 [ cos(nzx)
:“%{‘ n? ]
0
2 n
= o (D)

Donc pour tout n > 1,

4 . . .
—- Sl n estimpair,
an(f) = {ﬂ-n . .
0 si n est pair.

4. Comme pour tout n € N*, b, (f) =0,

2P+1

Sap1(f)(@) = ao(f) + D an(f) cos(na).

n=1

De plus, pour tout 7 pair, on a a,,(f) = 0. On peut donc effectuer le changement d’indice
n = 2p + 1 dans la somme ci-dessus, et on obtient

ﬂ

P P
Sopii(z) = ao(f)+ Z agp1(f)cos((2p+1)x =5 Z Py cos((2p +1)x).
p=0 p=

5. (a) Pour tout P € N, la somme partielle de Fourier de f a pour expression

Sopi1(z) = g + pz; T2 1) cos((2p + 1)z).

Comme la série de Fourier converge normalement vers f, pour tout z € R, la suite
Sopi1(x) tend vers f(x) quand P tend vers +o00, soit

TR 4
~+ pz; TR cos((2p + 1)z) = f(z).



En particulieren x = 0, on a

d’ou
i’i 1 T ( 7T> w2
—2 = — m— — = —.
= (2p + 1) 4 2 8

(b) On va appliquer I’égalité de Parseval a f. Pour cela on calcule || f]|3.

1 [7 1 [ 1 [2*]7 w2
2 2 2
= dr = dr = = —.
711 2m /ﬁ|x| T on /,rx YT o [3]_7r 3

L’égalité de Parseval

1 X
ao(F)+ 53 (lan(F)P + () = 1113
n=1
devient ici
G — 16 2
) 2 2~ 9
4 2 il (2p+1) 3
D’ou
f 1 B m (7?7 B 4
—~(2p+1)2 8 \3 4/ 9
Exercice 2. (sur environ 3,5 points)

Soit E un espace de Hilbert ayant une base hilbertienne (e,,),en. Pour tout n € N, on pose

oo Cmt 1€9n41 ot w o En T 169741
2

V2
Montrer que la famille de vecteurs {v,,, w,, n € N} est une base hilbertienne de F.

Solution de I’exercice 2. Montrons d’abord que {v,,, w,,, n € N} est une famille orthonormée.
Poure € {—1,1},

€ + El€9p11 S|
Cn T S (1404+041) = 1.

V2 2
Donc les vecteurs v,, et w, sont de norme 1. Soient m,n € N. Alors si m # n, comme la
famille (e,),en est orthogonale, on a (v, V) = (U, Wy) = (Wi, wy,) = 0. Pour conclure que
{vn, wy, n € N} est orthogonale il reste 2 montrer que (v,,, w,) = 0. C’est bien le cas car

€on + 1€2n11 €25 — 1€2p41 1
Up, Wy) = , =—-(1+0+0-1)=0.
st < V2 V2 > 2 )

Donc {v,,, w,, n € N} est une famille orthonormée.
Pour montrer que {v,,, w,, n € N} est une base hilbertienne de £ nous allons montrer que

Vect({e,,n € N}) = Vect({v,, w,, n € N}).

3



Clairement, pour tout n € N, v, et w, sont dans Vect({e,,n € N}). Réciproquement, on

remarque que pour tout n € N,

1
€on = _(Un + wn)

et

,_.E

eont1 = —= (v, —wy,
2n+1 Z\/§< )

donc pour tout n € N, e,, est dans Vect({v,, w,, n € N}).

Or d’apres le théoreme de caractérisation des bases hilbertiennes, une famille orthonor-
mée (u,) est une base hilbertienne si et seulement si Vect({u,,n € N}) est dense dans FE.
Comme (e,)nen est une base hilbertienne de F, on en déduit que Vect({e,,n € N}) =
Vect({vn, w,, n € N}) est dense dans E et donc que {v,,w,, n € N} est une base hilberti-
enne de .

Exercice 3. (sur environ 7,5 points)
On se place sur L%(0, 27). On définit le sous-ensemble H par

H:{feLyawm i:a+n%¢4ﬁﬁ<+m}.

1. Soient f et g deux fonctions de L% (0, 27). Rappeler I’expression du produit scalaire usuel
(f, g) ainsi que I’expression de la norme associée || |2 de L% (0, 27).
2. Montrer que H est un sous-espace vectoriel de L%(0, 27).

3. Pour tout couple de fonctions f, g € H on définit

n=-+00

(o= 3 (1+n2)ea(fenl9).

n=—oo

(a) Justifier que pour tout couple de fonctions f,g € H, (f, g) g est bien défini (Indica-
tion : Montrer que la série définissant (f, g) g est absolument convergente. ).

(b) Montrer que (-, -) ;7 est un produit scalaire sur H.
4. Onnote || - ||z 1a norme associée au produit scalaire (-, -) .
(a) Pour tout f € H, donner I’expression de || ||z en fonction de ses coefficients de
Fourier ¢, (f).

(b) Soit f une fonction 27-périodique de classe C'. Montrer que f appartient 2 H et que

L£IE = 1L£12 + 1LF112.

5. Soit f € H.

n=+oo
(a) Enutilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz dans ¢*(Z), montrer que la série Z len ()]

n=-—oo
n=-o0o

est convergente. (Indication : faire apparaitre la série Z (14 n2) |en(f)| dans
n=—oo
I’inégalité.)
(b) Montrer que les sommes partielles de Fourier Sy (f) convergent uniformément vers
une fonction continue g.



(¢c) Montrer que f = g p.p., c’est-a-dire que g est le représentant continu de f.

Solution de I’exercice 3.

1.

0 2m

2. Montrons que H est un sous-espace vectoriel de L%(0, 27). Les coefficients de Fourier
de la fonction nulle sont ¢,(f) = 0 pour tout n € Z et donc la série de terme général
(14 n2)|ca(f)]” est bien sommable.

Soient f et g deux fonctions de H et o € C. Par linéarité les coefficients de Fourier de
f + ag valent, pour tout n € Z, ¢, (f + ag) = c,(f) + acy(g). Or,

ealf) + aca(g)” = leal NI +2Re (enl facalg) ) + laca(9)
Mais
2Re (ea()acn(9)) < 2leal Nl laen(9)] < leal ) + laca(g)]”.
Ainsi,
ealf) + aca(@)* < 2 (leal NI + laca(@)?) = 2 (lea(£) + ol lealg)P)

Comme [ et gs ont dans H, les séries de termes généraux (1 + n?)|c,(f)* et (1 +
n?) |en(g)|” sont sommables, et donc, vu I'inégalité ci-dessus, la série de terme générale
(1 4+ n?)e,(f + ag) est elle aussi sommable, ¢’est-a-dire f + ag € H.

3. (a) Soient f et g deux fonctions de H. Montrons que la série définissant (f,g)y est
absolument convergente. Pour tout n € Z,

1 1

cn(f)en(g)| = len(f)] en(g)] < 5 |Cn(f)|2 + ) |Cn(g)|2 .

Alinsi,

(e (£)a@)] < 51+ ) leal P+ 50+ 07) en(g)

Comme f et g sont dans H, par définition les séries de terme général (1+n?2) |, (f)|°
et (14+n2) |c,(g)|” sont convergentes. Ainsi, la série de terme général ‘(1 +nea(fen(g)
est convergente, et donc la série définissant (f, ¢) i est bien absolument convergente.

(b) Montrons que (f, f)y = 0et (f, f)y = 0= f = 0. Pour toute fonction f € H on

a
n=-o00

(e =Y (L+n”)|eal £ = 0.
Soit maintenant f € H telle que (f, f)y = 0. Alors, pour tout n € Z, on a (1 +
n?) e, (f)]? = 0, d’olt ¢,,(f) = 0. Par unicité des coefficients de Fourier, on en
déduit que f est bien la fonction nulle.

Montrons maintenant que pour tout f, g € H, (f,g)y = (g, f)g-On a

Gha=3 (+me@al =3 (+ma@nlf) =0



Pour finir montrons que (-, -) 7 est linéaire a gauche. Soient f,g,h € H et a € C.
Alors,

n=-o0o

(f+ag,hyr =Y (1+n*)ea(f +ag)ea(h)

n=—0oo

n=-4+oo

= > (140 (calf) + aca(g)) ca(h)

n=—oo

= 3 @+ fead) +a Y (L+n)ea(g)en(h)

n=—0oo n=—oo

= <fa h>H + Of(g, h>H’

ou toutes les séries sont bien convergentes d’apres la question précédente.

(a) Par définition de la norme associée a un produit scalaire,

n=—0oo

1fllr = {f: fhm = ( > (1+n2)|cn(f)|2> .

(b) Comme f est de classe C!, f et sa dérivée f’ sont toutes les deux des fonctions de
L%(0,27). De plus, pour tout n € Z, on a

e (f1) = inca(f).
Ainsi, d’apres 1’égalité de Parseval pour f et f/, on a

n=-+oo

IF13= > lealN)

n=—oo

et

n=+oo n=-+o00

IF15 =D lea (PO = D n¥lenl )

n=—oo n=—oo

On a donc

n=-o0o

IFIE+HIF15 =Y (L4 n®) feal ) < +oo.

n=—oo

Ainsi, f appartient bien 4 H et on a bien || f||%, = || fIIZ + || /]2

(a) On a, en utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz,

n=-+o00 n=+oo
len(f 1+ n2|e,(f)]
Xl Y e
1 1
n=+oo 1 2 n=-+oo 3
2 2
n=-+00 1 n=-+o00
car Z T est finie ainsi que Z (14 n2)|c,(f)|? puisque f € H.
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(b) 1l s’agit d’une proposition vue en cours. On a Sy (f)(z) = Z cn(f)e™ et

n=—N
n=-+00 . 400
Z HCn(f)emxHoo = Z len(f)] < 400,

la série de Fourier converge donc normalement. Notons ¢ la fonction limite des
Sn(f). g est continue sur R en tant que limite uniforme de fonctions continues
(puisque la convergence normale implique la convergence uniforme de la suite des
sommes partielles).

(c) D’apres le théoréme de convergence quadratique des séries de Fourier, (Sy(f))nven
converge vers f dans L%(0, 27), ¢’est-a-dire || f — Sy (f)]|2 — 0.
Par ailleurs, (Sy(f))nen converge uniformément vers g. Or

1

lo = Sx(1 =5 [ lote) = Sy(Hle)Fds < llg = Su(F)I —0,

donc (Sy(f))nen converge également vers g pour la norme quadratique. Par unicité
de la limite, f = g p.p.. Donc f est admet bien un représentant continu (et sa série
de Fourier converge normalement vers son représentant continu).

Exercice 4. (sur environ 5 points)
Soit f € L'([0, +oc]).
1. Montrer que la fonction f:R — C définie pour tout £ € R par
+o00
f&) = (z) sin(§z)dx

0

est bien définie sur R.

2. Montrer que f est bornée sur R par || f||; = / |f(z)|dz.
0

3. Montrer que f est continue sur R en appliquant le théoréme de continuité des intégrales
dépendant d’un parametre.

4. Onnote g : R — C le prolongement impair de f défini par

—f(—x) sinon.

g(x):{f(x) sixz >0,

Montrer que pour tout £ € R, f (&) = % g(&), ou g est la transformée de Fourier de g.

5. En déduire que si fe L' (R) alors pour presque tout z € [0, 00/,

+oo

fa) =2 [ f(e) sin(eryde.

Solution de I’exercice 4.



. Soit £ € R. Alors, comme |f(z)sin(£x)| < |f(x)| et que | f] est intégrable sur [0, 400,
la fonction x — f(z) sin(£x) est intégrable sur [0, +00[. Ainsi,

+o0

f&) = (z) sin(§x)dx

0
est bien définie.
. Pour tout £ € Rona

fo=| [ @i < [ irwsealar< [ @l =1l

. Pour tout z € [0, 4o00], I'application £ — f(x)sin({z) est continue sur R. Par ailleurs,
pour tout £ € R, on a la domination

|f(x)sin(€x)] < |f(x)] € L*([0, +o00]).

Donc d’apres le théoreme de continuité des intégrales dépendant d’un parametre, § —
f(&) est continue sur R.

. On remarque que g est intégrable sur R car f est intégrable sur [0, +oo[. La transformée
de Fourier de g est donc bien définie. Pour tout £ € R,

0 +o0
9(&) = /R glw)e do = / (—f(=x))e " dz + ()e " da.

—00 0
En effectuant le changement de variable y = —x dans la premicre intégrale,
0 ) 400 )
[ penetan == [ ey
—0o0 0
D’ou,
+o00o ) ) +00
g(&) = / f(x) (—e’& + 6_1&) dx = (x) (—2isin(&x)) dz.
0 0

On a donc §(&) = —2if(£), soit f(&) = £3(¢).

. Supposons que f € L'(R). Alors, vu I'égalité f = g, § appartient également a L' (R).
Ainsi g et g sont dans L' (R), on peut appliquer le théoréme d’inversion de la transformée
de Fourier qui assure que pour presque tout z € R,

1 )
= — [ §(6)e’"de.
o) = 5= [ o€
Ona
1 ~ i€x 1 0 ~ x 1 e ~ i€x
o= [ 98T = — [ §(§)e™TdE + - g(&§)erds.
27T R 27T — oo 27T 0
En effectuant le changement de variable v = —¢ dans la premiere intégrale, comme g est

impaire (car la transformée de Fourier d’une fonction impaire est impaire) on obtient

0 ; too . +00 '
/ ﬁ(g)eZExdf = / §(—v)e " dy = —/ G(v)e " dv.
oo 0 ;

8



Ainsi, pour presque tout x € R,

o) = 5= [ a0 (e r ey de = 5o [ a2
Enfin, par définition de g, pour tout z € [0, +-00[, g(z) = f(x), et on a montré que pour
tout £ € R, (&) = —2if(£). Ainsi, pour presque tout x € [0, +00],

—+00

/0+°° <_2if(£)> 2isin(&x)dE = % f(&) sin(€x)d€.

0

1
o

f(x)



