Exercices sur les séries de Fourier
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A la mémaile ma mere,
qui tant me mangdféerier 2010

Pierre-Jean Hormiére

Introduction

C’est toujours la méme histoire ! J'avais l'int@mtide réunir quelques exercices corrigés classiques
sur les séries de Fourier, me disant que ce traggdit achevé au bout de quelques pages, mails de f
en aiguille, il a pris des proportions de plus daospvastes, se transformant en une somme
théologique. A la fin, c’'est tout juste si les n@&tiatiques toutes entieres n’étaient plus qu’un
chapitre des séries de Fourier ! Il faut pourtdants’arréter avant de sombrer dans le désespoir et
I'inachévement, afin de ne pas finir comme cesgimss ratés que furent Léonard de Vinci, Michel-
Ange et Van Gogh !

Références :

Revue de Mathématiques Spéciales

A. Zygmund : Trigonometric series (Cambridge)

J.-M. Arnaudies, H. Fraysse : Cours de taupe, tifi@unod)
Murray R. Spiegel : Analyse de Fourier (série Samau

1. Développements en série de Fourier

Développer une fonction réglée périodicuen série de Fourier, c’est former sa série dei€our
exponentielle ou trigopnométrique, et étudier ldatiens entre et sa série de Fourier, a la lumiere
des théorémes disponibles (ici, les trois théoretngzrogramme).

Dans tous les exercices, le symbdlsignifie « a pour série de Fourier ».

Exercice 1: onde carrée ou créneau
1) Développer en série de Fourier la fonctio?repériodique définie par :
M=1sitdjo,nf,-1sitd]-mO[, 0 si InZ.
2) Représenter graphiguement les sommes pestidé la série ; vérifier les résultats précédents.
Quel phénomeéne nouveau voit-on apparaitre ?

3) Soit § la somme partielle d’ordmnede la série. Montrer que : r,(%) - 721 KSiTnt.dt >1

Solution: estimpaire et I'on a aussitot :

(0 D%(SilntJrsin(?;t) +sin(5t) )

sin((k+1)t)
3 5 '

fd A
m& 2kHl




Remarque : le fait que(tt—t) = (t) impliqueboy( ) =0

o/
La formule de Parseval donr§(2k+l)2 =g

On en déduit{(2) = %, carg(2) =Y

k=0

1 1 7.1
k1 T ;(2@2 =g T 4@

Le théoréme de Dirichlet s’applique, caest ¢ par morceaux, et comme elle est réelle, on a :

_ 4 sint,Sin@Y) _sin@t) sin(k+1)t)

A S T R ; ok
Silonfaitt=2L, on retrouveﬂ Z( 1"
2’ e 2k+

La seérie précédente converge simplem@dirichlet), en moyenne gquadratiqy®arseval),_pas
uniformément car est discontinue, mais uniformément sur tout segrjenta] (0 <a < 172),

par un examen précis de la transformation d’Abdlos note que les sommes partielleg ¥sin t +

. . N2 . , ,
sin3t+ ... +sin (B-1)t= %ﬂ?t sont uniformément bornées sur ces segments.

3) Phénomeéne de Gibbs

((2k+1)n

Con ) -2 (s
2k+1 JTh t°

ITO<ILn1

Or OtO]o, % >1- lLT On en déduit C > 1 (cf. aussi ex. 3).

Cela confirme qu’il n'y a pas convergence uniforewg 10, 1] : I'approximation est de mauvaise
qualité au voisinage des discontinuités.

Par sommes de Riemann n(gl)

Exercice 2: Développer en série de Fourier la foncti@mpériodique définie par :
ft) = o si tO]0, 1 , ¢ si tO]-1, Of.

Solution : 1) On peut, soit faire un calcul direct, soitramener a I'exercice précédent si I'on note

quef = GG . ©2G . 5n conclut alors par linéarité.

2 2
G*C , 5 GG (sint, SiNEL) | sin(Gt)
f(x) O 5 +2';7(1+ 3 + 5 +...).
1 _ 7 goilon déduit (o) = 72
2) Parseval redonn%ak_l_l)2 = , d’ou I'on déduitg(2) 6"

3)fest ¢ par morceaux, donc Dirichlet s’applique :

G+G | 5 &G §SIN(ZK+D)Y) G+C
52+ 2 ; kil = @ surkmo[, 252 en0 g sur]o.

4) On peut faire les mémes remarques que dangdiergorécédent.




Exercice 3: Si 0 <h <, f la fonction 2rpériodique définie pax) = == si k| <h, 0 sih< K| < 1L

Développerf en série de Fourier. En déduir{%znh = %.(ﬂ—h) , z&nnh = HT_h
n=1 n=1

+00 . +00 . +o0 . +o .
En déduired SIPN gt "SI cajeyler SIPNX ¢ 3'SINNX poyr tout reek
n=1 n n=1 n n=1 n n=1 n

Solution : f est paire, et %:par morceaux. On trouve aisément :
) D_l_ + zsm(nh) cosfix) = —1— zsm(nh) e™  en convenant qugw =1 poum = 0.
Il'y a convergence en moyenne quadrat|que

La formule de Parseval s'écrit:-L— = 1 SINh one Z%Zznh = %(ﬂ—h) .
n=1

47h Sy

La fonctionf étant C- par mocreaux, le theoreme de Dirichlet s’applique

f(x) = 27T + ZSITI(Eh) cosfix), en convenant quéth) = zllﬁ

x=0donne:zM = 170 ot x =h donne ZM =IT_p
n=1 n 2 n 2

En particulier, prenartt = 1, il vient : S|n2n = ZSInn = —1
1

F(X) = ZS”;‘]Z—ZnX est continue, pairetr-périodique, et telle que B(= @ sur ]0,11.
n=1

G(x) = Z%( est impaire, B-périodique telle que @)= % sur 10, af
n=1

Ces résultats vont étre retrouvés dans les exersigeants.

Exercice 4: le « toit d'usine »
1) Développer en série de Fouffi¢at fonction 2e-périodique définie par :

f(t):”T‘t si td]o,2n[ , f0)=0

2) Représenter graphiquement les sommes pesti€}] de la série ; visualiser les résultats
précédents. Quel phénoméne nouveau voit-on apgarait

3) a)Montrer que §(7—nT) - G= .ETSiTnt.dt (constante de Wilbraham-Gibbs).

b) Montrer queSit—nt >1- lLT sur ]0,10 ; en déduire G %

c¢) La convergence de la série est-elleoumé sur 0, & ?
4) Montrer que les sommes partiellgssnt uniformément majorées $r

[ Indication : on pourra étudier leurs variatiogsj conduisent &l(n, x) |Sy(X)| < G. Mais on peut
aussi prendre [ 10, 1], et découper la somme a l'aide gle [17X]. ]

cosfit)

5) On considere la série trlgonometanen— Montrer gu’elle est définie et continue qur

nx1

R ; calculer sa somme.

Solution : 1) f est impaire, et tpar morceaux. On a : f(t) U Z—Sm(nt) :

n21



Il'y a convergence en moyenne quadratique, etrtaule de Parseval impliqug2) = 76732

Le théoréme de Dirichlet s’applique, et il y a cergence simple de la série :

nt S|n(2t) S|n(3t) sin(nt)
f(t) = S' 3 . ZT'

n=1
Notons que f(t) = Arctan( tan £~ 77 —t ).

Niels Abel observa en 1825 que cette série, d@jmue d’Euler, converge simplement vers une
fonction discontinue, contredisant une affirmatituin Cours d’Analysede Cauchy selon laquelle
toute série simplement convergente de fonctionsiruoes a une somme continue. En réalité, il n'y a
pas convergence uniforme, daest discontinue, mais la convergence est unif@undout segment
[a, 2r=a] (0 <a <), en vertu de la transformation d’Abel.

n
I O -1 nx (n+1)x
Notons en effet \X) ;sm(kx) SNX2) sin‘}2 .sin—"= 5
La transformation d’Abel donnéx) = i Vo (X) . Il'y a convergence normale sar, Pre-a].
& n(n+1) '
1.5—5
1]
0_5—5
01 1 2 3 4 5 B
] *
0.5
1]
-1.5]

3) Phénomene de Gibhs

a) Par sommes de Riemanﬁn( z = J-Ons‘iTnt.dt

(constante de Wilbraham- Gibbs).
b) Montrers'tnt >1- t sur 10,1 équivaut a montrer sin-tt + tIZT > 0. Cela se fait par étude
des variations. On en déduit que Gg—>(théoréme aux 4 hypothéses).

c) La convergence de la série n'est pas uniéaor ]0, 20, puisque sup |ppX) —f(X) | - O.

4) Les sommes partielles sont bornéesla peut se montrer par étude des variations.
Nous allons procéder autrement, et montrer pré@sénue (n, x) |Sy(X) [<2 +TT

Par imparité et périodicité, il suffit de suppoBetx < 1L Posong = [7—XT] .

. Sin<p, | sn(x)|:|Zn:Si“—l£k’()|s kzk—kx = hX< X< T,
= =1
P n H
. Sin>p, S = Zsm(kx) z smékx) .
k=1 K=p+l

N
Une transformation d’Abel montre qdez &ékx) |s 2.
k=p+1



=

Zsm(kx) zvk—Vk_l _ ZV?k_ Ve _ W _ Z(k k+1)V"

k=p+1 k=p+1 k k=p+1 k:pk+1 - n p+1 k=p+1
N sin(kx) 2
Or [Vnl= |;S|n(kx)|_ S|n(x/2) donc|kzp'il < (p+1)sin(x/2) s (p+1)x <2

( en utilisant I'inégalité de convexitéCu O [0, Z] sinu= 2—}‘; ).
5) Fixons6 U ]0, 2r(.

2sin(né) = sin(nt) fsin(nt)
Par convergence uniforme Ee— sur fit, 6] ou [6, T, on aJ- Z dt= ZI dt

- (n-6F.

g
Le premier membre vauf Tt gt = -

Le second membre vauzw - B(6) + i% - B(0) - 7? . Ainsi :
n=1

06010, 21 B@®) = 52 ”‘9 6 . BO)=B@=2Z

On a évité la difficulté en O car il n'y pas congence uniforme di“w au voisinage de 0.

. . - ’ . +00 1 s
Mais on pouvait aussi intégrer sur fi), 6 O [0, 2, les sommes partielles ogw obéissant
n=1
au théoreme de convergence dominée.

Exercice 5: 1) Développer en série de Fourier la fonctiom@riodique impairé définie par
ft) = ”T_t si 0<t<m.
2) Soitg la fonction 2epériodique impaire continue, affine sur [0, 1gale & sur [1,T1.
Montrer que Zsm2n - Zsmn ot Zsmzn.

Solution : [ Oral Centrale 2000, RMS n° 354 ]
1) cf. exercice précédent.

2) On trouve g(x) [ Z%Sin(nx) . g étant (9 etc par morceauy, il y a convergence normale.
n>1

4 : . sirén — - \'sinn - -1
Par évaluationen 1: g(1) n§zl n? f(1) n; n 5
i sitn _ 2 ("2 _ (-1
Enfin, Parseval donnenEﬂ Moo J-Og (¥).dx = 6

Exercice 6: La quinconce
Développer en série la fonctiompériodiquef définie par f(t) = |t | si|t £ .
En considérant la quasi-dérivéefdquels résultats retrouve-t-on ?

. . . 1
Solution : f est paire, continue, et @ar morceaux.

. N _ 4 N cos(@n+l)t)
Ona: ft) O 2 zo o)z
Laf le de P I impl _n'd"z4_774
a formule de Parseval imp |qunE>(;(2n+l)4 = 9g + 400 1(4) = 45

Il'y a convergence normale de la série ¥ers



]TZ
Sit =0 our, on trouve : Z =g qui redonn€(2).

= (2n+1)2
La quasi-dérivée den’est autre que I'onde carrée. D’apres le coarsésie de Fourier est la dérivée
de celle-ci. On retrouve I'exercice 1.
>wi th(plots):
>f:=x->abs(x-2*fl oor ((x+Pi )/ (2*Pi))*Pi);
>S:=(n,x)->Pi/2-4/Pi *sunm(cos((2*k+1)*x)/ (2*k+1) "2, k=0..n);
>g:=plot(f(x),x=-3*Pi..3*Pi,col or=red,thickness=2):
p: =n->pl ot (S(n, x), x=-3*Pi .. 3*Pi, col or=bl ue):
di splay({g,p(0),p(1),p(2),p(3)});
3_
2.5

Exercice 7: 1) Développer en série de Fourier la foncfioh = | sinx |.
> 8sin?(kx)

2) Montrer que [[x OR) |sinx|= zm .
k=1 "%

3) Calculerd sin(@k+1)) .
k=0

- sin mt +oo NM-1
4) Pour toum O N*, soit I = .[ lzg;?s%ldt. Montrer que FG Zlk_owl(éln%)'

5) Donner un équivalent deujl

Solution : [ Oral Mines 2006, RMS n° 236 ]
1) f estrepériodique paire, continue et @ar morceaux.

On trouve | six | 2 4 ZCOSQnX) . Il'y a convergence normale.

4n>-1
La constante A 2 4 z4k2—1 est nulle : il suffit de faire = 0.
3) kZ:(;sin((Zkﬂ)x) ~Im Zepr(2k+1)x) - = w

4) Iy = Imz sin(my dt =16 rlzz (S|n2nmt dt =16 Z:mlz_lj”’zsmzmntdt (cvg. normale)

71sint hZ1ksint’ sint
16 +o0 N1
= uestion 3

7 L@ © )

5) Ecrite fy = 2 In/zsln(m) dt + 2! (Snt t|5|n(mt)|dt

712/SINU
372_7 jom JTl.du +0(1) O %In m, apres découpe a la Chasles et encadrement.



En effet,J‘ONZdSi%Ldu _ fh(, ol | = J.k(|:T+1)zTSil:]U j sind g

o+kir

sin@ 7singd 2
(k+1)n J. (k+1)77d9 < Ik € J- .dé = o7 etc.

Remarque ce résultat démontre une formule de Szeg0 velatiix constantes de Lebesgue.

Pourk=1,

Exercice 8: Le feston

1) Développer en série de Fourier la foncfidrepériodique définie pd(t) = £ si |[tT.
Que trouve-t-on si t = O1 ? Prendre d’autres valeurs. Calcu&).

2) Développer en série de Fourier la « dérivdef»

Solution :

1) f est paire, continue et @ar morceaux. Ona: f(t) U4 772 +4 Z( P COSW)
n=1

4

7l
La formule de Parseval impliqdé¢4) = 90" Il y a convergence normale de la série Yers
(-1)r

ot =mtdonner? = £ + 4 % Les deux redonnei(2).

- _JB
t=0donne 0 <L +4 z : 3

3
. P . sin(nt)
2) La « dérivée » de est g(t) = 2t si | t4 1. En vertu du coursg(t) O 4 Z(—l)n I'T :
n=1

Iy a CMQ, et égalité par Dirichlet. D’ailleurs @atrouve le toit d’'usine.

>wi th(plots):

>k:=x->floor ((x+Pi)/ (2*Pi)); f:=x->(x-k(x)*2*Pi)"2;

>S: =(n, x)->Pi "2/ 3+4*sun( (- 1) *p*cos(p*x)/ p"2, p=1..n);
>p:=n->plot(S(n, x), x=-Pi..5%Pi, col or=bl ue, t hi ckness=2);
g: =plot (f(x),x=-Pi..5*Pi,thickness=2):

>display({g,p(10)});
104

2 0 2 4 B }{é 10 12 14
Exercice 9: Montrer que : .
Ox 00, 1{ 2K - Z“;&r(]r‘x) .2 zco?z(lgﬁ)lz)x).
OxO [0,  x(m-X) = % :Z"";cosekx) Zsm((z(iﬁ)ls)x)'
Calculer((6).

Solution : 1) Pour développe@ en série de sinus, il faut la rendre impaire. Rawtévelopper

en série de cosinus, il faut la rendre paire.



Soitf la fonction impaire &-périodique définie paix) = % sur 10, .

= Sin(nx)

On a aussitoff(x) U Z , et on conclut par Dirichlet.

Soitg la fonction paire f-périodique définie pag(x) = ZEX sur [0, 1.

2
- T, 2 33C0s(@k+1)x)
On a aussitdg(x) [ 4" ,TKZ:; (2k+1)2

L'identité proposée s’obtient par restriction a,
2) Méme méthode.

, et on conclut par convergence normale.

Exercice 10: En calculant un seul développement en sérieodeét, déterminer ceux de :
sup(sin, 0) sup(cos,0) , |sin| , |cos]|.

Solution : [ Oral Mines 2002, RMS n° 249 ]

1) Notons respectivemehtg, h, k ces quatre fonctions. Elles sont continueslepaﬁ morceaux.

Apres examen de leurs graphes, nous allons déwal@ppsérie de Fourier la secongle,

Dans tous les cas, la série de Fourier d'une m&gsslest la translatée de la série de Fourier. Cela
découle, non de I'égalité entre une fonction camgiet sa série de Fourier, mais d’'un calcul manuel
des coefficients de Fourier de la translatée.

2) Apreés calculs, on trouve E{)(D;L + %cose -2 z4kzzlcosek6) (2).

D'ou ; (6) = g0~ ) O l + %sme 22005(3‘;@ ).
. _ 2 4 \3coseko)

Puis : hg) = f(0) +f(8+1) O 4 k:lw A3).

Enfin : k6) = h@+7) O 2 4 z 4k2_1005Qk69 (4).

Dans les quatre cas, il y a convergence normale.

Variante: Comme il y a convergence normale en (1), on pramslater et constater que les séries
(2), (3) et (4) sont normalement convergentes, domt les séries de Fourier de leurs sommes.

Conclusion: on a les développements en série de Fourieralement convergents :

sup (sth, 0) = 25|n9 2 zcoig_kﬂ

sup (c@&0) = lir + %cose -2 Z4k2_100$Qk69

|sif| = l —42004?(@;‘1@ | cod | —2 —424kL)1cost@

Exercice 11: Montrer(x [ [0, T4 ZM = IB_TX X

X2
> RS Endeduwez pourk =1, 2, 3.

Solution : [ Oral Mines 2005, RMS n° 491 ]
1) Il suffit de développer en série de Fourierdadtionf paire 2epériodique définie par :

f(x) = E—% +Xzz pour x I [0, T.



Cette fonction étant continue et far morceaux, il y a convergence normale.

2)x=0 donnez 1= 75 Parseval donn{— = %

intégrer terme a terme sur [, zsmn(?x) = etc. et appliquer Parseval.
n=1

Pour av0|rz 1 - 97265,

Exercice 12: 1) Développer en série de Fourier la foncti@npériodique telle que :

f(x) = x(n X).(T+X) sur 1t 1. Cas olx = 727 Calculer{(6).

2) Developper en série de Fourier la foncg®repériodique telle que :

ax) = x(x m).(x — 2 sur [0, 21. Cas ou><—7§r Calculer(6).

Solution : f etg sont impaires, continues et @ar morceaux.

Aprés calculs : f(x) [ Z(—l k‘l%g(x) et gx) U zsm(kx) Il'y a convergence normale.
k=1

s

T (P Parseval donn%1(6) = %7 f:fz(x).dx »donc 3 £(6) = gz

I =— = — 7

Exercice 13: Développer en série de Fourier la foncﬂi(ﬁm—périodique impaire telle que :

( )k +o0
< (2k+1)5 z (2k+1)10 et{(10).

f(t) = * - 2rt> + 7t sur [0,rd. Calculer z

Solution : [ Oral Mines 1990, Arts et métiers 1990, Oral 303 |
Sur [0,1, f(x) =x(x - T)( X% - Tx -1 ), etf(x) = f(ri— x).
L’imparité implique ay(f) = 0, f(x) = f(11— x) implique boy(f) =0

. 96 \sin(2k+1)x)
Aprés calculs, f(x) 0 22 kZC;—(Zk ap

& ¢ 3lme _
Parseval donne; k+D)© - 2903040 puis{(10) = 5aEze.
f étant continue et]q)ar morceaux, il y a convergence nornf@ie= 96 iw
, T & (2k+)S
_LT _9_ +00 1)k oo (_1)k _ 5]75
X = 5 donne =7 £ (2k+y5 donc kZ:(;(Zk+1)5 ~ 1536

3L 7 (-1 _ 57
Conclusion: z(2k+1)1° 5903040 ,{(10) = 93555’ z(2k+1)5 = 1536

Exercice 14: Développer en série de Fourier la foncti@m—périodique et paire telle qiig) = Jt
sur [0,1. Montrer que la série converge normalement.

Solution : [ Oral Centrale 2005, RMS n° 808 ]
La fonctionf est continue, mais n’est pa% gar morceaux, car elle a en 0 une tangente vigtica

ag(f) = %ﬁr et, poum = 1, bn(f) = 0 et



an(f) = 2 j Jxcoshx).dx = ipp + chgt var = nWZ ””smx

Comme |’intégrale.[O %.dx est (semi) convergentay(f) O- n%3’2 S\I/QX dx = oL
X

La série de Fourier dé est normalement convergente. Sa somme g est gengh a mémes
coefficients de Fourier que Commef est continuef = g par Parseval.

n3/2 )

(1) :%\/7_7— (ngzj sinx . dx).cos) = -1 Z( L j "sin(?).du).cosht)

On voit donc gu'il peut y avoir convergence normadesf de la série de Fourier, sans que les hypo-

théses du théoreme du coursdntinue et &par morceaux) soient satisfaites.
On trouvera dans la suite un théoreme généralcsdtd situation.

Introduisons avec Maple la fonction FresnelS(@OXsin@zTuz).du.

Alors ap(f) = —# \/% FresnelS@) sin> 0. D’ou les voQtes gothiques :
>wi th(plots):

>k:=x->floor ((x+Pi)/(2*Pi)):f:=x->sqrt(abs(x-2*k(x)*Pi)):
>p:=plot(f(x),x=-3*Pi..3*Pi, nunpoi nt s=2000, t hi ckness=2):
>a:=n->-sqrt(2/Pi)/ n"(3/2)*Fresnel S(sqrt(2*n)):

>S:=(n, x)->2*sqrt (Pi)/3+sun(a(k)*cos(k*x), k=1..n):
>q:=n->plot(S(n, x),x=-3*Pi..3*Pi, col or=bl ue):

>di splay({p,q(1),q(2),q(4),q(6),q(8),q(10)});

1.81
1.67
1.47

Exercice 15: Soita réel,f : R —» R 2repériodique paire telle quélt O [0, 1] f(t) = &
a) Sia = 1, que dire de la convergence de la série de &omri
b) Sia =1, quelle est la série de Fourierfd@ En déduiré(2) et{(4).

7sin(nt)

c) Sia 0 ]0, 1], calculer,(f) a I'aide deJ'0 = .dt. Montrer que la suitm%man(f)) est bornée

Que peut-on en déduire quant a la convergence siide Fourier de?

Solution : Oral Centrale PC 2010, RMS n° 1003.

Exercice 16: Développer en série de Fourifk) = ( sinx) 3

Solution : [ Oral X 2008, RMS n°® 301 ]
Belle occasion de vérifier si le candidat a du bens... Au tennis, on nomme ¢a un « amorti ».

10



La fonctionf(x) = sinx est tout bonnement un polynéme trigonométriqueycdest son propre

'_ ix iXx —3@iX 4 iX —A3iX o
développement en série de Fourifx) = ( 2Ier ) = é 3e 836r & 35|nX4S|n(3x)_

Exercice 17: Développer en série de Fourfer) = Arctan (tan%). Que vautZ—Sirr]ln ?
n=1

Solution: [ Oral X 2008, RMS n° 302 ]
f est 2epériodique, impaire, et si||< Tt f(X) = x/2. Elle n’est pas définie em+ i, mais on peut

( )n+1

sans dommage posimn) = 0. On trouvef(x) [ Z sin(nx) .

Parseval donne, comme d’hdf(2) =T1&/6. Le theoreme de Dirichlet s'appliqui&Xx) = etc.

+00 .
Enfin, si I'on faitx = 1 +7Tt on trouve ZS'—rr]m = ”T_l
n=1

Exercice 18: Développer en série de Fourigk) = expeix).

P < 1 ,
En dedmre—j o dx = Z— Retrouver cette formule directement.
21T Jo —(

= (n!)?

Solution : [ Oral Mines 2005, RMS n° 489, Mines MP 2013, 8P 607 ]

La fonctionf(x) = exp(a ) ecosx(cos(sinx) +i sin(sinx) ) estC5°2n-périodique.

+00 e’nx

Point n’est besoin de calculer ses coefficientBalgrier. Il suffit de noter qué(x) =

Il'y a convergence normale, donc c’est le développ# en série de Fourier fle
Par conséquent @) = % sinz0, g(f)=0 sin<O.

R 1 2T +00 l
Parseval donne aussnot—j ezoxdx = E NS
21 o ~(n)
Autre solution: par convergence normale :

+oon

s 3 B +00 22m 3 +00 1
J'O ezox dx = Z—J' cos xdx = 4ZWW2m‘ ZTZW.

En effet, sin est |mpa|r:[ cog xdx =0, et sih=2m, J. cosgmxdx = 4\/\/2m-4727 22("2ﬂ(mrr2|')2

Exercice 19: Calculer les coefficients de Fourier réeld d& — sh(sinx).cos(co). |

Solution : [ Oral TPE 2009, RMS n° 968 ]

La fonctionf est &, 2repériodiquerantipériodique et impaire, de dansR. Ecrivons :
esinx—grsinx - @ cosx4@ri cosx

sh(sinx)_cos(cos() = 5 5 :l[esinx+icos< — @sinx-icox — @rsinx+icosx 4 @inx—icoy]
— %[éexp(—ix) _ elexp( iX) _ éexp(x) + @ |exp(x)] — 1 z _ (_1)n] [ exp(—inx) _ exp(nx)]
(=1

iy z(2k+1)' (=2i) sin((X + 1)) = z ok SN+ 19

C’est une série trigopnométriqgue normalement coreriey donc elle est bien la série de Fourier de
sa somme.
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Exercice 20: Développements eulériens

1) a) Soitn 0 C-Z . Développer en série de Fourier la foncfida fonction Ze-périodique définig
parf(t) = cosfit) si |t |<TT

z : . JT n :l N 2a
b) En déduire : sin(an) a' Z( 1), a2—n2 et Ticotanfm) = = + ;az—nz'

Et, sia 0 R-Z, la formule

sn2(an) Z(a ny2’

c) Montrer qué(x) = cotanx — % est définie et continue surt, 11. Calculer.[;¢(t).dt.

d) En déduire qudIx O ]-1, 1 sinx =X (1—

n2n?)
2) Soit toujoursx 0 C-Z . Développer en série de Fourier la fonctiprepériodique définie par
g(t) = sint) si | t | <rt. Formules obtenues ?

3) a) Soito O C—i.Z. Développer en série de Fourier la fonctior{@riodique définie pahn(t) =
ch(at) si |t |< . Formules obtenues ?

b) Montrer que)(x) = cothx —% est continue suR. Exprimer(x) comme somme d’une sénje

de fonctions rationnelles.

c¢) Prouver que le produit |nf| (1+—) converge, et calculer sa valeur.

n=.
4) Soita O C-i.Z. Développer en série de Fourier la fonctior@riodique définie pak(t) =
sh(t) si | t | <rt. Formules obtenues ?

Solution : Cet exercice apparemment artificiel, est d'uangrintérét mathématique, car il fournit a
peu de frais des « développements eulériens »odesidns trigonométriques, c’est-a-dire des déve-
loppements en série de fractions rationnelles,ropreduits infinis, analogues aux factorisations de
polyndmes ou aux décompositions en éléments sirdplésactions rationnelles. Traitons 1)

1) f est paire, continue etlcbar morceawdby(f) =

an(f) = j cos(at) cosht).dt = j (cos((a+n)t)+cos((a nY].dt = (1)

nsin(@n) 24
m an?’

Finalement:  f(t) = Sln(gn) Sln(an) Z( s 2a > .cosft) ,

et il y a convergence normale de la série f/e& I'on fait t = O puis t =1, on obtient :

" 2a (= 1)
sm(an) Z( ok a2—n2 Z
TcotanQr) = ; Z:l—azzj‘;\ s = n;oaan

Sia OR -2Z, Parseval donne— ;.
sir(an) r.Zz: (a—n)?

En effet, (f]1) = % " sirgl(CerT'n) B SIZZZ(;H) 3 SmZ(an) Z(a n a}rn)2
_sir?(an) r 1 [ z( )]
(a- n)z (a+n)2 0'2— 2

_siré(an) 1 _ " .
/2 [ z (a- n)2 2 r%z: az—nz] = etc. en utilisantcotanfm) =

12



Remarque Cette formule est valable pour teut] C - Z.

La fonction$(x) = cotanx — % est définie et continue sutT}, T, car elle est développable en série

+00
entiére en 0 : écrirg(x) = XCOX=SINX || dacoule de ce qui précéde ap(@ 2X__
#0) = 25 sinx quip RE) = Z:llxz—nzni

De plus sij| <, par intégration terme a terme (convergence namal

x 1 |SINX [ = 1 SINX — N1 X2
J.0¢(t).dt—ln| X | =1n ST ;In(l X2 -

Donc

Ox O ]-m, 1{ Sinx = X rl(l—nz]22

. LT _ _
Six= 50N retrouve une formule de WalllsD (X 4an) n

Exercice 21:

1) Soita réel. Montrer que l'intégrale &( = J- °°S|n(ax) .dx converge, et que &= Zﬁ.
n>1

2) Développer en série de Fourier la fonctioep2riodiquef telle quef(x) = e sur [0, 2.
3) En déduire H).

Solution : [ Oral Centrale 1996, Mines 2005, RMS n° 487 ]
1) Formellement :

_ +°°e_XSin(aX) (R nxei I nxgj = a
Fa) _jo e X = jo ;e sin@x).dx = ;L e™sin(@x).dx = ;m.

Nous sommes sous le parapluie du théoreme d'irttégreerme a terme des séries, si I'on observe

que : Zj+w€“X|sin(ax)|.dx < lal ij xem™dx = ZJ%{ < +o0.
n=1 0 n=1 0 nzln
2) Apreés calculs f(x) [ et > atn e f est ¢ par morceaux. Par Dirichlet :
i o e : :
1+eZa7T ean—] . ean—]
1 ) = _ atin _
2(1‘(O+)+ f(0-)) 5 S Ly 57T Za2+n2 (ne garder que la partie réelle).
A - a -1 a
D’ou TLcoth@m) = %Z:a2+n2 =2+ 2;a2+n2'

3) Finalement :

DaOR ijln(aX)d YA = %[ncoth@n) - %]

24-N2
= aZ+n
Remargue: On en déduit que lig, +o Zﬁ = IET Cela peut se retrouver au moyen d'un

n=1

encadrement intégral, en considérard,fixé, la fonction t— On ne peut donc pas passer a

a
a2+t2 .
la limite dans la série : la série converge normalat sur tout segmerd| g A, mais il n’y a pas
convergence uniforme si.

Exercice 22: Développer en série de Fourier la fonctiorp2riodique définie par

f)=-In]| 25in§ | si 0 <K<, f(0) = 0. Quels problémes cela pose-t-il ?
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Solution : Cet exercice est d’'un grand intérét... car-madeborde du programme.
1) La fonctionf est paire, B-périodique, continue stk — 21z, intégrable au V(0+), car
) = In(x+0K)) O-Inx au V(0+)
doncf est intégrable et de carré intégrable sur tounseg, et elle admet des coefficients de Fourier.
Cependantf n’est pas bornée, donc non réglée.

2) Série de Fourieby(f) = 0 par imparité.
:_2 IT_ " :-A‘. 7712 . :_A'_ 7712
ao(f) nJ.o In(2sin%).dx nJ.o In( 2sinu).du nJ.o In( 2cos/).dv

= -2 [™In(2sin@u)).du =-2 [“In(2sinu).d “trie, pli donay(f) = 0
__77-[0 n(2sin(2u)).du __77-[0 n(2sinu).du, (symétrie, pliage, etc.) donay(f) =

an(f =2 jn—coshx).ln(ZSinX).dx = PP... ==L ”Sin((n+%)t)+5in((n_%)t)

-1
2n7T do sin(t/2) n’

Conclusion: f(x) O ZCOS@X)

3) Reste a appllquer les théorémemais ils sont hors programme !

La formule de Parseval s’étend aux fonctionspériodiques réglées surt, 1 telles queJ-+”|f|2
/s

converge. C'est le cas ici, doné j In2(25|n—) dx = r}z

Le théoréme de Dirichlet s’étend également (Arnesuﬂiraysse, t. 3, remarque 2, p. 316), et donne

Ox O R-21Z In|25|nx | _Z&n@o.

n=1

4) Peut-on rester dans le cadre du progrardme

+00
Certainement, en considérant la série trigonomﬁrEr”&nhx) (0<r<1).
n=1

Elle est normalement convergente, et on peut tauted par dérivation-intégration.

On peut lui appliquer Parseval et faire tendrers depar associativité de bornes supérieures.

On peut enfin raisonner par convergence simplendaition d’appliquer la limite radiale d’Abel.
Bref, cela donnerait un joli énoncé d’écrit.
>f:=x->-In(abs(2*sin(x/2)));plot(f(x),x=-2*Pi..4*Pi,-2..6, nunpoi nt s=2000,

t hi ckness=2);

H

Exercice 23: 1) Soit F : [0, ﬁ - R définie par F{, y) =x(1 —y) six<y, FX y) =y(1 -X) siy<X.

Montrer que FX y) = r ism(nmz].fln(nw) :
n=1

2) Représenter les courbes d’équations resgsctiv
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i sin(hx)sin(ny) _ i": cos@X)sinfy) _

2 ! 3
n=1 n n=1 n

Solution : [ Oral X 2008, etc. ; cf. aussi mon problemelsunoyau F et ses fonctions propres. ]

1) Le développement en série de Fourier des fametie deux variables n’est pas au programme.
Fixons dongy O [0, 1] et développons en série de Fourier la foncimpaire 2-périodique définie
par f(x) =x(1-y)siO<x<y, f(x) =y.(1l-x)siysx<l.

- _ 2 \asin(hrx) sm(nny)
On trouve aisément : f(x) 0-2 > =

n=1

De plusf est continue et JQoar morceaux : il y a égalité avec convergencenata.

Remarque Parseval donne icilly O [0, 1] %yz( 1-y)’= 2 ZSInZ(nw)

2) Soit F la fonctior‘R2 - R admettanZxZ pour groupe de périodes et prolongeant F.
e _ 2 &sin(nrx).sin(n7g)
Elle vérifie F§,y) = -5 nZ:;‘ =
Ducoup, Ft,y)=0 = xOZ ouyOZ.
> Cos7x) sin(n7g)

G(x y) = Z P se calcule par dérivation-réintégration.
n=1

pour tout couple de réels, ).

~+00

G(0,y) = zsmgnny) est la fonction 2-périodique qui vaJT{Z—y(y 1) — 2) sur [0, 2].

n=1

Pour O<xety<1, Gk y)=G(0,y)+ jOXF(t,y).dt.

Exercice 24: Développer en série de Fourik) = 5+4i|-309( et g(x) = f’ggoss(x .

Solution : [ Oral X 1997, RMS n° 70, etc. ]
Exercice important et instructif. Traitons en déeifonctionf.

1) La fonctionf est o paire et Z-périodique. Sa série de Fourier converge donc alement vers
f, et les coefficients de Fourier sont a décroissaapide. Pour calculer la série de Fourier, deux
méthodes sont possibles.

2) Méthode directeéb, = 0 ,a, = ; " COSOX) .dXx.

0 5+ 4cosX’
80_2 dx -2 2dt __ALJ‘*”A:Z_
o5t4cox T (1+t2)(5+4% E) t 3
_ 2 ["2cosxcosfix) 1 (7(5+4cosx-5).cosfx) _5
antan1= 2 [T s = 2 sraes . 9X =" 3

La suite &) est récurrente linéaire d'ordre 2. Il viendy; = )\.(—Z)n + u.(—%)n .

On pourrait calculea; pour obteniA ety : il suffit de noter que &g+ 4a; = 0.

Mais on peut aussi noter queg) est bornée : cela impligue= 0 ety = % Donca, =

wiNo
0

N
S

ion — L1 = 1,231y
Conclusion gz =3 +% nZ:l:( 5)cos)

3) Méthode indirecte nous avons développken série trigonométrique.
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B = ek = sy
5+2.(@+e™) | 2eP+5g 42

Décomposons en éléments simples, avec Maple,dadnaF =m .
>F. =T/ (2*T"2+5*T+2) ; convert (F, parfrac, T);
_ T 2 1 1 1
C2T24+5T+2 3T+2 32T+1

ex _1 1 g 1 ne i(n+)x
Ansi, 10 = ey = 3 e~ 6 Treo 2 32( 15 Z( V=%

=1+1 Z( e 8 Z( i an =% +1 ;(—1)”6 ;e -1+2 Z( 1)ncos(1x)

Cette série converge normalement, donc elle esdria de Fourier de sa somme, et I'on retombe sur
ses pattes. Le lecteur montrera par les mémes dedfrue :

l+cox - \/_37‘1 +4/3 2(2—\/5)”-COSOX)-

4-2c0X

Voici sur cet exemple une autre présentation desilsa écrivons (4 —2 cos).gx) = 1+ cos,

ou gk) = % + Zan.cosflx), avec convergence normale, puisque g st C
n>1

2ag + 4Zan cosf1X) - 2ag cosx— »_an[cosfrHl)x+cosfi-1)X] =1 + cos.
n=1

Remdexons et identifions les deux séries trigortamées. Il vient :

& -a1=1, —2+4a;—-ap=1, ap-1+4a,—ap+1=0 poum=2.
Pourn=1, il vient a, = a.(2 +\/§)n+[3.(2— \/é)n.
Comme la suiteay) est bornée (et méme de carré sommable)0, et a, = a;.(2- V3 )n :

Reportant dans les deux premieres équations,rit vieag = \/5 - 1 etag = \/5 . cgfd

L'identification des deux séries trigonométriqueslégitime, sans recourir a la théorie de Riemann
en effet, il s’agit de séries normalement convetggndonc ce sont les séries de Fourier de leurs
sommes.

Exercice 25: Développer en série entieféx) = %

En déduire le développement en série de Fourig(@je= 2—01059 .

Solution : [ Oral Mines 2005, RMS n° 493 ]

1) Par décomposition en éléments simpld) = m =—1+ = ie’é’ + Toxe@

Donc si < 1, f(x) = % =1+2) x'coshf).
LU n=1

Changeons de point de vue : cette série trigon@métiest normalement convergente, donc est la
1-x2
1-2x.cof+x2 "

2) Choisissong tel que x2 +1=4%Kketkl <1 Ilvientx=2- \/5 et:

2—_(}@ = \/_ 2(2 -J3)"cosé)

série de Fourier det: -
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s e . , . , . 1
#0, ———— . Cf. .
3) Plus généralement, on pourrait développer da dérFourier, poua # 0, chacod Cf. ex svt

sha
che+cosx
En déduire le développement en série de Fouriér dais la valeur des intégrales :

- 1 ("__sha
L nj-nchwcoy'coshx)'dx'

2) Calculer les intégrales, ( Indication : noter quan+1 + 2.cha. ap + an-1 =0.)
Retrouver le développement en série de Fouridr de

L [*__stra _
3) Calculer 35— —n(chac+009()2'dx'

Exercice 26: Soita > 0. 1) Développer en série trigonométrique la fimmc f(x) =

shy

4) Montrer que la fonction (y) =m

est harmonique sURxR*.

Solution :

La fonctionf(x) = Ch'S+—rl:ao<x est € , paire et Zpériodique. Sa série de Fourier converge donc
C <

normalement ver$, et les coefficients de Fourier sont a décroissamapide. Comme dans les

exercices précédents, on peut procéder de deurndalone indirecte, I'autre directe.

2shagx ix
1) Développement en série trigonométriqle a : sha _ _ __ —_ =FE
) PP gono che+cosx  e+2chaex+l €).
e e
Décomposons en éléments simples : F '%—=ZSha7T = S —
poso mples - FpochaT+l = T+e@ ~ T+e=
sha  _ puxy . & e 49 erex , .
€) = ore  oded - Treier  Treaew - et finalement :

chetcosx

che+cosx

_sha _ 44 22(—1)n.ena.cos(1x).
n=1

2) Calcul direct de la série de Fourier
2 (("_sha g4y- 2" _sha 2dt =Aj+°° sha dt = =2
7T Jo chatcos< T pgelt? 1H?2 7T Jo l+chat(cha-1)t

1+2

aO:

[ Posert+/cha-1 = u~/chatl] .

2 (" shacosxcosQy) 4, _ lj”wshacoshx).dx = - 2.chal,.
JT J-m

+a.1 = £ , = -
@n+1%8n-1 = 7 | T Ccharco chatcos
n _na

(an) est une suite récurrente linéaire. On troaye=A.(-1) .~ + p.(—l)n.e_n

Comme &) est bornée) =0. Donc a, = (1).€ “ag = 2.61) e 2.

3) Parseval donneéjﬁ J.-]:r(ch;—%'dx =1+ ZZ‘(-TZE”‘ = cotha.
n=

4) Laissons faire Maple !
>F: =(x,y)->sinh(y)/(cosh(y)+cos(x));
sink(y)

F=00y) - coslfy) + cogx)
S>sinplify(diff(F(x,y),x,x)+diff(F(x,y),Y,¥));
0

a

>sinmplify(linalg[laplacian] (F(x,y),[x,v¥]));
0
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>plot3d(F(x,y),x=-7..7,y=-7..7, nunpoi nt s=1000, axes=boxed) ;

\ Exercice 27: Développer en série de Fourigx) = In(5 — 3 cos).

Solution: [ Oral Mines 2005, RMS n° 486 ]
1) La fonctionf est &, paire et 2-périodique. Sa série de Fourier converge donc al@ment vers
f, et les coefficients de Fourier sont a décroissaiapide.

2) Méthode directeby = 0,0 = 2 [In(5-3c050).cOS(1X).x, Iy = j_éogchgx dx.

Une intégration par parties donrg = m(lnﬂ—ln_]) pourn= 1.

(In) est une suite récurrente linéaifg.ol+ Iy = %Oln_l i a3+ %

= IT gprés calculs.

Comme (}) est bornéea=0, et ) = ? oub= j 5 3009( 2

Finalement In(5-3cog= &2 - 2 ZCOS@X) :

Pour avoirag, il suffit de faire x = 0. On obtientag=4In3 -2 1In 2.

Conclusion: In(5-3cox)= 2In3—-In2 2 ZCOS@X).

Une autre approche consisterait & dérfyardévelopper en série de Foufiget a réintégrer.

Exercice 28: 1) Développer en série de Fourigx) = 1 .
Exercice 28: 1) Développ I Uri€x) = T 5
) 2 . . 2 y T,
2) Tracer la courbe C d’équation polgie 3tcosed Calculer l'aire délimitée par C.

Solution : [ Oral Centrale 2005, RMS n° 805, Oral CentR{&2012, RMS n° 919 ].

1) La fonctionf est ¢, paire etrepériodique. Sa série de Fourier converge donc alemment vers,
et les coefficients de Fourier sont & décroissaapigle.

2) Méthode directedy = 0 a0 = 2 [ %@fdx

ao=\/§ (posert=tanx), et
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Al + 8 = 2 J"TZCOSQX) cosan) Iﬂ(4co§x—2) .COSNX) dx

1+co$x 1+co$x
2 7(4co$x+4—-6).cos@nx) B
.[ 1+co$x dx=...=-6a.

Suite récurrente linéaire. On troueg = o.(— 3 + 2\/5 )" +B.(-3- 2\/§)n :
Maisa, — 0 (oua, bornée) impliqudd = 0, et finalement a, = V2 (-3+ 242 )n :

Conclusion —21 = @ +42 i(—3+2\/§)”.cosenx)
n=1

1+cosx

3) Autre méthode

1 3 4e2x
l+coex et +6e?*+1’
en exp(2x), et développef en série trigonométrique normalement
convergente. 051
4) Le tracé de C ne pose aucun probléme.

Le calcul de I'aire peut se faire a I'aide des e&gle Bioche, mais fait
aussi appel a Parseval :

_1 21T _1 2n 4.d4 -1 2
A= _j (6.4 = 5 jo 3+cosh)? .[ (1+co§6b2

1 (™ 1+ — _3r p _
j (2+u2)2 = - T7g V2 silon pose u = taf.

décomposer en éléments simples cette fracti

="[ 27 Zl:(‘3+2\/§)2”] = ‘%T V2 silon pense a Parseval.

>with(plots):f:=t->2/(3+cos(2*t));

pol arplot(f(t),t=0..2*Pi, col or=bl ue, t hi ckness=2);
>A =1/2%int(f(t)"2,t=0..2*Pi)
int((1+ur2)/ (2+unr2) 72, u=-infinity..infinity);

3 3
A'_éﬁn 8 2m
>B:=sinplify(Pi*(1/2+sun((-3+2*sqrt(2))”~(2*n),n=1..infinity)));
g.o_37(-3+2(2)
© 4 -4+3)2

+00 Xn i
Exercice 29: Pourx 0 ]-1, +1] et6 réel, établir I'identité : Arctaﬁ% ZFS'n(n@'
n=1

Solution : [ Oral Mines 2005, RMS n° 458 ]
L’idée est simple : dériver-réintégrer. Il n’y aspde série de Fourier la-dedans...

xsingd _Xsin@  _ n
dx[ArCtanl xcos9] = xcodre - M1 xeé’ ZX sinhg).

da XSind_1 = N ynigi o X AT
O [Arctan XS0 ] = ) 'xnisin(ng) . Il reste & intégrer terme & terme la série emtier

Exercice 30: On posd(x, 0) = Arctan(% .tan®).

1) Pou® O ]—% % [ donner le développement en série entiéne def(x, 8) en 0.

2) Pourx 0 ]-1, 1], donner le développement en série de Fodaér- f(x, 6).
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Solution : [ Oral X 1996, RMS n° 61, Oral X 1997, RMS n°67

0) La fonctionf est définie sur D = {X, 6) ; x#-1,060 7—27+ Z }.

1) Fixons@ [ ]—%,ﬂ[. La fonctionx — f(x, 6) est € sur Jeo, =1[ O |1, +oo[ ; de plus,

(1+£0,6) = + 2 f(x 0,0)=-6.
Elle est développable en série entiere en 0 cdésace est une fraction rationnelle.
oar _ —Sin(2@ _ e2_|9 1 e2e — - —1\nHlyngj
ax(x’@ T 1+2xcos@H+x2 T 2 1+xer? T Trxed T _nzz(;( Driesin(@n+2)6)

Réintégrons ! Il vient :

e D]—%%[ , OxO7-1, +1[ f(x,0) = 0+ Z( 1)nSIn(Znéb

2) Fixonsx 0 ]-1, 1[. La fonctior® - f(x, 6) estr—périodique et impaire. De pldi, g) =J_r7§T.

On pourrait la développer en série de Fourier, midisons la question 1 !!!

S|n(2n69

Il découle de 1) que f(x,0) = g@) + Z( 1)=———"-2x" , ou g est la fonction—périodique et

impaire telle que §) =0 sur]—E 5 [, autrement dit @) = Arctan(targ).

sin(2n6)
n

+00
La série trigonométriqueZ(—l)“ X" converge normalement, donc est la série de Fourier
n=1

de sa somme. Reste a développer g en S5 @E(—l)“*lw , avec égalité par Dirichlet.
=1

Ox0O]-1, +1[ f(x,8) O Z( )n+1(1 x"sin@2né) .
06 0R - (% +mZ) OxO]-1, +1[ f(x,0) = i( )nﬂ(l XM sin@2né)

n=1

+00

Exercice 31: Soienta > 0, eff la fonction f(x) = S —
n:z_m a2+(x—2n7j)?2

Existence, continuité, périodicité, parité.
oo @IXU I |

X
- 1_|_uz.du =Te

Développelf en série de Fourier ? Lien entret sa série de Fourier ?
Expression €lémentaire €@ Cas ox=0 ?

On admet la formuledx O R

Solution :

1) Fixonsx réel. La sériez az+(x£2nn)2 = aZ}-xZ + Zl:(a2+(xi2nn)2+a2+(x-];2nn)2)

est a termes positifs et convergente (régle deiikédent).
Sa somme estr@périodique et paire (réindexer).
Il'y a convergence normale su2Jt, 211 (pourquoi ?), ce qui suffit a assurer la conti@ui

1 Py g-inx 27T ginx
2) Pourtoun 0 Z, o(f) = 27T-[0 k:z_w—a2+(x—2kﬂ)2'd 277 ZJ aZ+(x+2kn)2
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1 +ZJ>2(k+l)n' ginu du = 1 +o0 @inu du COS(‘]U) du.
o2m a2 T 21T o a2+ 277 - @2+U2

La formule admise découle de la formule d’inversd® Fourier. On peut la démontrer élémen-
tairement, mais ce n’est pas facile.

oo e—IXU _ —
— JT Salx| 4 () = — 1 anl
PO .du a e . Par consequent () = F(n) 2ae .

Il en découle queJ-

(*) |:| _l_ Ze dn‘ enx = _1_ _l ZG—ancosbx)
n=-—o0
Cette série converge normalement, donc est somqactmeloppement de Fourier.
Par Parseval, sa somme est égeileAa‘nsi :

~+00

= 1 - anl qinx = 1 .1 an
) n;anJf(X‘Zn 7 2a Ze =+ Zer COSIX)

Mais la série obtenue se calcule élémentairemengue, aprés calculsal __sha _

2a cha—cosx’
Pour touta > O et tout réex :
+w# = an nx — 1 l an —_&
n;a2+(x—2nn)2 n_z_;oe € Ja Ze cos) 2a cha—cos<’

En particulier, sk = 0, on retrouve un développement eulérien tralarés des exercices antérieurs :

~+00

1 + 4 -1 sha _ 1 a
2 avE Tt Z %a chad -~ 2a M2

Exercice 32: Soienta > 0, etf la fonction f(x) = Ze‘a(x‘zn’bz .

n=—o0

Existence, périodicité, dérivabilité. Développementsérie de Fourier.

Solution : [ Ecrit Mines 1987, Oral Centrale 1987 RMS n7239
Les connaisseurs reconnaitront la foncfaie Jacobi.

+00 _ +00 ) , +00
1) La fonctionf(x) = ) e ™™ =¢ e D (e gAY = N Un(X)
n=1 n=0

n=—o0

est définie, Z-périodique, paire et continue, et méme<rR.
Il suffit de montrer la convergence normale dedideset de toutes ses dérivées s 2ri.

271 I ) , ~+00 27 s ,
2) Pour toun 0 Z, cy(f) = %TJ'O D e g A dy = %7 ZJ'O grinx @ a2 gy
k=—0c0 k=—c0

2(k+1) 7

:%T ZJ' ginueafdu = 177 f:eﬂm‘.erauzdu = %T f:coshu).eraw.du.

+00 2
Or on sait que : K = J: eerdu = /e s

[ par dérivation-intégration par parties, ou parejéppement en série entiere. |

Par conséquent p() = \/_ \/_) = 2\/_ g )

Pour touta > 0O et touix réel :

+00 +00 n? oo n?
g2 = L Negagn = L4+ 1 Vedacospy).
kz:o A8 = N . ; 0%

En particulier, si I'on faik = 0, eta = 4a, on obtient Idormule de Poisson

. Il'y a convergence normale, et :
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Pour tout> 0 ; iera'@’? = Ze a - — ie a

k=—00 n=—oco n=1

Exercice 33: Soitf C°°(R, C) telle que J(m, n) O NxN limy _, 4o X' f (m)(x) =0
On pose R = Y f(x+2k7) . Que dire de F ?
Kz

Calculer les coefficients de Fourier de F. Montree F§) = z f(n).e’nX, ou f(n) = rw f(fen.dt.
iz o

Solution : [ Oral X 1997, RMS n° 68 ]
Cet exercice généralise le précédent.

Exercice 34: Intégrales de Fresnel

+oou

1) Prouver la convergence @e " .du. En déduire celle d{wezim{dx_

2) Montrer que la fonction 1-périodigiede R dansC telle quelx O [0, 1] f(x) = €7, est
somme de sa série de Fourier.

3) Montrer que les intégralej'gwsin(xz).dx et IO oocosé@).dx convergent. Calculer ces intégrales

en utilisant les coefficients de Fourierfde

Solution : [ Oral Centrale MP 2012, RMS n° 795 ]
YU

o +oo € : _ e _
1) L'intégrale .[O T.du est semi-convergent&n effet, la fonction g(u) =\/— est continue sur
u u

R*,, intégrable sur ]0, 1] et semi-intégrable sur{&[ (cela se montre par IPP).
Les changements de variable un;&, puis s =\/_ donnent :

+00 eu +00 +00
=2 [Tevds = L [ evds.
\2 J- ,/277' .[0 ,/277- J.—oo
2) La fonction 1-périodiquédeR dansC telle que Ox O [0, 1] f(x) = €7 vérifie f(0) =f(1-) =1

Elle est continue et ]Q)ar morceaux, donc sa série de Fourier convergmalement et a pour
sommef. Calculons ses coefficients de Fourier :

() = [e2mezmdx = [ dx = [[@VI0n2F-ril gy = g [ 2oen
0 0 0 0

f:emz.dx = 2J.0+°°e2im2.dx =

1-n/2 ) . . L rni2 , i . .
q1(f)=J' €27 dx sin est pall’,—lj €27 dx sin est impair.

Du coup, f(x) = za(ﬁ eimx = Z(J‘ ez'mzdu) L i( J‘_l’llzz‘_"kezimz_du)_GZiTt(l+2<)x
k=—o0

n=-co

i i . =1 = i 2 — i v2-k i 2 = i e i 72
En particulier : f(0) = 1 _kZ‘_w( J:k e du) Ik;o( I_yz_kez du) =(1-i )J'_ooe2 du.

3) Les intégrales S Ewsin(xz).dx etC =J.O+wcosé(2).dx convergent, car

C+.S = .[Omeixz.du = % J'_me'xz.dx =N 22” J'_+°°e2im2.du = Nl %” 1—J2f'

Conclusion J.Omsin(xZ).dx = jo+wcosé(2).dx = —Vi”

>C =int(cos(t”2),t=0..infinity);S=int(sin(t”"2),t=0..infinity);

=4 (2:n
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Ci=72m

Exercice 35: Equation de Kepler.

Soite un réel tel que 0 €< 1. On considére I'équation d’inconnue x yx=esin x (K)
1) Montrer que, pour tout réel y, I'équation @Jmet une unique solution x, et que la fonction|g

y — X ainsi définie est de classe C

2) On pose h(y) = g(y) — ye&sin g(y). Montrer que h est impaire et périodique.
3) Montrer que h est développable en série dei€m et calculer sa série de Fourier a I'aide dgs

fonctions de Bessel,(&) = J}T J'Oﬂcosht—zsint).dt.

4) En déduire la solution de (K) sous forme élées

Solution :
1) Considérons la fonctidit x - x — e sin Xx.

festde classewCimpaire, et tend verseesten 4o, et vers-co en—co. De plusf’(x) > 0 pour tout x.
Par conséquentest un (‘f’-difféomorphisme impair croissant &esurR.

Pour tout y, I'équation y f(x) a une unique solution x = g(y), et la fonct'gmf_1 est elle-méme un
Cm-difféomorphisme croissant impair éesurR.

2) Il est clair quén est impaire, &-périodique et de classe C
3) Il résulte de 2) que la série de Fouriehdsst normalement convergente, de somme h.

h(y) = 2usin(ny) . ot by =2 ["n(®)sin() dt .

Intégrons par parties ; il vient :
- 2 My = 2e (" ' () =e g’
= - 0h(t).cosﬁt).dt e L cos@(t)).g'(t).cosht).dt , car h'(t) =e g'(t).cos g(t).
Effectuons le changement de variableffw, u =g(t). Il vient, aprés calculs :

_2 (" o _ 2 o _ 2
=57 jo cos(i).cosfu—nesinu).du = - jo cosfiu—nesinu).du = £ Jn(ne).

[ Indication: développer cos( —nesin u) par formules d’addition, noter que

sin(nesinu) ) cosfiesinu) )

i) =d
€cos u.cosfesin u) = du( n n

, e.cos u.sinfesin u) :%(_

et intégrer par parties. ]
4) Comme x =g(y) =y + h(y), il vient :

Pour tout 0 << 1, la solution de I'équation y = xesin x est donnée par :

X =+\2 i%Jn(ne)sin(ny) :
n=1

Remargue La résolution de I'équation de Kepler permetéeerminer la position d’une planéte sur
son orbite en fonction du temps.

Exercice 36: Soitf(x) = %T - E(%T) - %

1) Montrer qué est 2rpériodique ; étudier sa parité.
2) Développef en série de Fourier. Convergence de la série dedfo

3) Soienp etq des entierz 1. CalculerJ:” f(pt).f(qt).dt en fonction deo [ q et dep 0.
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Solution : [ Oral Centrale PSI 2005, RMS n° 888, CentMR 2009, RMS n° 790 ].

1) Etude dd. Pour 0< x < 2m, f(X) = %T - % La périodicité est facile.

festd par morceaux et presque impaire. Pour la rendpaim®, il faut la modifier légerement, et

poserf(0) = 0 au lieu d&(0) =- § Cela ne modifie pas ses coefficients de Fourier.

2) Un calcul facilemontre quef(x) 0- L ZSIn(nx)

Le théoréme de Dirichlet s’applique et montre f(ue= - 1 Zsmr(]nx) une fois modifiée en 0.

3) En vertu d’'une propriété classique des coefiitsiele Fourier d’'une fonction, on a :

(DX) - 1 Zsm(npx) et f(CIX) - 1 Zsm(nqx)

Notantfy la premiere fonctiorbn(fp) = - ip sip|n, 0 sinon. Idem pou, .

Tn
n e _ _pq
Par Parsevaliz> | f(pt) f(qt).dt = 5 nzbw(fp) bn(fq) = 572 p; > p|;",nﬂz

Z _72P9_ 1 _ 1 pLq
(|0Dq)2 ke 6 272 (plo)? 12 plq-

Exercice 37: Pourmetn entiers> 1, calculer j:(—l)[mt].(—l)[“t].dt

Solution : [ Oral Mines 2004, RMS n° 70 ]
Cet exercice est susceptible de deux approchedliffésentes. La premiere, voisine de celle de

I'exercice précédent, consiste a développer ere i Fourier la fonction S(t) =—1)[t], et a
appliquer la formule de Parseval. La seconde ctnsisaccumuler suffisamment de propriétés
simples de l'intégrale g, n) pour pouvoir la calculer.

1) Solution par séries de Fourier

Considérons la fonction S(t) E:()[t] pour td Z, S(t) =0 si 1 Z.
C’est une fonction impaire, 2-périodique, 1-antipdique, en escaliers sur tout segment.
4 X>Sin((2k+1) )
SO 72 a1
En réalité S(t) = att), ou C est I'onde carrée.

Ly - ~asin((2k+1) 7t)
En vertu du théoréme de Dirichlet, on a S(tf=) —5—"—*
l% kZ::; 2k+1

sy 04 +Z“:sin((22kkJiL1)mnt) ot SG)02 ZW

sim|petp=(X+ 1)m, bp(Sy) = 0 sinon.

, mais peu importe.

Notant $y(t) = S(t), il vient by(Sm) = 2k+1

Idem pour §. Maintenant, utilisons Parseval !

it = [[(~D. (1)t = sz(sn).bp(w -§3>m.

ou A#pDN*;p|m,p|n,% etﬁp sont impairg .
Notonsm=2a(2r+1) etn=2b(23+1).
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e Sia#b, je dis que A est vide, etmt( n) = 0.
e Sia=b, on constate queJA ssip est de la forme = (mn)(2i + 1).

;s _8\ mn _ mn
Deslors M 1) = 3 > ey = mn -

Conclusion: I(m, n) = E(—l)[m‘].(—l)[”‘].dt = 0 si w(m)#vy(n), I(m,n) = m—% si (M) = vp(n)

2) Méthode directe Elle consiste a montrer les résultats suivaatssés en exercice :

el(mn) = I(n,m), I(m m)=1.
% [(2m, 2n) = %[ 1+ (—1)m+n].l(m, n) pourmetn= 1.
¢ I(2m 2n+1)=0 poum=1etnz=0.

1-(-1)2
v I(am an) = I(m, n) sim + n est pair, &m an) = (Za) I(m, n) sim+ n estimpair.
& Simetn sont impairs et premiers entre euxy,l() = Fnlﬁ .

C’est le point le plus délicat de la preuve. Ercvane preuve.

-l o k+1)/mn

mn=1
Tout d’abord, par Chaslesmi(n) = ZJ' etc = -1 D (F)*O(-1)% @,
£=¢JKmn mn &

ou gn(K) et m(K) désignent le quotient et le reste euclidienk garm.

mn-1
Or, metn étant impairs(—1) #8**® = (=1)=®*:® = Ajnsj, |(m, n) = # D (-1yrtra
k=0

Or, en vertu du théoreme chinoais, I'application (rm(K), r(k)) est une bijection de [byn-1] sur
m=1n-1

[1, m-1]x[1, n-1]. Donc I, n) = # Z(;bz(; (1) = . :#1.

Je laisse au lecteur le soin de conclure.

2. Séries de Fourier

S k=1 7" n -
Exercice 1: Montrer pour tout & ks n  C 577 LT (200%) .Cos((%' k)9.dg .

!
En déduire Cj, = 721 22nJ.0”200§”¢.d¢.

n . n
Solution : Partons de (1 + 2 ¥ > Ckz«. En particulier (1 €%)"= D Cheke.
k=0 k=0

Ce polynéme trigonométrique est son propre dévelogmt de Fourier.

- 1 ["14aioyn aiko -1 n n_ - 4 .
Ck = 577 J'_n(1+e' ek dg 557 J._” (2005‘%) .expﬁ(2 k)8).d@ , or ceci est un réel, donc:

:%T j: (2cos§)n.cos(§—k)@.de .

Si I'on fait (n, k) = (2n, n), on retrouve les intégrales de Wallis d’indicé pa

Exercice 2: applications combinatoires et probabilistes
1) Calculer R(x) = D ekx.

—nek<n

.dx pour m, n) O N2,

_ 1 7 sin(@n+1)x/2) sin(n+1)x/2)
2) Caleuler n= 5 | == e sn/2)
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1 (7 Sin(2n+1)x/2),, s , . -
3) Calculerzﬂ -[—n(—Sin(X/Z) )2.dX. Interprétations combinatoire et probabiliste.

4) Soienn, s N. Montrer que :

card { (x,y, 21 [-n,n]>; -s<x+y+z<s}= %T J':T(sin(s(iZnn()-:/lZ);< /2))3lsing(iZns()-:/1%;</2)

5) Soitay, le coefficient du terme constant du développendenfl/x + 1 + x'}. Exprimera,, sous
forme intégrale, et en déduire un équivalent eléweloppement asymptotique age

Solution : [ Oral X 1999, Polya-Szeg6, tome 1, n° 30, p. 5

1) Dyx) = e = W si X[ 21Z , Dn(X) = 2n+1 sinon.

-reksn

, 1 (7 Sin(@n+1)x/2) sin(2m+1)x/2)
Dona: =y [ ey sk X = ©@n Do)
= card { (p, @[-m m|x[-n,n] ; p+q=0}=1+2.min{, n).
Il est conseillé de faire un dessin.

3) De méme; — j (S'n(s(ﬁ]n(:('/lz)?/Z))s dx = o(Dp).

Dn (x) = Ze"‘“q”)x = ZC(I’I,S).GSX, ol C@,s) =card{p,q,r)O[-n, n]3 'p+q+r=s}

-rsp,g,r<n -3rEs<3n
Par conséquent,o(chs) =card{f,q,r) 0[-n, n]3 sp+q+r=0}0N.
co(Dn?') est le nombre de points a coordonnées entierBimdesection du cuben, n]3 avec le plan
d’équation x + y + z = 0 ; cette intersection eshexagone, que le lecteur est prié de dessiner.
QD) = (1) + (42) + ... + (D) + (2n+1) + () + ... + (+2) + (+1) = ... = H° + 3 + 1.

Exercice 3: Polynbmes de Tchebychev

1) Montrer que pour tout [0 N, il existe un unique polynéme rée}, Vérifiant (16) cosqB) =
Tn(cosB). Formule de récurrence liangh , Th+1 et Ty ? Factoriser J(X).

2) Montrer que pour tout [J N*, existe un unique polynéme réeh4 vérifiant (06) sin(B) =
sin©).Un-1(co). Montrer que les | vérifient la méme relation de récurrence que lgs €t
exprimer les |J en fonction des (. Factoriser (X).

3) En déduire que les polynémes trigonomeétriqueass sont les polyndmes en d®t que les
polynémes impairs sont de la forme 8i@(cos8), ou Q est un polynéme.

Solution : cf. mon chapitre sur le sujet.

Exercice 4: interpolation de Lagrange trigopnométrique
On note9, = Vect(eq, ..., &, ..., §). Les réels ¥, X1, X2, ... sont ditsdistincts modulo Z'si
leurs classes modulatzont distinctes darR/2rz, i.e.si €9, &1, &2, ... sont distincts daris.
1) Si %, Xq, ..., X SONt distincts modulot? et si \, Y1, -.., YonSont des complexes quelconqugs,
montrer: PO 9, 0OkO{0,1, ..., 2} P(X) =¥ .
Sin((X—xq)/2
2) Montrer que P est donné par X)X 0<;2¥p Lo(X) , ol Ly(X) = q¢|_’|)(ﬁ)
3) a) Si ¥, X1, ..., Xy sont distincts dans [@], et Si y, Y1, ..., Yh SONt des complexes quelconqugs,
montrer qu’il existe un unique B ¢, pair tel quedk 0 {0, 1, ... ,n} P(Xx) = Yk -
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A : - COSX—C0SXq
Il est donné par: R(= Vo.Co(X) , ou GX) =[]=———).
Oszpsn P @ ,l;lj COSXp—COSXq
b) Si %, ..., X, sont distincts dans 07, et si yi, ..., ¥p Sont des complexes quelconqugs,
montrer qu’il existe un unique B ¢, impair tel quedk 0 {1, 2, ... ,n} P(Xk) = Yk -
Il est donné par : = Sp(X) , ou = Sinx COXTC04
P i ogzp“g.}/ S ) 300 = SinXp L—‘l)(coyp—cosq)

Solution : cf. Zygmund,Trigonometric serigschap. X.

Exercice 5: Soitf une fonction continuerpériodique dér dansC. Montrer que est un polynéme
trigonomeétrique ssi ses coefficients de Fouriet soits sauf un nombre fini.

Solution : Attention ! cet exercice est faussement facile !

n
1) Sif est un polyndme trigopnométriqué€y) = Zq.e'kx , f est son propre développement de Fourier.
k=-n

Les coefficients de Fourier desont nuls sik] >n.

n
2) Si les coefficients de Fourier flsont nuls pouik| >n, f a pour série de Fouriiq(ﬂ.e’kx.

k=-n
Notons PX) le polyndme trigonométrique B (= Zq(f).e'kx.
k=-n

f et P ont les mémes coefficients de Fourier. PeseRal, =1 j | f(x)~P(x)2.dx = 0.
27T Jen

Comme f-P f est continue positive d’intégrale nulfes P.

Exercice 6: Soitf une fonction continuer2périodique dér dansC.
Montrer quef est a valeurs réelles ssi ggf) etby(f) sont réels.
Montrer quef est paire ssi [{n O N*)  bu(f) =0, impaire ssi [nON) an(f) =0

2m
Montrer quef estrepériodique ssi  [{n O 2) IO f(f).e®V'dt =0
27T
Montrer quef estrantipériodique ssi [{n 0 Z) L f(f).ert.dt =0

Ok) agk+1(f) =0, bpi(f) =0

Montrer quef(x) =f(1t— x) ssi

Solution : Comme tout serait facile $iétait somme de sa série de Fourier, comme I'antles
mathématiciens, de Fourier lui-méme jusqu’a Du-Btéymond ! Hélas, trois fois héldsntretient
avec sa série de Fourier des relations compliqtda,seule relation certaine gluentretient avec
sa série de Fourier est la convergence en moyaratratique, et la formule de Parseval !
Cependant, cela va nous suffire pour conclure.ilCaécoule de Parseval que si deux fonctions
continues ont mémes coefficients de Fourier, aibeg égales.

Notons  f(6) O nzm(n.ene = &), Z;(aq(f).cosh@m](f)sin(n@).
Aors 1@ O ni&(f).eri"f’ - @ + z(an(f).coso@+ﬁ)sin(n@).
#0) 0 Scaer = 3D, f(an(f).cos@@—m(f)sin(n@).

n=-—o0

(@+m O Y (-1ra(her = 0 +Z( 1) (an(f) cosh8)+u(f) sin(n8)) .

n=—oo

27



fn-0) 0 3(-1yeq(here = 0 z(—l)".(&(f).cosh@—m(f)sin(né)).

n=—oo
Une fois encore, ces formules découlent, non pdggalité, mais d’un calcul direct.
On conclut par coincidence.

Exercice 7: Soientf etg réglées Epériodiques d&® dansC.

Si f(e) O i&(f).einf’ et g6) O icn(g).e‘”f’ , alors:

Nn=-oco0 n=-—o0

%T (27:)@'9(6)'(10 ) nzzif_(f)'c”(g) %T (Zn)f(é?),g(@,dg = nZOG*(f)-(‘rn(g)
Pl 0000000 = Yaha@er L] BB = Yl fer

Solution : thémes et variations autour de Parseval.

Exercice 8: Soitf réglée Zrpériodique ddR dansR.
1) Sif est décroissante sur Joii2montrer queln= 1 by(f) = 0.

01 «77in
[Indication : noter queby() = L [ [f(9+%T)—f(e+L;1)”)] sinn6.dé |
k=0

2) Sif est convexe sur J0;® montrer queldn =1 an(f) = 0.
[ Indication : noter que

an) = L :ijom"[f(e*—zﬁ”)- f(o+ T (BT (2T -g) comaae )

Solution : laissée en exercice.

Exercice 9: module d'uniforme continuité
1) Soitf continue 2rpériodique ddrR dansC.
Montrer que la fonctionx(d) = sup { |f(x) —f(y) | ; | x—y |< d } est croissante SR, et vérifie
wx(0+9) < wx(d) +ux(d) et lims_ o+ ax(0) =0.
2) Montrer quen0Z | g(f) |< %(Df(ﬁ) .

[ Indication : noter que nf) = 1 r”(f(t)— f(t—20))en.dt |
. q n 2 o n . .

Solution : laissée en exercice.

Exercice 10: Soitf réglée 2epériodique ddr dansC.
1) Exprimer a l'aide de celle di¢a série de Fourier déx + a) et def(nx) (@0 R, n O Z).

n-1
2) Exprimer & I'aide de celle dda série de Fourier dex)(= % > f(%+%7) (n=1).
k=0

x+h
2) Soith > 0. Exprimer a 'aide de celle déa série de Fourier d&(x) = 2_1h J. ) f(t).dt.
.

Solution : Notons f(x) [J ZQ(f).ékx la série de Fourier de

k=—0c0
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1)Ona:f(x+a) U iq(f).e’a.e'kx et f(nx) O iq(f).eiknx .

k=-c0 k=—0co0

2) La fonction g{) est réglée fpériodique, et : g = L Zf(x+2k”) 0 ZC (f).e> .

p——OO

sm(nh)

3) On trouve, par intégrales doublef,(x) [ ZCn(f) — e

Dans les trois cas, cela se montre en calculambleﬁluents de Fourier.

sm(néb

Exercice 11: Existe-t-il une fonction régléepériodique dont la série de Fourier § \/_
n=1 n

Solution : [ Oral Mines 2005, RMS n° 490 ]
Cette fonctiorf aurait pour coefficients de Fouriag(f) = 0,by(f) = %
n

Or, cette suite n'est pas de carré sommable. Gtst impossible.
Remargue On peut montrer au moyen d’une transformatigkbe! que la série trigopnométrique

+00 H
sin(n , . . , - .

Z% converge simplement sRrvers une fonctiofi... Mais elle n'est pas la série de Fourier

n=1

de sa somme, puisque ce n’est pas une série deeFbour

Que se passe-t-ilf2est-elle intégrable, a-t-elle des coefficientd-derier, & commencer par le plus

simple d’entre euxgo(f) ? La réponse est non.
Ces questions délicates sont abordées dans leeprelule I'X 1992.

Exercice 12: Trouver les fonctions: R - C, 2repériodiques, de classem(lelles que:
™ On 0Ox F™V <M.

—iX

Solution : Je dis qué est de la formd(x) = A.eix +B+Ce " = B+ D.cox+ E.sinx.

+00
En effet, soit f(x) = Z&(f).einx la série de Fourier de. Il y a convergence normale, ainsi que

n=-c

toutes les dérivées. Et p)(x) = Z(In)p G(f).e™, autrement dittin 0 Z Op cp(f (p)) = (in)P.cn(M).

n=-o
L’hypothése implique, pour toutet toutp : | Qn)p.cn(f) M.

Cela implique, si I'on fait tendne vers l'infini, ¢,(f) =0 pourn| > 1. . .
On conclut par Parseval gtiest un polynéme trigonométriqée) = Ae*+B+Ce ™

Exercice 13: 1) Soitf une fonction régléer2périodique impaire. En considérant la fonction

F(x) = jf(t) dt, montrer que Iaserli bn(f) converge.

sm(nx)

2) Montrer que la sen{ converge simplement sB.

3) Que peut-on déduire des questions l)et2)?

Solution : [ Oral Centrale 2004, RMS n° 491 ]
Cet exercice me parait difficile et inadapté aucooms de Centrale. Il sera repris dans la suite.

1) La serlez bn(f) converge absolument, car les suitggf]) et(l) sont de carré sommable.
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La fonction F est continue, paire at-gériodique.

~+00

Formellement, si f(x) OJ Zoo:th(f)sin(nx) ,alors: R O Zm(f) Zm(f) CosfxX)

n=1
On peut calculer les coefficients de Fourier deaFlptegratlon par partles généralisée :
Pourn= 1, ay(F) = 1 .[zncos(qx).F(x).dx = etc.

() _ ()
“Zn
a une somme continue ; elle est égale a F carcmlesmemes coefficients de Fourier.

2) est la redoutable série de Fatou, absolumeiggdadsable pour deux catégories d’esprits :
a) les professionnels des séries trigaridaques ; b) les enculeurs de mouches.

3) On déduit des questions 1) et 2) que la sérfeatieu n’est pas une série de Fourier.

Une autre solution consiste a noter que la SE €0sfx) converge normalement,

Exercice 14: Généralisation du théoreme de convergence nermal
Soitf une fonction C-lipschitzienne etepériodique ddrk dansC.

e |oy(f) < 1.

a) Sih O R, montrer que)

n=—o0

b) Montrer queanlcn( f )|2 converge, puis quez | &(f) | converge.

n=—o n=-o

c) Montrer que pour tout réel, f(x) = 201(1).6”*.

n=-—o0

Solution : [ Oral Centrale 2009, RMS n° 791 ]
a) Ecrivonsf(x) 0 Y (f).€™. Alors f(x +h) 0 > a(f).e™.e™, et:

Nn=—oco0 n=-—o0

06+ h) — 1) O S a(f).(e-1).em

n=-—o0

Il reste a appliquer Parseval a cette fonctionratporer.

b) Si I'on fait tendreh vers 0 dans I megalltezAie”h—].H () P < C, il vient Zn2|cn(f)| <

n=-co

Attention toutefois, il s’agit d'un passage a haite dans une série.

Fixons N ; on a Zﬁe”h—lﬂ a(f) | < C . Faisons tendre vers 0 ; il vient : Zn2| a(P) | < C .

n=-N

Cela étant vrai pour tout N, en passant au swerilt : Zn2| (D) | <2

n=-—oc0

Le reste est classique ; cf le théoréme de conmeegeormale.

Exercice 15: Nouvelle généralisation
1) Soitf 0 (R, C), h > 0. Montrer que :

| foxrh)~ fix-h)edx = 4 " sirehle(f].

1
2h I(zm
2) On SUPPOSEM 20 (11 >0 O(u, V) O R? [f(u) - f(v) |< [u-v [

Montrer que nZN:ﬂ‘Cn(f)‘z = O( [ Indication : prendrd = m ]

3) En déduire que gi > Y%, la série de Fourier deonverge normalement vefrs

N2a)'
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Solution :

Exercice 16: Soitf U @R, C). On suppose tous ses coefficients de Fouré) £ 0.

N _ 1 ZHM
1) Montrer queJr 010, 1] ;(;n(f).r 57 ) T22rcogar ot

2) Montrer que la séri{cn(f) converge.
niz

3) Montrer qud est égale a la somme de sa série de Fourier.

Solution : [ Oral Mines PSI 2010, RMS n°® 578. ]

1) Fixonsr J]0, 1[. Comme la suite {¢f)) est bornée, la série trigonométrinecn(f).r‘”‘ converge
niz

absolument convergente. Sa somme se calcule pavension de sommes (cf. § 4, ex. 1) :

I Ty -1 [N fein -1 > (=2 f(t)
;cn(f).r = 5 Zr jo e f(t).dt = 5L jo ;r e f(t).dt = ... dt.

T2/ b r=2rcog+l

Vi 2
2) Je dis quez— r rg:—LZ:c)(:s(tt-)l-l dt - f(0) quand - 1-0.

Cela se montre par soustraction et concentratianagse en 0 (cf. cours sur suites en delta).
Or, par double monotoniech(f).r‘”‘ ~ D G(f) [0, +eo] quandr — 1-0.
niz niz

Donc la sérieZ&(f) converge et vaut0).
niz

3) Comme les«f) sont= 0, la série trigonométriqu{&(f).ei”f’ est normalement convergente.
niz

Sa somme g a mémes coefficients de Fourierf.gear Parsevag =f.

3. Applications géométriques

Les courbes fermées peuvent étre paramétrées paomeions périodiques, donc par des séries de
Fourier : équations polaires ou équations d’Eulstte idée est a I'origine de la preuve d’Hurwitz
de l'inégalité isopérimétrique. Sont ici regroupigers exercices portant sur ce theme, directement
ou non. Le probléme ENS Saint-Cloud 1981 fait l& e la question.

Exercice 1: Soitf 0 C*([-t 14, R). Montrer que : [ (f=-2) < 5k ([t ) 2

Solution : [ Oral X 1996, RMS n° 71 ].
Prolongeon$ |- €n une fonction@périodique continue par morceaux.

Et développons-la en série de Fourid(x) D% + Zw:(aq.cos(’lx)+bqsin(nx))
n=1

Alors f'(x) [ Z(—n&hcosr(nx)mth sin(nx)) , en notanf’ la 2repériodisée dé |-y -
n=1
Cela s’établit par parties, rappelons -le : voir aeques du cours sur les quasi -dérivées.

Par Parseval,—l—J. (f-f2) = &~ _ 1 Z(nz—l)(an2+b12) <= ( )

Cas d’'éqalité ap = b, =0 poum = 2, doncf(x) = 7 + a1.coSX + by.sinX.

Exercice 2: Inégalité de Wirtinger. Soit G = {f O Cl([O, 1],R) ; f(0) =f(1) =0 }.
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1l
Montrer linégalité (f 0 G) 72 jo f2 < Ef'z . Cas d'égalité ?

Solution : C’est un probleme d’optimisation sous contran® étant un sous-espace de codimen-

sion 2 de (JS([O, 1], R). La solution ici proposée utilise les séries darrker. Il en existe une autre
(cf. mes problémes d’intégration).
. . L s 1 1 72
La fonctionf(t) = sin(t) est élément de G, et ver|f|§ f2== et I f2 =1,
() 2 0 2
Soientf O G, et h la fonction 2-périodique et impaire praeantf.
h est continue et](bar morceaux. Développons h et sa quasi-dérivée kerie de Fourier.

Hj) U iusin(nﬂ@ , hed itx.nmoshn@
ol by = fllh(@sin(nn@.dé? =2 Lﬂf(@sin(nn@.dﬁ.

La formule de Parseval donne :
l B 1 _l +00 2 l | B 1. _l +00 2
3 J,h(@zde = jo f(62d6 = 5 ;a et 3 j(z)h(é)Z.dH = jof(6)2.de =1 ;a n272.
nzj.lf2 < J.lf'2 découle de? iqu < iqunznz.
0 0 =1 =}

Il'y a égalité ssb, = 0 poum = 2, ce qui équivaut (cf. cours)f§0) = A.sin(rO).

Exercice 3: 1) Soitf 0 CY([0, 2rd, C) telle quef(0) =f(2m) et J'Oz”f(t).dt = 0.

Montrer que LZ”| f(t).dt < Eﬂ| ft)R.dt.

2) Démontrer une inégalité analogue p‘dﬂrCl([O, 1], C) telle quef(0) =f(1) et j:f(t).dt =0.

Solution : [ Oral Centrale 2005, RMS n° 807 ]

Exercice 4: Soitf [J Cl([O, 2rj, C), de classe %:par morceaux, telle qued) =f(2m).
271 271 271
Montrer que 4 "|f(tfe.dt +2 [ |f(tpdt =5 [ [ Ftpt.

Solution : Prolongeon$ en une fonction2périodiqueR — C. Cette fonction, encore notéeest
continue, de classechar morceaux.

003 a(dex  r0Y ineder  F(9O0-> me(d.en.

n=-o0 n=-o n=-c

Parf’ et f” il faut entendre les quasi-dérivéesfde
?A}_T .[02 ”|f(t)|2'dt + _22;} ,[02 ”|f"(t12-dt - % .[02 ”| ftR.dt = nZ:o ‘Gn(f)ﬂ.[2n4—5n2+4] >0,

car le trinbme 2%(— 5x + 4, de discriminant > 0, est toujours > §fdC

Exercice 5: Soit F: tUR - (x(t), y(t)) U R? de classe tZT[-périodique telle que, pour tout réel {,
2
X 2(t) +y 2(t) =1.0npose S %Ioﬂxdy—ydx . Montrer que | Sq 1t Cas d’égalité ? Interprétatign

géométrique ?

Solution : [ Oral RMS 1993, RMS n° 55 ]
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Exercice 6: Soity une application de classé @repériodique ddR dansC telle que :

OsOR |y(s) | = 1. On note S l'aire orientée délimitée Ygy ory-
1) Exprimer S a l'aide des coefficients de Feudey.

2) Montrer que S %7 ; étudier le cas d’égalité.

Solution : [ Oral Centrale 2004, RMS n° 93 ]

Exercice 7: Soitf [ CZ(R, R), 2repériodique telle qué> 0 etf + 7 > 0.
Pour tO R, soit M(t) le point deR? défini parOM(t) =f(t).(cos t, sin t) +'(t).(- sin t, cos t).
1) On supposkconstante. Que dire ?

2
2) Montrer que la longueur L du support de M kst J.Onf :
3) Déterminer la tangente en M au point de pateen, la distance de cette droite a I'origine.

2
4) Montrer que l'aire A limitée par le suppog M est : A :J.O ”(f +f.f .

5) Montrer que HA < L2. Etudier le cas d'égalité.

Solution : [ Oral Centrale MP 2011, RMS n° 905 ]
Introduisons le repére radia(t) = (cos t, sint) Mt) = (- sint, cos t).

Rappelons queq(t) = G(t+7—27) = ?jltj et dV ——u(t)

OM(t) =f(t).u(t) +F(t). \t) et W = (f(t) + () ). ().
L’arc paramétrd décrit par M est Cet régulier puisqu’en tout poiﬁqc% 2 0.
1) Sif(t) =a> 0 cet arc est le cercle de centre O et de rayi@crit dans le sens trigonométrique.

ds = || ||— [f(t) +(t) | = f(t) + f’(t), compte tenu des hypothéses.

Donc L = jo (F(t)+ f"(t)).dt = jo f(t).dt .

3) La tangente en Maest dirigée par le vecte@(t) . C’est donc la droite d’équation Xfft) dans
le repére radial. Il en résulte aussitét que ltadise de O a cette tangente efgt) | =f(t).
4) L'aire A délimitée par le support dleest donnée par :

=1 — -1 oMmadm1 = 1
A =1 jr(xdy ydy = 3 jr [OM,dM] = j [OM(t) ]dt
ou [, ] désigne le produit mixte plan, c’est-aedie détermlnant dans une base orthonormée directe.

C’est une conséquence de Riemann-Green. [I@M(t) ] =f(t).(f(t) +f’(Y) ).

Par conséquent, A% L (f+f).f = % IO (f>=1'2) apres une I.P.P.
5) L'inégalité demandée est la célébrégalité isopérimétrique
Compte tenu de 2) et 4), elle s’écr’?L Izn(f2— f2) < 1 (i r”f )2
’ Th "4 mh '
On pense a Parseval. Développbasf’ en série de Fourier :
f(t) D% + Y (acospt)+msint)) . f(t) 0D (-nasin(t)+nh.cost)) .
n=1 n=1

Il'y a convergence normale des deux séries, cotaptedes hypotheses faites sur
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2 2 Foo 217 2
onveut: zL [7(P-f2) =& - 1 ;(nLl)(&z+u2) <l A [Try=2

Or c’est bien évident ! Il y a égalité sg(nz—l)(an%h]z) =0, i.e. ssa, =by, =0 poum = 2,

n=2
autrement dit ssi Kt)z% +aj.cost +hy.sint (soit par égalité, soit par Parseval).

Le lecteur est invité a vérifier que I'arccorrespondant est un cercle.

Remargue Ce résultat, I'un des plus anciens et des phleshces des mathématiques, demanderait a
étre précisé. Il faudrait expliquer le role examt§ par I'hypothésgt) + f’(t) > 0 : on montrer qu'il
implique la stricte convexité de la région délimiggarl . Il resterait & généraliser ce résultat.

. - 7 2 - 1
Exercice 8: 1) Soit€ une courbe fermée daRs, continue et épar morceaux. Montrer qu’on pept
lui associer une série de Fourier et réciproquement

2) Trouver la série de Fourier d’'un polygone.

Solution : [ Oral X 2004, RMS n° 55 ]

& (-1 1cosBkH)
e (3k+1)(3k-1) -

Exercice 9: Tracer la courbe d’équation polaireéd)r& % +

Solution : [ Oral X MP 2011, RMS n° 237 ]
1) r(®) est somme d’une série trigonométrique normalememtergente.

C’est une fonction continue, paire et2 périodique.

2) Ne sachant pas si une indication fut donnéd’emaminateur, ou si le candidat disposait d'un
ordinateur, il est difficile de se trouver dansdesditions de la planche.

Quoi qu’il en soit, on subodore que cet exercicatieat une dose d’humour. Ce que confirme
Maple, qui suggere que la courbe est réunion de d@ras de cercle passant par O.

>wi th(plots):

>r:=(n,t)->1/2+sunm((-1)"(k-1)*cos(3*k*t)/ (9*k”2-1),k=1..n);
>p:=n->polarplot(r(n,t),t=0..2*Pi):c: =k-

>pol arplot (Pi/(3*sqrt(3))*cos(t+2*k*Pi/3),t=0..2*Pi, col or=bl ue):

>di splay({seq(c(k), k=0..2),seq(p(n),n=1..5)});

02 04 0

3) Développons en série de FourierRpériodique.la fonction paire etvd périodique définie par :
f(t) = cost pour |t 173.
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. 3 6 7713
Il vient ay(f) = j@”)cost.cosekt).dt =2 jo cog.cos@kt).dt
‘3

(-1
T (3k-1)(3k+1)
& (-1)k1cos@kH)

3\/_ 3/3
f étant continue et Qoar morceauy, il vienf(0) = + .
e =27 * 5 & @)k

=3[ "Teos(@k+)t)+cos(@k-1)t)].dt = 3‘@

Par conséquent @) = ﬁ.f(@. En particulier 9) = ﬁ.f(@ pour |6 | < 173.

4) Aurions-nous pu calculer la série trigonométeigua I'aveugle » ?
Formellement, @) + r(o) =—% = ) (-1)<icos@ke) = —% - cos@k(6+7),
k=1 k=1

série trigonométrique dont la somme est nulle ag e Lagrange.

Donc r’(8) +r(0) =0 et r@) = a.coP + b.sinb.

Un argument de parité conclut, mais il reste autaica.

Tout cela n’est pas trés sérieux. C’est du calgumimlique.

On pourrait de maniére plus terre a terre caldelesommes partielles de la série.

R(8) + 1m(®) =3 - ki;(—l)k—lcosGké) =-1- kZ:cosGk(%n)) -

intégrer cette équation différentielle, puis passkr limite.

Exercice 10: Courbes en polaires

. . . . . &= COS
1) Lafeuille de vigne de WeierstrassEtudier et représenter la courbe E%
n=0

5x 1 1
2 (1+4.d2 . Etudierr = .

3) Equation polaire du polygone régulierrdebtés de centre O.

2) L' étoile polaire. Soit dk) = dx, Z) , f(x) =

4) Lachapelle romane Soitf la fonctionﬂ-périodique définie paf(B) = 2.coD si -l <p<

2
Développelf en série de Fourier. Représenter la courb&@)=

D

.|>I.:|

Solution :

Exercice 11: inégalité de Hilbert.
Soitey (n O Z) I'application deR dansC définie parey(t) = e'm.

a) Développer en série de Fourier la foncti@mpériodique définie sur [0,712 par h(t) =mt—t.

n n
b) Soient P =) apep et Q =) hy.eq, ol lesay etby sont complexes.
p=0 g=0

CalculerL- joz” R Q) h(Hey(t).dt.

c) Trouver une constante C ( indépendanteagleby et den ) telle que :

|3 20 P e c3ar 3hF

d) On poseic= ,Z:(; j+Ii+1' Montrer que ;‘q’? < n2 jz:(;‘aj’?.

Solution : [ Oral ENS 1995, RMS n° 318 ]
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4. Séries trigopnométriques

Exercice 1 : Noyau de Poisson
Soit r [0, 1[. Convergence et calcul des séries trigonomees :

St e®=1+ 2> rcoshd) et > rrsinné).
1 n=1

n=-c n=

Solution :
Les séries trigonométriques sont normalement cgevees, et de sommes :
+00 . +00 +00 .
N Qné _ n - 1-r2 nai _ __rsind
re =1+2)» rcos = ————— et resinn@ = —=2"-"2—.
n;, nzz; 0e) 1-2rcosg+r? nzz; 0o 1-2rcosG+r2
r.e’ r.ef—r2

En effet > riexp(né) = tc.
n=1

- = e
1-r.é? 1-2rcog9+r2’
Du coup, ce sont les séries de Fourier de leur syratn

. 1 1-r2 in@
tnbz ZITJ.(277)1—2I’CO§+I’2'e_ a6

. 1 1-r2 n
OnON ZHLzml—Zrco grzcosho.de ="

. + 1 r sind H n
OnON = <zn)—1—2rc039+r25m(n6)'d9 .

1]
—

1]
—

Exercice 2: La série d’EuIer-Abelzw (1744-1825}.
n=1

1) Montrer que cette série converge simplemeaniRs Soitf(0) sa somme.

n

2) Pour 0 <r<1, on posg(F, 0) = Zrk‘lsin(ké) . Calculer [(r, 8), et montrer que :
k=1

_ sind . : : N réei
F(r, 8) = 121 coBr? + Ry(r, 8) , ou R, est une fraction rationnelle de r a préciser.

. _ <&sinkd _t  sind 1
3) Soit Ay0) = >k . Vérifier que  A(8) = jo—l_ZrCO adr + jOFen(r,é).dr.

1
4) Calculer la premiére intégrale. Montrer qoemtoutd 1 ]0, 2, J.ORq(r B.dr - 0,la

convergence étant uniforme sur tomf Prea], (0 <a <) . En déduird(6).

Solution :
1) La convergence de la série se montre par trematmn d’Abel.
Mais dans la suite de I'exercice, on va la redémeorgtu passage en calculant cette série.

1 Euler indiqua la somme de cette série, dans utre ke Goldbach (1744). Abel nota en 1825 qu'etiardhit
un exemple de suite simplement convergente deifarsctontinues ayant une somme discontinue.
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n ) n ' g@6—ngd1e
2) Pour 0 <r<1,§r,0)= Y r<isinké) =Im) r<ieké =im
k=1 k=1

- 1-re?
_ (€9-re™f)(1-re%) _ sind-rnsin(n+l) G+r™isinng) sing . 5
=M orco+r2 - 1-2rcog+r2 "~ 1-2rcosf+r2 Ra(r, 0) ,
. _ —rsin(n+l) 8+risin(n )
ou R(r.8) = 1-2rcos9+r2

3) Ecrivons A(6) = is'”ék@ = 'sinke) [ridr = [T S8 _dr + ['R(r.Q.dr.
k=1 k=1

. .
4) La premiére intégrale est une fraction ratioleneh r. On a JOW{J‘%HZ.W = —”;9-

. . 1 _ ¢t —rrsin(l) 8+rmisin(n )
Fixons® 0 10, 211 ; alors jo%(r,@.dr = J.O 1-2rcop+r2

convergence étant uniforme sur tomt 2ra], (0 <a <m).

dr - 0 quandth - +om, la

ff lR’] d l—rn d l—rn dar - dominé
. < <
En effet : |J.0 (r,0. r|_ .[01 OB r< J-ol 5re ) r 0 par convergence dominee.

Conclusion: Pour tou® [ ]0, 2r, zsmr(]néb = ”50'
n=1

+00
Remarque une autre approche consiste a noterﬁue J'O edt. Le schéma de calcul est alors le

+00

suivant : Zw = isin(n@ J'Omerm.dt = Lmiosin(n&)ef“t.dt.
n=1 n=1

n=1

+w  @sind
Au bout du compte, on trouveJ‘O &

Fodcogat qui se calcule.

+00 H
Mais le changement de variable r = exp t donneims% %ﬂr

Exercice 3: Soitf continue 2epériodique dér dansC.
1) Montrer qud est ¢ si et seulement si, pour taqut] N, ¢, (f) = O(dlp) quandn - oo,

2) Montrer qud est développable en série entiere en 0 ssi :
OC,A>0 0OnOZ | |<C.expEAn|).

Solution :

1) Sif est <, pour tout , p) O ZxN, cy(f (p)) = (in)p.cn(f) ; comme la suite (gf (p))) est bornée

(elle tend méme vers 0),(f) = O(ﬁ-,;) quandn - oo,

Réciproquement, si, pour topt c,(f) = O(ﬁ-,;) guandn - oo, la série trigonométriqu{oq.e‘"@
iz

converge normalement ainsi que toutes ses dérivées.

Sa sommeg est donc &. Elle a mémes coefficients de Fourier duelonc g = etf est <.

2) SupposonsdC,A>0 OnOZ |g(f)| = C.expEA.n|) *).

Alorsfest € en vertu de 1). Mieux ! Ecrivons :

f(x) = ;G.énx = ;oq. (ir:()!()k = kz(;(;oq.nk).(iﬁl)k :

k=0
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Le théoreme relatif aux séries doubles s’appliquer x| <A, car si [X] A <A :

> Qe \IrD TS Z(Z\Cn\ld) k= 2lexpliii) < 3 Cexpli(u-A) < .

Reste a montrer que Biest développable en série entiere au V(0), sefficients de Fourier
vérifient (*). Or c’est faux, car si est DSE(0), rien ne dit qu'elle est Gur R : il suffit de
« biseauter » une fonction égale a 1 au V(0). Beetfaut-il supposer de lefJ§:°° SUrk ...

Exercice 4: Pourk O N*, étudier la convergence des séries trigonométsqu

@)= 3005 o g = SSINMY.

K k
n=1 n n=1 n

Indiquer un procédé récurrent pour calculer leorarses, et pour calculé(2k).

Solution :

Pourk = 2, les séries sont normalement convergentes,tetesnsommes continues-gériodiques
SUrR, et resp. paires et impaires.

Mieux, G¢(X) et &(x) sont de classekéz, et, pour k= 3, G/(X) = — Sk-1(X) et K'(X) = Cy-1(X).
Pourk = 1, la situation est plus délicate.
S(X) = iLr(]nx) est le toit d'usine, et {X) = i%ﬁx) =-2In]sin %| :
n=1 n=1
La formule G'(x) = — $1(X) est encore valable, par convergence dominée.
Ceci donne un calcul récurrent dgd8, Cx(x), S3(x), C4(X), ...i.e. de Sx+1(X) et Gy(x), sur [0, 21.
>S1:=t->(Pi-t)/2;1/Pi*int(SL(t)"2,t=0..2*Pi);

1 1 1
Sl.—taéﬂ—ét éT[2
>C2:=t->Zeta(2)-int(S1(u),u=0..t):C2(t); L/ Pi*int(C2(t)"2,t=0..2*Pi);
1 1 1, 1
61'[2 ST+t 90”4
>S3::t->int(C2(u) u=0..t):S3(t); 1/ Pi*int(S3(t)"2,t=0..2*Pi);
1, 1 2. 15 1
rrzt FRUSEPL 9451'[6
>C4::t—>Zeta(4)—|nt(S3(u),u-0..t):C4(t);1/Pi*int(C4(t)"2,t:0..2*Pi);
1
e 2, &~ i3 — .4
”4 nzt 12"t " 48" 9450"8
>85::t—>|nt(C4(u),u:0..t):SS(t);1/Pi*int(85(t)"2,t:0..2*Pi);
14 1 25,1 1s 1
90" 3 "2t 48"t " 240" 93555

Ces calculs peuvent étre systématisés grace aurasrat aux polyndmes de Bernoulli.

Le calcul récurrent de (X), S(x), C3(x), Su(X), ..., i.e. de Gx+1(X) et S(x), sur [0, 27, est plus
ardu, et pose des problémes a Maple, qui s’enfiars des expressions complexes contenant la
fonction dilog... Ce sujet mériterait d’étre apprafian

Exercice 5: Etudier la série trigonométriquEln(1+%)sin(n60 :
n=1
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Solution : EcrivonsZIn(l+%)sin(n6) = Z%sin(né) + Y isin(é).
n=1 n=1 n=1

Z%Sin(n@ a pour somme le « toit d’'usine » (cf. § 1).

n=1

Commeby, = O(# ), qu sin(né est une série trigonométrique normalement conveege
n=1

En résuméf(e) = Zln(l%)sin(né) est somme du toit d’'usine et d’'une fonction camirre
n=1

périodique et impaire. Elle est donc la série derieo de sa somme, et est continue sauf aux points
ki, kO Z. Il se passe en ces points un phénomene de Gibbs.

Exercice 6: Soit ) une suite tendant en décroissant vers 0.
+00
1) Montrer que la série trigonométriqLqu sin(n@ converge simplement s&, et uniformé-
n=1
ment sur tout segmert [ 2r—a], 0 <a <TL
2) Montrer que les sommes partielles de cetie sént uniformément majorées g% = O(1h).
3) Montrer que la série converge uniformémenbgs o(1h).

Solution : [ Zygmund, chap. V p. 182, RMS fév. 1983, p.-23®, Ecrit X M’ 1992, Oral X, etc. ]
Cf. mon probléme d’écrit sur ce theme.

Exercice 7: Soitf : x — ZCOS@X)

n=1

Montrer qud est définie suR, qu’elle est continue mais n’ept

pas d par morceaux.

Solution : [ Oral Mines PC 2012, RMS n° 690 ]
Il s’agit d’'une série trigopnométrique normalemepheergente. Sa somme est définie, continue,
paire et 2epériodique.
N _ . _ f(l)— f(X)
ous allons montrer quég(0) =—c0 , autrement dit qUA(X) = ————* - +oo quandX - O+.

f(1)-f(x) _ d1-cosfxX) _ <> 2sir(nx/2) _ 25|n2(nx/2) O 2SINR(Nx/2)
MR T =3 =3 - 5 BEA.

A(X) = n3/2x n3/2x n3/2x n3/2x

n=N+1
ou I'on a cassé la somme en deux en introduisanf #)Cf] x> 0.
> 2 N ¥
Alors  A(X) 2 ZM S ZZ(I‘IX/H) _ %Z‘/ﬁ g %LN 1\/;<dx
n=1 =

n3/2x n3/2x

n=1

2XZ((N+17°-1)2 2% ((D)**-1) = Hy).
La seconde minoration découle du fait quell [0, 7—27] sin t= % (par concavité) et du fait que

1snst7?T<N+1:> O<n—2Xs7§T.Leresteestfacile.

Pour conclure, il reste a observer que<)H( ( (”)3/2— 1) - 400 quandx — O+,
3\/&

~+00

Remargue La fonctionf est ¢ sur 10, 27 et a pour dérivée g) = _Z%(nx) Cela peut s’établir

n=1
par abélisation. Elle est liée aux polylogarithroesime le montre cette feuille de calculs Maple.
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>with(plots):F:=x- >sun(cos(n X)/nM(3/2),n=1..infinity);F(x);

cogn x) o cogN X)

X Z (@2 2 @
n=1 N

>S: =(N, x)->sun(cos(n x)/n"(3/ 2),n=1..N);
p: =N->pl ot (S(N, x), x=-10. . 10, nunpoi nt s=2000) ;
>f:=z->sum(z*n/n*(3/2),n=1..infinity);f(z);

. >z 3
fi=z- z (312) polylog{,zj
n=1Nn 2

>G =x->Re(pol yl og(3/2,exp(l*x)));q:=plot(Fx),x=-10..10,
t hi ckness=2, col or=bl ue): display({q,seq(p(5*N),N=1..7)});

G:=X - D(polylog{g (IX)D

2 1 6 g 1
kS

& sin2x)

>n est définie et continue s&. Etudier sa

Exercice 8: Montrer que la fonctiofi: X —

n=0

dérivabilité en 0.

Solution : [ Oral X MP 2012, RMS n° 234 ]
Il s’agit d’une série du « type Weierstrass ».
C’est une série trigpnométrique normalement corerggy Sa somme est définie, continug; 2

périodique, impaire et borneef(y) |< 25 =
n=0

Nous allons montrer quU&0) = +oo, autrement dit qQUA(X) = @ — +oo quandx - O+.

AK) = isin(Zﬂx) _ ZN:sin(Z“x) N i sin(2”x).

= 2'X 2" et 2%
ou I'on a cassé la somme en deux en mtrodwsam[INgz( )] On a donc |§< <M
N 2ﬂ+1x +00 B 2 2
Alors  A(X) = Z(;Zm n;ﬂznx Z(N+1) > Iogz( L) 77 = H(X).

On a minoré le premiere somme \i& O [0, E] sin t= 2—7; la seconde via sirst- 1.

Pour conclure, il reste a noter quexH{ +0 quandx — 0+.
Feuille de calculs Maple

>wi th(plots):

>S: =(N, x)->sun(sin(2*n*x)/2”n,n=0..N);

p: =N->pl ot (S(N, x), x=-2*Pi .. 2*Pi , col or=viol et);
>di splay({seq(p(N),N=1..7)});
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Exercice 9: |la série de FatouZSllnn(?]@ (1906).
n=2

1) Montrer que cette série convergeRyrdomaines de convergence uniforme ?

2) Par des transformations d’Abel répétées, reogue la somme de cette série Ss6@ 10, 1.
3) Représenter graphiquement les premiéres semparéelles. Qu’observe-t-ore?

Solution :

1) La série de Fatou est une série trigopnométritguia formeibq sin(ng, oub, 1 O.
n=2

Une transformation d’Abel suffit & démontrer la eergence simple sur JOTg et uniforme sur tous
les segmentsf, 2r-a], 0 <a < 1t Du coup, la somme est définie §uret continue surR —TiZ.
2) Etant donnée I'extréme lenteur de la décroissalec(l), deux transformations d’Abel sont ici
nécessaires. Elles sont courageusement laisséestawr intrépide...
>S: =(n, x)->sun(sin(k*x)/1n(k), k=2..n);
>plot (S(100, x), x=0..2*Pi, -10.. 10, nunpoi nt s=5000) ;

104

i RRREE RECT e SASnS RERAY SO

-10-

Exercice 10: paradoxe de Lagrange
Lagrange affirmait que la série % + s cos B + ... a une somme nulle.

De méme, il affirmait que la série €n+ sin B + ... a pour sommézL cotan% .

En quel sens peut-on donner raison a Lagrange ?

Solution : 1) La premiéere série diverge en tout pointdaonde converge seulement enngsnZ.

2 0On peut montrer que la somme de cette série esbomée sur [0,78, n'est ni intégrable-Riemann au sens
généralisé, ni intégrable-Lebesgue sur cet intkryvat qu’enfin la série de Fatou n’est pas laesde Fourier
de sa somme.
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En effet, siZcos@x) converge, son terme général co$(- 0

Alors sinznle—coénx_, 1 et Si%nle—co—zenx) 41

Si Zsin(nx) converge, simx) — 0. Alors sinfi + 1)x — sinfy — 1)x = 2.sinx.cosnx - 0.

.2 2 .2
Donc sin x.cos nx - 0 = sin x. cqgfd.

On peut aussi calculer les sommes partielles.

Sin(@n+1)6/2)

Celles de la premiére série valert si0 02z ,n+L sinon. Elles divergent !

2sin(@/2) 2
On pourrait en conclure que Lagrange était un idisi I'on oubliait qu’il fut I'un des plus grands
mathématiciens et physiciens du XVllleme siecle.

2) D'une part, les sommes partielles de chacuneddes séries convergent resp. vers 0 et vers

%cotang en moyenne de Cesaro.

3) D’autre part, si I'on intégre terme a terme %086 + cos B + ..., on obtient% + zw

n>1
qui converge simplement vers une onde carréeXcéw le toit d’'usine). En redérivant, on trouve 0
De méme, si I'on integre terme a terme@&m sin D + ... , on trouvezM , dont la somme

n=1

_inl sin @ Sinte i = Lcotang
est — In|2 sin 2 | (cf. & 1). En réintégrant, on trou%sm(n&) 5 cotan? .

+00 +00

Exercice 11: Soient bmpm,re1 une suite double telle qul’ > fom

m=1n=1

n <+oo, T1 et Trdeuxréels >0

Montrer que f(x,y) = D> b Sln—sm_l_—ny est définie, continue &,
m=1n=1 2

etvérifie  f(x+ Tq,y) =f(x, y + T2) =f(x, y) , f(=xy) =f(x, =y) == (X, y).
n7y

Ho,Tl]x[OT (X’y)SI T Slndedy

et bmn=

4
L

Solution : Ce n’est pas difficile du tout.

5. Séries entiéres et séries trigopnométriques

2 _ _
Exercice 1: 1) Calculer poun O N %T J.O ”(1+e5’)2”.er'”5’.d9.

2) Rayon de convergence et calculffig = ZCQn.x“ .
n=0

Solution = 920 | = 1 (¥ (14g0)n gring — —
olution: 1) Si PE) = (1 +€°)", ‘ﬁjo (L+ef)2nenodl = G(P) =Cp,.

. A+l oo
Par ailleurs, | = cos"6da.

27T Jo

2) D’Alembert donne pour rayon R = %a.

_ +00 - =_2 +00 . 7712 . _ :_2 7712 de — —
Et f(x) zogx ”§(4x) jo co$ad = ... =2 [ Ll = . —1—1_4X.
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Naturellement, on peut vérifier cela par le bindroe, en montrant qué satisfait une équation
différentielle linéaire d’ordre 1 (cf. écrit Min@900).

Exercice 2: SoientD={Z1C; |z| <1 },5 son adhérencé; D — C une fonction continue tell
quef(z) = > a.z" pour tout 21 D.

n=0

U

1) Montrer que la Séfi{‘an’z converge.

n=0

271
2) Montrer que, pour tout, a, = %TJ-O fle9).ee.d@g, et retrouver 1).

3) Que dire désif(z) = 0 pour tout z tel que |z] =1 ?

Solution : [ Oral X 2003, RMS n° 57 ].
1) Notons M = maX |f(z) | ; zO 5} (théoréme des bornes). Fixons {0, 1].
La série trigonométriqu{aq.r”.enﬁ converge normalement sk car Z‘an.rn < 400 .

n=0 n=0

Elle est donc la série de Fourier de sa somme.
La formule de Parseval s’écrit Z‘aq}z ra = LJ-ZH‘ f(reif’).2 do < M
.n20 . 2]7.0 . B .

Il reste a passer au sup en r par associatividbdees supérieures :
SUPp<r<1 Z‘an’z_rm = SUpPp<r<1 SUPN z ‘an’z.an
<N

n=0 0=
= SNPSUPo<r <1 Z‘an’z.rZ” = supy Z‘an’z < M.
0<n<N 0<n<N

~+00

J— +00
NB : Ce résultat est sans réciproquE:F ne se prolonge pas continimenbg3 bien queZ#
n

n=1 =1
converge.
21T
2) Pour toutnettout 0 < <1 =1 i9).einf,dé.
) Po 8= 5o f(re’).ene.d@
Il est Iégitime de faire tendirevers 1 dans cette formule par convergence dominée.

Eneffet, frede™ - #e®.e™ quand r. 1-0 et | f(r.d%.e° | <M.

Mais il s’agit en réalité d’'une banale convergeangorme, carf est uniformément continue s .
Par conséquent, pour taut a, = %Tjozn fle9).ene.dg.

On retrouve le résultat de 1) via Parseval applajlgéfonctiorf — f(eie) .

3) Sif est nulle sur le cercle unité, tous &gssont nuls ef est nulle.

Exercice 3: Soit Za.z" une série entiére de rayon R > 0, et de sofize

n=0

Pour O<r <R, on pose 1} = %TJ-OZH‘ f(reif’).z.dﬁ.

1) Montrer que Or O [0, R[ I(r) = Z‘aq}z.rm.
n=0
2) Montrer que | est de classé €t croissante sur [0, R[.
3) Montrer quep: ull]-o, In R[ - In(I(exp(u))0 R est croissante et convexe.

Solution : [ Oral Centrale 2004, RMS n° 88 ]
1) La formule découle de Parseval.
2) I(r) est somme d’une série entiére de raydh L'assertion est facile.
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3) @ est croissante comme composée ; sa convexitéldéde Cauchy-Schwarz.

6. Equations différentielles et fonctionnelles

Exercice 1: Résoudre les équations différentielles yy = sinx et y” —y =| sinx|.

Solution : 0) Ce sont deux équations linéaires du secone @rdoefficients constants.
L'équation homogéne a pour solutions g.expx + b.exp(x) = c.chx + d.shx.
Reste a trouver une solution particuliere de chades équations.

1) Solution patrticuliere dg/” —y = sin X =%( eix —e_ix).

L’équation y” —y =e* admet une solution de la forme yxze'x > on trouven = —% :

Par conjugaison et linéarité (superposition) W = sinx a une solution de la forme y—-—lz sinx.

2) Solution particuliére dg” —y = | sinx |.
La méthode de variation des constantes est icéf@gante.
Développons | sir | en série de Fourier. Il y a ici convergence radem
+00
|sih=2 - 4 cosg_nx) .
mor dn-1

n=1

+00
Cherchons y sous forme d’une série trigonométriquﬂe% + Zan.cosenx) dérivable a volonté.
n=1

Alors y” = —;4n2a1.cosenx) et I'identification terme a terme don% = _721’ an = —74; 16n+—1
Cette méthode purement inductive conduit a coneidarsérie trigonométrique :
L COS@NX)
< 16nm-1 -
Cette série est normalement convergente, ainssgsaleux premiéres séries dérivées. Par conseé-
quent, y est de classe2 €t les calculs précédents sont validés : y egtisalde y” —y = | sirx|.

Conclusion: L’équation y” —y = sinx a pour solutions y = %sinx +a.chx + b.shx.

L'équation y” —y = | sirx | a pour solutions y= 2 4 &Q‘lnx) +a.chx + b.shx.
= 1lon*-1

Exercice 2: Résoudre les équations différentielles y” = ginx et y” +y = sinx|.

Solution : [ Oral Centrale 2006, RMS n° 744 ]
Méme méthode que dans I'exercice précédent.

Conclusion: L’équation y” + y = sinx a pour solutions y = %x.cosx +a.cosx + b.sinx.
s . . . cos@nx) .
+y= + +
L'équation y” +y = | sinx | a pour solutions Z @n=1) a.cosx + b.sinx.
Exercice 3: Résoudre les équations différentielles :
y'+y = max(sint,0) et (ilf) +5y"+4y = |sin(2t)|.

Solution :
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1) Résolution de y” +y = max(sint, 0).
L'équation homogéne a pour solutions z(t) = A.cest.sin t.
i 1 4 Lgint- 2 Shcosent
Ona max(sint,0) =-+5sint ]TnZ:; ol
Il suffit d’additionner des solutions particulierds
’ _ 1 " _ cosgnt)
Y +y l, y'+y =gsint et y'+y = ZZ ol
cosgent)

Dans le dernier cas, on cherche Y(tZ—an cosgnt), et on trouve Y(t) =2 z @1

Conclusion I'équation différentielle y” + y = max(sin tQ) a pour solutions :

y(®) =‘;LT LlltCOSt +2 Z‘EZ?E%? +Acost+Bsint.

2) Résolution dey'™ + 5.y + 4y = |sin(2t) | .

L'équation homogéne a pour solutions z(t) = A.cest.sin t + C.cos(2t) + D.sin(2t).

Ona |sin (2t)] -—2 4 ZC(Z?,ST) .

Cherchons une solution particuliére sous la forr(téir’Zan.cos@nt) , suffisamment dérivable.
n=0

lvient Y +5y" +4Y = 2(25aq4_80,12+4) ancos@nt) = 2 4 zcos@nt)

4n-1 -

En identifiant formellement, on trouve : Y:Gt)—l— z (le)C(gjﬁn_t)zmzl_l) :

La fonction ainsi obtenue est de clasé'eér satisfait bien les conditions précédentes.

Conclusion: L’équation différentielle S‘/l) +5.y" + 4y =|sin(2t) | a pour solutions :

1 1 Z cosé@nt)
2 T4 (9 *1)(64n*-20n%+]1)

+ A.cos t + B.sin t + C.cos(2t) + D.sin(2t).

Exercice 4: Soient g continuer2-périodiqueR - C, (E) équation différentielle y’ —y = xgX.
1) Montrer que (E) admet une unique solutiomBer Etudier sa périodicité.
2) Calculer ses coefficients de Fourier a I'aligeceux de g.

Solution : [ Oral Centrale 1999 RMS n° 366, Ecrit Centr20®3, Oral Centrale 2004, RMS n° 96 ]

1) C’est une équation différentielle linéaire saala’ordre 1.

L'équation homogéne a pour solutions z(t) = a.ekp(x

On en déduit aussitét que (E) a au plus une solltionée.

La variation des constantes donne : y(x) = c(x)oe&xpou c'(X) = g(X).exptx).

Le mieux est d'écrire c(x)€j+wg(t).exp(—t).dt + cte.
Les solutions de (E) sont  xyE - eXJ.m of).etdt +ae.
X
La solution y(x) = - € rm o(f).et.dt est bornée, car g est bornée, et c’est la seule.
De plus  yX) = —J:m g(x+u).e“.du, et, sous cette forme, on voit queest arpériodique.
x () g
2) Si gk DZCn(g) €™, on trouve, par coefficients indéterminggxy = zm = €
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Mais on peut retrouver ce résultat a partir de :

yo(X) =— .[Om g(x+u).ev.du =- i .[ 2(k+l)”g(x+u)_e-u_du = i J'Oznq x+f).e -2 dt

k=0 ™ k=0

_ 27T _ 0 —
=re:}2” jo gx+y.etdt = 1_5_727” %T I—zng(x_u)'eu'du - 1_3_727” @™ M),

ou h est la fonction2périodique définie par R = expx sur }-2r, O].

Exercice 5: Soit g continue 2-périodiqueR — C, (E) équation différentielle y” — 2y’ +y = gJ.
1) Montrer que (E) admet une unigue solutiowriodique.
2) Calculer ses coefficients de Fourier a I'aligeceux de g.

Solution:

_ _ _ ¥ (-1)kcoskX)
Exercice 6: Montrer que $() = ;W

différentielle S”K) — a° S(x) = 1—’7; - XZZ. Calculer S¥).

est de classezﬂat vérifie sur 11, 1] I'équation

Solution : [ Oral Mines 1992 ]

Exercice 7: Soit Cg, I'espace des fonction°°C2n—périodiques d® dansC.

1) Soit T 'endomorphisme d€g;, qui af associd (n). Déterminer Ker T et Im T ; montrer qu'i
sont orthogonaux.

n
2) Soit f)o<ksn Une suite de complexes. Pour tolife Cs;,, on pose T = > a.f®.
k=0

Image et noyau de T ? Quand T est-elle bijective ?

Solution :

Exercice 8: caracteres de U

1) Construire une bijection naturelle @g(R, C) sur@U, C),ouU={z0OC;|z|=1}.
2) Montrer que les _caractéres groupe compadt, c’est-a-dire les morphismes continus

groupe multiplicatif d&J dansC*, sont les fonctionsg: 6 — e'ne, oun décritZ.

Solution :

1) A toute fonctionp 0 &(U, C) associons la fonctiohl] (R, C) définie parf(t) = ¢(eit).
Cette correspondance est linéaire injective, card' est une surjection de surU.

Elle est bijective, car sf 0 &R, C), eS=¢" = f(s) =f(t), doncf(t) ne dépend que o,
Il existe donap O (U, C) telle que [(0t) f(t) = ¢(e't). Reste & montrer ggeest continue.

Orsi0<t<2ete! = x +iy, alors t = 2,Arccota1¥;—1. La continuité en 1 est facile.

2) Soit$ un caractére dg. Posons comme en fj) = q)(eit), et développonken série de Fourier.
ity O > a(f.em.
nz

La relationf(s + t) =f(s)f(t) s’écrit, en passant aux séries de Fourier.en t
ins _

D a(h.emen= > a(f).fls).em , ie :Os OnOZ e = af).f(s).
niz niz

Commef est non nulle, I'un des(f) est non nul. Et alorss q1(f).ein3: cy(f) f(s). cqfd.
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Remargue on peut aussi utiliser la méthode de renforcerdiduler.

Exercice 9: Trouver les fonctions continuef: - C admettant pour périodes lwtouw O Q. |

Solution : La solution la plus classique consiste a notex @ = {a + bw; (a, b) 0 ZxZ } est un
sous-groupe additif dense ddRsOn en déduit aussitot gfiest constante.

Voici une solution par séries de Fourier, plus eade, mais tout de méme intéressante.

Soit (x) 0 a(D.e2m . Alors f(x+a) 0> 6(f).e8maezm

n=co

Les deux fonctions sont égales, donc ont mémedicieets de Fourier.
nOZ (1-exp(Pnw)).cy(f)=0.

Commew est irrationnel, exp{2nw) # 1 pour toun # 0, donc g(f) = 0.

On en déduit que seu)(f) est quelconque. Par Parsevast constante.

Exercice 10: Soit E leC-espace vectoriel des fonctions C-périodiques.

Pourf 0 E etx O R, on pose T(x) = f(x + ~2) - f(x).
Déterminer le noyau de T, puis I'image de T.

Solution : [ Oral ENS 2009, RMS n° 71, juin 2010, p. 71]
T est un endomorphisme de E dont le noyau est fatesfonctions constantes (voir exercice

précédent) et dont image est formé des fonct@nd -périodiques de moyenne nulle.
Cf mes notes et la RMS juin 2010.

Exercice 11: Trouver les fonctionsC™ 2repériodiques telles quedk) f(2x) = 2.sink).f'(X) .

Solution : [ Oral Mines 1994, RMS n° 179 ]

+00
Ecrivonsf(x) = 201(1).6'”‘, avec convergence normale ainsi que toutes |@géaét

n=—o0

L'identité f(2x) = 2.sing).F(x) s'écrit : | i&(f).eizf‘x = (¥ e ™) icn(f).inemx .

On peut identifier les coefficients puisque ce desatcoefficients de Fourier des deux membres.
lvient: (n—1).G-1(f) = (n+1).G+1(f) = Gyof) sinestpair, O gnestimpair.
En écrivant cette condition ponr=0, 1,-1, 2,-2, etc. il vient :
c1(f) + a(f) + o(f) = 0, tous les autres coefficients étant nuls.
+1
Ainsi, f(x) = ZG.G‘”X ,avec c1 + ¢ + = 0. Autrement ditf(x) =a.( 1 — cos x ) #b.sin x.

n=-1

Exercice 12: Trouver les fonctionsde classe t 2repériodiques, a valeurs réelles telles que :
OX) 2f(x+1) =f(x) + f(2x) .

Solution : [ Oral Mines 1996, RMS n° 262 ]

+00
Ecrivonsf(x) = ZG(f).é“X, avec convergence normale.

n=—o0

Donc fix+ 1) = 3 a(h.enem , (2= 3 6(f.e2.

Nn=—oco0 n=-—o0

En identifiant les développements en série de Equitivient

a7



24.e" = (f) sinimpair, 2¢fH.e" = ¢(f) + GyAf) i npair.
On en déduit, d'abord queg(f) = 0 si n est impair, puis queff) = 0 si n est pair > 0.
Ce dernier point se montre par récurrenceksurab(n) = 1.
En résuméf est constante !

5. Convolution, fonctions propres

Exercice 1: convolution.
Sif etg sont réglées2périodiqueR - C, on appelleonvoléedef etg la fonction définie par :

HKOR) (090 = 5 Jom fx- .90t
1) Montrer que la somme partielle d’ordréele la série de Fourier dest la convolée deavec le

noyau deDirichlet d’ordren : Dy(t) k;ne sin(t/2)

2) Soit 0 <h <, dy, la fonction 2epériodique définie paryx) = 7—hT sikl <h,O0sih< i<t

Montrer que, pour tout: (f Ody)(X) = _Zlﬁ X_+hh f(u).du.

3) Calculerf , O ,ou estlonde carrée. Propriétés ?

4) Calculerc(f Llg) a I'aide decy(f) etcn(q), puisan(f L1g) etby(f LIg) a I'aide dean(f), bn(f), an(g)
etbn(g).

Solution : 1) et 2) sont faciles.
) (fO )X = —Zlﬁ(jx f(u).du —J.XW f(u).du) est continue, dérivable & droite et & gaucheen t
X=1 X

point. De plus, si est de classeka 0 est&™ gt fO Y(x = _Zlﬁ[ 2f(x) —f(x+m ] .

0 est continue, paire@ériodique, égale gxﬂ;ﬂ sur [0, 2.

2) (t9)9 0 3 a(f).c(g) €

n=—o

= Jaol.ale) + % SJan0) a(0)-ti) B(@LcOSEN) + [an br(e) + br()-an(@) sin(r)

Exercice 2: Soientf etg deux fonctions régléeswhériodiqueR - C, h leur convolée.
1) Montrer quén est continue dées que l'une des fonctions est coatin
2) Montrer quén est toujours continue, et est somme de sa séf@ulger.

Solution :

1) peut se démontrer, soit en utilisant le théordmeonvergence dominée, soit élémentairement, en
notant qu’une fonction continue périodique estamifément continue.

2) Procéder par étapes, en supposant @sé sur [0, #], fonction caractéristique de segment, puis
fonction en escaliers, et enfin limite uniformetdies fonctions.

Si f(x) 0 a(f.e™ et gix) 0D e(@).e™ , alors  0g)(x) O a(f).ca(g).€™.

Or cette série est normalement convergerde, les suites {(f)) et (G(g)) étant de carré sommable,

la suite (g(f).cn(g)) est sommable.
La somme k de cette série est normalement convierggra mémes coefficients de Fourier que h.
Comme h est continue, h = k par Parseval.
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Ainsi donc les convolées ont des propriétés pdidias.

Exercice 3: On note?, = Vectey, -n<ks<n).
1) Montrer quéeP, est une algebre pour la convolution, unifere d&},, noyau de Dirichlet, ef
. , < - . <1 N 2n+1

diagonale c’est-a-dire isomorphe a l'algeb@e .

2) Montrer gu’il existe un élémeat, [0 9, tel que PO 9,) A, 0P = P’. Exprimed\, a I'aide de

Dy, . Application: Soitf O @ ; résoudre dan® I'’équation différentielle y"- oozy =f.

Solution :

1) SiPE) = Y a.e et Q) = Y h.e, alors (FIQ)KX) = D ah.ev.

—ngksn -reksn -reksn
L’application ® : (@, ..., ag, ..., an) O szl o Zak.eikx O @, est donc, non seulement un

-reksn

isomorphisme d’espace vectoriel, mais un isomorpligl’algébre L’élément neutre deép, est

'image par® de I'élément neutre (1, ..., 1) dlazml; c'estdonc Q= Zekx noyau de Dirichlet.

-ncksn
Les inversibles de cette algébre sont Igak.eikx ,ou Ok ax # 0.
-reksn
2) SiPg) = > &, P'(x) = Y ika.e =7, 0P, ouAn= Y ik.e* =Dy .
—nsk<n —nek<n —reksn
L'équation différentielle y"- oozy =f s'écrit (AnOAL— wz Dy) Oy =f, pourn assez grand.
Or A,OAR- W D = - Z(k2+a)?)e'kx est un inversible déy ...

—neksn

Exercice 4: 1) Montrer queto(R, C) admet des diviseurs de zdrag # 0 tels qud Og = 0.
2) Résoudrd [Of =f dans®(R, C).
3) On notef [ =f0... Of (kfois). Soit P(X) =ag +a;.X + ... +an.Xn un polyndme complexe.

Résoudre 'équation BE D a.f M=o, oif DR, C).
k=1

Solution :
1) Il suffit de prendre deux polynémes trigononigs a supports disjoints.
2)OnalnOdZz cn(f)2 = y(f), donc ¢(f) O {0, 1}. Comme (g(f)) est de carré sommable, seul un
nombre fini de g(f) peuvent étre égaux a 1.
Finalementf Of =f ssi f est de la form&Xx) = Zé“x , OU A est une partie finie d&
A

3) Plus généralement, onl@n 0 Z c,(P(f)) = P(¢(f)) = 0.
» Siag # 0, aucune racine de P n’'est nulle, gtfi¢ ne peut étre de carré sommable : pas de solution
e Siag =0, soit Z(P) = {0qa74, ... ,0;} I'ensemble des racines de P.
Comme (g(f)) est de carré sommable, seul un nombre fini (@ peuvent étre égaux aax.
Enrésumé RB(=0 ssif(x) = Z)ln.e‘"x , 0U A est une partie finie deetA, O {ayq, ... ,a,}

A

Exercice 5: On munit@x(R, C) de la norme f|l; = %T Jom 1(0) |-t

1) Montrer que fllL<|Iflb<|if [k ; cOnséquences ?
2) Montrer que flOg |k < |If k19 [k < |If lko-]|g |bo ; CONSEQUENnces ?
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3) Montrer que f|Og |k < ||f |k-]|g |k ; conséquences ?
4) Montrer que flOg |k < ||f |b-]lg |p; conséquences ?

Solution : 1) Par Cauchy-Schwarzf | = %TJ(Z") 1) [.dt= (F | D)< Ifle. 1| 2k =1If lb-

Et |[f|pb= %T j(m|f|2 < || f k. Du coup, la convergence uniforme implique la @gence en

moyenne quadratique, qui implique la convergenceeyenne.
Les réciproques sont fausses.

2) Pour tou, (1 119)091< 5=l zn 110~ 1BOLdt= 119 b 5=l 110~ 1= I Il I

On conclut aussitét. Du coup, &)(tend verd en moyenne, et (tend uniformément vers g, alors
la suite {, Ogp) tend uniformément ver§ g .

3) Procéder par intégrales doubles... Du coudnsténd verd et si (g) tend vers g en moyenne,
alors la suiteff, [1g,) tend en moyenne verfs(lg .

4) Pour tou, (fg)(x) = %TI(ZH) f(x —t).g(t).dt = (fx |g), oUfy : t — f(x-1).

Par Cauchy-Schwarz, f|(0g )(X)| < |lfx b-llg [ = lIf k-1l [b-
On conclut aussit6t. Du coup, §i)(tend verd et si (g,) tend vers g en moyenne quadratique, alors

la suite {, Ogp) tend uniformément ver§ g .

Exercice 6: Constantes de Lebesgue

1) Pour touh = 1, calculer R(x) = ZG"X =1+ ZZCOS((X) on convient que §ix) =

k=-n

2) On note |k = _Zlﬁ J.j:‘Dn(X)}.dX .
S|n(n+2)>#

dx. En déduire | — +oo.

sm(n 2)% dx + L ﬂsm n+l)>#(_l___’l.) dx , déduire : = 4 Inn+O(1)
SII’F

3) Soienf réglée 2rpériodiqueR - C, Sy(f) la somme partielle d’ordne de sa série de Fouridr.
Montrer queIx O R  S(f)(x) = O(Inn).

. _ N Sin(@n+t/2) L
Solution : 1) Dy(t) = kzZ:ne‘ = st S t£ 2k, n+1 si t=2&m
1 sm(n+2)># sm(n+2)># 2 (osvarsinu
2) @) Ln = & [ Pajex = - [T i x> 2 21 2 ["E Ly~ e

car on sait bien quém n'est pas intégrable.

b) Tout d’abord,l js,n(m )4( 1 1) dx = O(1)

car de la formel Hsm(m )>+h(x) dx, ou h est une fonction de classesQr [0,mg.
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S|n(n+ )4
Reste & montrer queZJ' ‘ 2

dx U % Inn : découpe a la Chasles et encadrement.
3) Rappelons (ex. 1) quen®(X) = _Zlﬁ J.:T f(x—t).Dn(t).dt .
Donc | $(X) |< —217—T||f ||men(x)\.dx =2 Ly ||f [k = O(Inn), en vertu de la question 2.b).

Remargue Arnaudiés-Fraysse (ex. 22, p. 144) affirment m&ue ${(f)(X) = o(Inn).

Exercice 7: opérateurs de translatioh
Soitaréel. A toutef 0 Cor(R, C) on associera f: X - f(x—a) .

1) Montrer quag est un endomorphisme continu pour chacune deseasofim , ||f [k, I[If |-
Quelles sont ses normes subordonnées ?

2) Soitf O Cr(R, C) fixée. Montrer quea — T, f est continue d& dansC (R, C) pour chacune
des trois normes.

3) Exprimer la série de Fourier tdgf a I'aide de celle dé
4) Soitf 0 (R, C), H = Vect (15 ;alR).
Montrer que si I'un des coefficients de Fourigfficest nul, H n’est pas dense da@g(R, C), ||.|b)-

Etudier les convergences simple et uniforme deita 6= ZT 2| ).
k 0 n

Montrer que siCin 0 Z ¢y(f) # 0, H est dense dang{(R, C), || - l).

Solution : [ Oral Centrale 2000, RMS n° 356 ]
1) Il est clair quag est un endomorphisme continu de norme triple X pbacune des trois normes.

2) L’applicationa - 14 f est continue d® dans E(R, C), || . ). Cela découle de I'uniforme
continuité dd. Les deux autres continuités en découlent.

3) Si f(x) O ;cq(f).e'nx , Taf)®) =f(x-a) O ;G(ﬂ_eina_enx .

4) a) Si ¢(f) = 0, alors g(t4 f) = 0 pour touts, donc H est inclus dans I'hyperplan { gz(@ =0},
hyperplan qui est fermé. H ne saurait étre dense.

n-l n-1 k 1 2 .
b) gy(X) = %k;r_%r f(x) = %k; f(X+ZT7T) R TTL f(t).dt = co(f) par sommes de Riemann.
Donc la suite (g) converge simplement verg(f).ep.
L'uniforme continuité dé permet de montrer que la convergence est uniforme.
¢) Supposongin 0 Z cy(f) # 0. Alors ¢ O H.
Soitp O Z. Appliquant ce qui précede a g =, ona g(g) = qf) et

La suite (= ZT 2,20 ) converge uniformément verg(f).ep.
k 0 n

Du coup, g étant bornee(—Zep T 2k,Tg) converge uniformément verg(f).e,.
k 0

Or il est facile de voir quéﬁZa). T 5,9 esteéelément de H.
k=0 n

Par suite, tous les mondmessent éléments det .
Leurs combinaisons linéaires également, et par itegess trigonométrique;l = Co(R, C).

3 Jeune homme, ressentez-vous 'effet de cette atiorsi?
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Exercice 8: Soit E =Cor(R, C). Sif 0 E, on pose T: x — %(f(%) +f(% +1)) .

a) Montrer que T est un endomorphisme de E.

b) Déterminer les coefficients de Fourier deii fonction de ceux de

c) Déterminer le noyau de T.

d) Soith 00 C avec}| = 1. Déterminer lek[ E tels que T =Af.

e) SoitA O C avec}| < 1. Déterminer le§[ E tels que T =A f. L'espace propre associe a&st-il
de dimension finie ?

Solution : [ Oral Centrale PC 2010, RMS n° 1007]

Exercice 9: Soity O R tel que% 0 Q. Montrer que, pour toutel] Cor(R, C) :

n-1

Lt v L fctkp) = %Tj'oznf(x).dx.

k=0

Solution : [ Oral X 1989, RMS n° 101 ]

On pense a des sommes de Riemann, mais ce neasodép sommes de Riemann. C’est plutét un
probleme d’équirépartition, de nature probabiliste. .

L'idée est simple : démontrer le résultat par &apkabord pourf(x) = ePx (p O 2), puis pourf
polyndéme trigonomeétrique, puis poucontinue par Weierstrass trigonométrique.

Exercice 10: 1) Montrer que ( 1,\/5, \/5) est un systeme libre d@-espace vectoridR.
2) Soienf etg 00 C(R, C) de période 1q et3 deux réels tels que (&, B) estQ-libre.

N
Montrer que  liny _ « ﬁ > fna)gnP) = ij ng
n=1

2) Soientn et réels tels que (In, B) estQ-libre. Montrer que {1 — [na], nB — [NB]), nO N}
est dense dari®xR.

Solution : [ Oral Mines MP 2010, RMS n° 509 ]. _
Méme idée que dans I'exercice précédémx). = 2™ gt a(x) = 2

Exercice 11: Soient iy = Co(R, C), E1 I'espace des[] Cl(R, C) 2repériodiques.

Si f 0 Ey, soit o(f) :x - [ w.dt.

1) Montrer qued O £(E1, Ep).
2) Sif O Eq, exprimer les coefficients de Fourig®(f)) en fonction de gf) et deay, = jon”SJTm.dt.

3) Montrer quelK >0 Of O E; ||P(f) |p< K ||f |p- Que peut-on en déduire pobr?
4) @ est-elle injective ? surjective ?

Solution : [ Oral Centrale PC 2010, RMS n° 1004 ]

+7T

0) Heuristiguement, aprés pliage ®(f)(x) = .[ @.dt , de sorte que

o(f) =f O, oug(t) = ZT” sur }1t, 1f — {0}. Tout revient a calculer les coefficients deufier deg.

Et I'on trouve, conformément aux propriétés géresrales convolées :
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(f)(x) O ;&(f).&(@.e'”x = ;Cn(f).(Zi j;”siTﬂt.dt)e'nx = ;&(f).(Zi.Si(m?)).e"X.

Cette approche fournit le résultat juste, maistndes satisfaisantear@ n’est pas réglée, ni méme
intégrable, sur tout segment. La convdléap est définie parce qud] E;, ce qui reste a montrer.

1) Un peu de rigueur, b...!
f(x+t)— f(x-t)
t

Pourt (0]0, 19, écrivons : = %IX: f(u).du = fll f(x+st).ds, de sorte que :

o) = [ w.dt =["(" tocrsy.d9.dt = | [,y FOCHSD dsC.

,78X[-1,1
Le théoréme de continuité des intégrales doublearamétres sur les pavés montre df est
définie et continue. Elle est de plug-Rériodique. Enfin® est linéaire.
Autre approche, plus terre a terre
fix+)—f(x-t) _ f(x+)—f(x) + f(X)— f(x-t)
t t t

Fixonsx ; - 2f(x) quand t— O+.

De sorte que I'intégralt{ w.dt est faussement impropre en 0.

En vertu du théoréme des accroissements fi ; X,+t); f(x~1) <2 1If leo -

Le théoreme de continuité des intégrales improprearametres s’applique (nous sommes sur un
intervalle borné), et montre quf) est continue.

2) Série de Fourier ded(f).

cn(®(f)) = %T (zn)erinx ( J' J;Qn]X[—l,l] f(x+sf).dsdt ).dx
:_217? I j I_W[o,,ﬂx[_lylleﬂnx f(x+sf).dxdsdt
A f[ (] e P sh.ax). ds.o

:—l— inst —in(x+s) £
27T J.J;Qn]x[—]_’]_]e ( (272)e f (X + St).dX ).dS.dt

Or le changement de variable+ st=u donne :

eV f(x+ stk = | e f(u).du = 2tcy(f) = 2min cy(f).
@n (x+s9 I(Zn) (u)-du () = 2rin el

Par conséquent,,@P(f)) = in cn(f) ”}o;@x[—n]em ds.dt . Sh=0, ¢(P(f)) =0; sinon:

nf[  emdsdt=[' ([Cinersdg.dt = [ ([“inerstdg dt = jo”m.dt =2 ["sint gy

Conclusion:  ®(H(x) 0> i(f).(2i J:”SiT”t.dt)e“X = o). (21.Si(nm).em.
niz niz

3) Montrons quelK >0 OfOE; ||[@(f) [p<K|[f]p.
Par Parseval : qi(f) [o°= 4 [a@R.Sinm2 <4 M* Y [a(f = 4 M |1fb”.

Donc |[®(f) |b <2 M||f]p, ou M =sup| Sihm) |.

Rappelons que la fonction $j(@ une limite en e, qui vaut d’ailleurgv2 ; elle est donc bornée.
On en déduit que est continue pour la convergence en moyenne dligaza

4) @ n'est ni injective, ni surjective

® n’est pas injective, cdr= 1 a pour image 0. Elle n’est pas surjective ddy vérifie g(P(f)) = 0.
On pourrait chercher ses éléments propres...
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. +t)— f(x— . Si _
Remarque finale On a, pour tout et tout t01 ]0, 14 w = ZCn(f).ZI .%(m).enx
niz
avec convergence normale &nSi I'on intéegre terme a terme en t cette égalié, retrouve
formellement le résultat de 2), mais je ne voisgaament rendre cette idée juste.

Exercice 12: un opérateur intégral
Soitf une fonction régléer2périodique d&k dansC.

_ [ _ _ [ _ af)
On note () = jo f(t).dt — co(f).x = jo f(0).dt - 257 x

1) Montrer que F est continua-périodique et que Pf:— F est linéaire.
2) Exprimer a l'aide de celle dda série de Fourier exponentielle et trigonométeige F.

3) On note T la fonctiont2périodique définie par T(t) -JTz;t sur ]0, 2.

Développer T en série de Fourier. Comparerfrar.

4) A quelle conditiox — IOX f(t).dt est-elle Zrpériodique ? Conséquence et remarques ?

Solution :
1) La fonction F(x) = J.Ox f(t).dt — co(f).x = J.Ox[f(t)—co(f)].dt est continue, dérivable a gauche et a

droite en tout point, etr2périodique.
L’application P f - F est Iinéaire etjoue le réle d’'une primitivaitio

2) Formellement, & O ZCK(f) zq‘(f) ZC‘((D e

kz0 k#0

%b}(‘f) + Z[ () S2S0X) cos(nx) +an(f). sm(nx)]

n=1
Le calcul desigF) (k # 0) se fait par intégration par parties généralisée

De méme, on trouve :off) = J. (rr-t) f(t).dt = ZC‘((D i@

3) Nous avons déja développé T en série de Faufigx) [ 22 K Zsm(nx)

n1 n

Dune part:  (* T)(X) = —j (7=0).f(x-).dt = ... = TXe(f) + %T.[:_Znu.f(u).du.

D'autre part: T )(x) O ZCZKI(P ghx = % 2[_0(0.005[](1@ +ag(f). sinr(]nx) ]

C’est une fonction continue, etfsést é elle est éﬂ, et (f» T)(X) = —%.co(f) +%.f(x).

De plus, par convergence normale :

f* T)X = Z%l(l? gl = 1 Z[ () SOS0%) cos(nx) +a(. sm(nx)]

En conclusion: B =2[ (f*» T)(X) - (f~ T)(0)] .
Ainsi I'on voit que I'opérateur P est un opératdarconvolution.

x+h
Exercice 13: Soith > 0. A toutef 0 E =C(R, C) on associe la fonctioi(x) = 2_1h J. ) f(t).dt.
.

Montrer que T f - f,, est un endomorphisme de E. Valeurs propres ?
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Solution : [ Oral Centrale 2006, RMS n° 741 ]
1)Ona: f(x) = 2—1h "H(t).dt = L f(x+t) dt,
donc T€) est élément de E (et méme de class)eél T est linéaire.

Remargue T est un opérateur de lissage ou de régulasisati
Sif est réglée, T est continue, diest é( T(f) est é(ﬂ

Au demeurant, siO k<11, T(f) = f* dy, avec les notations de I'ex. 1.

2) Pour toun 01 Z, c,(T(f)) = S'?‘(Eh) cn(f) , avec la conventionofT(f) = q(f).
Donc f(x) O 201(1‘) e implique Tf O ZCn(f) Sm(nh)e'”x

Comme Tf) est é il y a convergence normale.

3) On en déduit aisément que les valeurs proprdssbat 1 et Iesgr;]@ O N*.
Exercice 14: Soit E =@(R, C), muni de ||f || —ﬁL2m|f|.

A toutef J E on associe TY:x — jo+w€t.f(x+t).dt.
1) Montrer que T est un endomorphisme contin&.de
2) T est-il inversible ?
3) Valeurs propres et vecteurs propresde T ?

Solution : [ Oral Mines 2006, RMS n° 497 ]

1) Pour tout réet, la fonction continue t- f(x + t).expt) est intégrable, cdrest bornée.
Notons F = Ti). F est 2rpériodique et continue par convergence dominée. &4t linéaire.

Notons que (= exj.mer“.f(u).du 1)

Cette formule montre que F est de classet@st solution de I'équation différentielle :

KEFKX) +f() =0 ().

F est I'unique solution périodique (et méme borrdeyette équation différentielle.

De plus FX) = i J';(:l)”eﬂ.f(x+t).dt = i J'Ozn€2n”-5.f(x+s).ds = j e=f(x+s).ds.
n=0 n=0

1 e—Zﬂ

_2mr 1 (° _ __ 2T
2 5 j_zﬂev.f(x v).dv = 27

ou h est la fonction12périodique définie par R) = expé<) sur }2m, 0].
I Tkl [k -

3,

Ainsi T est un opérateur de convolution et f) T <

_e—2ﬂ
2) T est injectif, mais n’est pas surjectif

Il est injectif, car F = 0 impliqué= 0 en vertu de (2). Il n'est pas surjectif, cadt de classe’c
3) Les éléments propres dgp@uvent étre trouvés par deux moyens.

Soit (\, f) un couple d’éléments propres.

Alors A £ 0, et A.(F(X) —f(x) ) +f(x) = 0 . D'ou f(X) = c.exp/‘ﬁlx).

Maisf est Zepériodique, et cela imposk = 11|n nlZ.
inx

Ainsi, les éléments propres sont les\ ,f) = (1 . ,Ce "),n0OZ.

Autre solution: comme T est un opérateur de convolution, déyslph en série de Fourier, etc.
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Exercice 15: Soit E =Cor(R, R). Pourf 0 E, et toutr (1 ]0, 1[, on définitd(f) par :
-1 1-r2
KOR) N0 = 5= lon 15 e 00t

Montrer qued est un endomorphisme de E. Valeurs et vecteumgs®

Solution : Notons R(x) = Wg@”z = Zr‘”‘.einx.
nlz

& :f - P, Uf estlinéaire, et continue card®||f) |k <|| R |k If Ik = lIf |k -
De surcroit®@(1) =1, donc [P ||| =1

Valeurs et vecteurs propres
Soit (A, f) un couple d’éléments propres@e f# 0 et <D(f) Af.

Alors pour toutn 0 Z, c,(®(f)) = ¢, (P, Uf) = c(Py).cy(f) = r cn(f) =A.cy(f) -

SiADO{ rInI n0Z}={ (":nON }, tous les g(f) sont nuls, dontest nulle : impossible.
DoncA O{ " nON }. SiA =1, on trouve gf) = 0 poum # 0, doncf est constante.
SiA=r", nON~ ck(f) = 0 pour kz = n, doncf(x) = 'nx +b.e X = c.cosfx) + d.sinfx).

Conclusion: Les valeurs propres de sont lesh =", nON.

SiA = 1, Kerf — 1) est la droite formée des constantes.
inx |nx

Sian=r",nON*, Ker(® - A.l) = Vect(e ™, ) = Vect(cos(ix), sinfix)).

Exercice 16: Soit E =Cor(R, C). Pourf [ E, on définitd(f) par :
1 :
KOR) @09 = - [om sini— 1.0t

Montrer qued est un endomorphisme de E. Valeurs et vecteupggs @

Solution :

On peut donner une solution directe de cet exercaed(f) est combinaison linéaire de sin et cos,
et® est un endomorphisme de rang 2 de E...

Mais on peut aussi passer par séries de Fourier.

PH(X) = (sian)(x):—%(cl(f).eix—al(f).e' ).

Ker @ est le sous-espace de codimension 2 de E définggdf = c_1(f) =0

Il'y a deux valeurs propres non nulles 2—1| Les espaces propres associés sont des droites.
+iX

1l _ 5=
b(f) =+ - f=Ag

Exercice 17: Soit E =C,(R, R). Pourf 0 E, on définitd(f) par :
- D
KOR) @09 = 5 [on | sinXSt [0.dt

Montrer qued est un endomorphisme de E. Valeurs et vecteufggs @

Solution : [ Oraux Mines 2002 RMS n° 255, Mines 2005 RMS185, Centrale 2009 RMS, n°® 792 ]
1) On ad(f) = SOf , ou SK) = | sin 2 | . Développons S en série de Fourier.

+00 e’nx
Il vient Sk) = 721 Cgr?f—];_() = n;ol—‘mz . Il'y a convergence normale.
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2) PourtounOdZ, c(P(f) = &(S).¢(f) = 2 _1 cn().

7T 1-4n?
Soit alors }, f) un couple d’éléments propres@e [On0Z A.cy(f) = 7%1——]4}12 cn().
, -2 1
Commef est non nulle, I'un desff) est non nul, dona o
, . . _ 2 1 _
Réciproquement, i 1’ (f) =0 pourk # £ n.
En vertu de la caractérisation des polyndmes tagetriques donnée au § 2:

Conclusion: Sp® = { A= 2 nON} .

1 .
T 1-4n?
Ker(® - Ag.l) =Vect(l) et Kerp - Anl) = Vect(coshx), sin(ix)) .

Remarque On peut résoudre cet exercice sans passeraéiies de Fourier, en calcula(f) sur
[0, 2] par découpe a la Chasles.

Exercice 18: SoitA réel,a complexe,d| < 1. Trouver les fonctiorfscontinues &périodiques d&
T f(X_t) +00 enx
: + Y —.
1-ae' dt n?

n=1

dansC telles que Mx) f(x) =A joz

Solution : [ Oral Mines 2004, Planche 134 ]

Exercice 19: Soient E C(R, R), g E fixée. Pouf O E, on posed(f) =f g.
1) Montrer queb est un endomorphisme de E, continu pauidlet ||f [k.
2) Cns pour que soit injectif, surjectif ?
3) Valeurs et vecteurs propres ?

Solution : [ Oral Centrale 2004, RMS n° 90 ]
1) est facile : voir exercices antérieurs.

2) ® n’est jamais surjectif, car nous avons vu danexarcice antérieur quél]lg est non seulement
continue, mais somme d’'une série trigopnométriquematement convergente. Or ce n’est pas
toujours le cas d’'un élément de E.

Je dis queb est injectif si et seulement si, pour todfl Z, ¢,(g) # O.

En effet, () =0 = OnOZ cy(g).cy(f) =0

Notonsalors A=Hn0Z;c(Q)z20}; d()=0 = OnOA c(f)=0
Du coup,® est injectif ssi A =Z.

3) généralise des exercices antérieurs.

Exercice 20: Soit E 'ensemble des fonctions continuesp&riodiques paires de dansR.
Sif etg sont éléments de E, on pose h(x) = M + Zan(f).an(g).cos(f\x) .
n=1

1) Définition, continuité da?  2)h est-elle la somme de sa série de Fourier ?

3) Montrer que f} [bo< 2 [[f [k (19 |k -

4) Pourf fixée, soit T f - h. SoitA une valeur prorpe non nulle de T. Montrer quedamble deg
n tels quean(f) = A, respby(f) = A, est un ensemble fini. Qu'en déduire sur I'esgaoepe associé p

Solution : [ Oral Mines 1996, RMS n° 261, Oral Mines 19BRS n° 242. ]
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1) et 2) En vertu de Parseval, les suitagf)) et @n(g)) sont de carré sommable, donc la série

+00 oo

Zan(f).an(g) est absolument convergente. Par conséquent, mzemh(f).an(g).coshx) converge
n=1 n=1

normalement, eh est élément de E. De plus, la série trigonomé&rigéfinissanh est la série de
Fourier deh.

3) Utiliser Cauchy-Schwarz et Parseval.

9 1< | 20X |+ Fan.a) <.

Remarque on peut démontrer que = 2 (f Og ). Pour cela, il suffit de montrer qu’elles ontmes
coefficients de Fourier exponentiels, ce qui repmgela parité des fonctions. Et cela fournit une
autre preuve de 3).

4) Comme la suiteag(f)) tend vers 0, les ensembles cherchés sont finis,

Exercice 21: Soient E #%(R, R), (an) une suite sommable a termes > 0. $0itE.

On pose fg(x) = f(X) , fo(X) = ijmﬂ f,a(t).dt. Montrer que la suitef{) converge uniformémerjt
X

vers une fonctiop. Classe dé ? Exprimer ses coefficients de Fourier a 'aidedex def.

Solution : [ Oral Centrale 1995, RMS n° 368 ]
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