Exercices corrigés
sur les séries de Fourier

1 Enoncés

Exercice 1 Calculer la série de Fourier trigonométrique de la fonction 2m-périodique f: R — R felle
que f(z) =m — |z| sur |—m, 7. La série converge-t-elle vers f?

Exercice 2 Calculer la série de Fourier, sous forme trigonométrique, de la fonction 27-périodique
f: R — R telle que f(z) = 22 sur [0, 27]. La série converge-t-elle vers f?

Exercice 3 Soit f: R — R la fonction 2m-périodique, impaire, telle que

Fla) = { 1 '-,1 T €]0,7[

0 six=m.

(1) Calculer les coefficients de Fourier trigonométriques de f.
(2) étudier la convergence (simple, uniforme) de la série de Fourier de f.
(3) En déduire les valeurs des sommes
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Exercice 4 Soit f: R — R la fonction 2m-périodique telle que f(x) = e* pour tout = € |—7, 7.
(1) Calculer les coefficients de Fourier exponentiels de la fonction f.
(2) étudier la convergence (simple, uniforme) de la série de Fourier de f.

(3) En déduire les valeurs des sommes

nZ4+1 n? 4+ 1
n=1 n=1
Exercice 5 Soit f: R — R la fonction 2m-périodique définie par

f(z) = (z—7)2, =zel0,2n].

(1) Calculer les coefficients de Fourier trigonométriques de f.
(2) Etudier la convergence de la série de Fourier de f.

(3) En déduire les sommes des séries




Exercice 6 Soit f: R — R une fonction 27-périodique contintiment différentiable, et soit e un réel
non nul. On consideére 'équation différentielle

2'(t) + ax(t) = f(t).

Trouver une solution 2m-périodique de cette équation en écrivant =(t) et f(t) sous la forme de séries
de Fourier trigonométrique. Appliquer ce résultat au cas on @ = 1 et

(t - %)2 site 0],
f(t): 2 2
—(t—z?ﬂ) +% sit € [m,2m|.

Exercice 7 (Théoréme de Féjer) On note ¢ (R/27Z) ensemble des fonctions continues de R dans
C et 2m-périodiques. On définit le produit de convolution de deux fonctions fi1, fo € €(R/27Z) par

Lo
(i@ f)@) =5 | filz—yh)d

Pour tout k£ € IN*, soit ¢;: R — C la fonction définie par
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(1) Montrer que
11 —coskx
—ﬂ six & 2nZ,
er(z)=¢ k 1—cosx
k six € 2.

(2) Montrer que @ satisfait les propriétés suivantes :
(a) pour tout k, [T pr(z)dr=1;
(b) pour tout ]0 "T[, (27)~ flxlek i ¢r(z)dz — 0 lorsque k — oo.
En déduire que, si f € €(R/27Z), alors f & @ converge vers [ uniformément sur R.

(3) Calculer f & @r. Conclure.



2 Solutions

Solution de ’exercice 1 1l est facile de voir que la fonction f est paire, de sorte que les coefficients b,
sont tous nuls; et que

2
9 3 T ) T D ¢ B R ) P
an(f) =— / f(t) cos(nt)dt = 2 / cos(nt) dt — — / teos(nt)dt = { 7n2 (1=(=1)") sin#0,
T Jo Jo T .Jo T sin=0.
On a done :

SE(f)(t) = = + Z 5 cos ((2k + 1)t).

Puisque la fonction f est continue sur R, le theoreme de Dirichlet montre que la série converge vers f
en tout point de R.

Solution de Pexercice 2 La fonction f n’est ni paire ni impaire. Calculons ses coefficients de Fourier
trigonomeétriques. D’une part,

1 2a 1 2 1 t3 2m 8?]'2
)= — t)dt = = t2dt=—|—| =—,
ao(f) f(t) "T./o W[3i|[} 3

et d’autre part, pour n > 1,
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La fonction f satisfait les hypotheses du théoréme de Dirichlet, et la série SF(f) converge en tout t
vers
ft+)+ f(t—) | [f(t) sit¢2nZ,
2 2n?  sit e 2nZ.

Solution de ’exercice 3

(1) La fonction f étant impaire, a, = 0 pour tout n € IN. Pour n > 1,

4
2 [= os(nt)]™ 21— (—1)" — §i m est impai
bu(f) = = [ sin(nt) dt — [_COS(R )} _ LU ) oy Smestimean
T Jo n o T n 0 si n est pair.

La série de Fourier trigonométrique de f est donc donnée par

SE(N)(t) =) ﬁ sin ((2k + 1)t).
k=0

(2) La fonction f satisfait les hypotheses du théoréme de Dirichlet, et la série SF(f) converge en
tout ¢ vers Fit0) + f(t-)
-+ -
e (U]

La convergence ne peut étre uniforme car la limite f n’est pas continue.
(3) Pour t=7/2,0na:

- ) (TN L i (-1)* m /m\ _ w
sin ((2k + 1)t) = sin (5 - M’r) = (—1)*, donc kz_om = Z_f (5) =i
Puisque [ est impaire, 'égalité de Parseval donne
[ S i 2 8 & 1 i 1 72
— 1) dt = = b = — ——— . donc — = —.
[ UOP =3 (= 5 Y e done Yo =
n=1 k=0 k=0
Ensuite, on a :
o0 oo 00 ; 2 00 o0 2 9
1 1 1 T 1 1 1 4T T
2a=l mriEtlmer =g Tl Y X m=35 =%
n=1 k=0 k=1 n=1 n=1
Enfin,
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e | n—1 1 1 2 1 n—1 2 1 2 2
> Y Y a5 -ivh
= = (2k)2 = (2k+1) 8 ~ n 8 46 12



Solution de ’exercice 4

(1) On a :
e (f) _ L / Pt(,—int dt
s vl
L [7 ca—in
= — —de
27 / ‘
1 ell— in) =
B
1 (:,(1 tn}?r_ _—[1 —in)w
T orm 1 —in
1 —e —m
= — (=€
2r ( ) 1—in )
_sh
oo 1 —in’
(2) On vérifie facilement que les hypothéses du théoréme de Dirichlet sont satisfaites. Il s’ensuit que

SE()(t) =colf) + Y _ (en()e™ + e_n(f)e™™)

n>1

converge vers f(t) si t € |—m, 7] et vers (f(7+) + f(?T—))/Q =chm si t = 7. Autrement dit,

shr Z pint _ et site]-mm|
1—in_ :

iy chnt sit=m.

La fonction somme n’étant pas continue, la convergence ne peut pas étre uniforme.

Pour £ = 0, on obtient :

s0it

oa o0
T 1 1 2(—1)"
== —-1)" =—1
shm +;( ) (1—17??.+1+-jn) +nZ=nl+

d’on 'on tire que

(s o

—1)" 1
> i =5 (g + )
1+mn 2 \shm

n=0

Pour t = m, on obtient :
shm 1
chm=— _
T 1 —in
ne
soit
T 1 = 2
thm 1 —in Zl+nz°
n=>0

d’ont on tire que

o0 4
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Solution de ’exercice 5 :

(1) On remarque que f est paire, de sorte que b,(f) = 0 pour tout n. Par ailleurs,

1 2w 5 1 T 5 1 ,U37'_ 271_2
)= — z—7)2de = dy=—|=| ="
a(f) =7 [ (@-md /v y W[g e 2

3 |

et, pour tout n > 1,

1 2w
an(f) = E/ (z — )% cos(nz) dz
0
1
= = y? cos(ny + nm) dy
o - 1) / y? cos(ny) dy
T J .
(_l)n 4 n
= r Rt
4
= —2.’

o1 l'on a effectué deux intégrations par parties. La série de Fourier de f s’écrit donc

SJF( ) 42 cosnr

(2) La fonction f est de classe €'(R). Le théoréme de Dirichlet permet donc de conclure que, pour
tout £ € R, SF(f)(z) = f(z).

(3) D’aprés la question précédente,

,ﬂ_Z m(—l)n
% = f(0) = —+4ZHQ o6 0=f(m)=—5+4)" :

ot n?
On en déduit que
2 1 2 i (=™ w2
dag—y ® Do
n=1 n=1
Solution de I’exercice 6 : On écrit :
oo ) A oo )
f(t) = % - Z (apcosnt +by,sinnt) et =(t) = _ig + Z (A, cosnt + B, sinnt)
n=1 n=1
et, en dérivant terme & terme,
o0
2'(t) = Z (nBy, cosnt —nA,sinnt) .
n=1
On a alors -
A ;
r'(t) + azx(t) = {12 €4 Z [(nB,, + aA,) cosnt + (aB,, — nA,)sinnt|.
n=1



En identifiant les coefficients, on obtient :

@

-AD =

ag = aAp, o
iy — nby
a, = nB,+aA i.e. Ay = ———5

T T TEy t T'.-‘.Z—i—(}.'z

b, = aB,—nA,, oo N, + b,
" nZ2+a? ’

La fonction f proposée est continiment dérivable sur R. Calculons ses coefficients de Fourier. On a :

1 [~ . 1 27 3r\?2 a2 w2
3 g N il i i = — | dt = —.
ao(/) 7.*_/0 ( 2) —'_';fr_[JT ( 2) +2] 2

Par ailleurs, on remarque que la fonction f — ag(f)/2 est impaire, de sorte que a,(f) =0 pour n > 1.

Enfin,
1 ™ 2 1 27 3 2 2
bo(f) = ;/0 (t—g) sinntdt-i—;-/w —(t—;) +%“Sinntdt
1—(=1)" s 2 2
= #/ (t—i) sinntdt+i/ sinntdt
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L = / (t——) sin nt dt
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2 n lg Jo 2 n
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s 2 T
= 1= ()2 (r——) snt dt
4?1( ( ))11—?1./‘J 5 ) cosn
2 . m w ot
T 2 T\ sinnt sinnt
- -1+ 2 (t——) - dt
47.;( (=1) )+n ([ 2 n L _/0 n )
w2 2 [cosnt]™
== _ == —]_ il —t
in ( ))+n2[ n ]o
2 y
T 2 .
= —fl—(—1)" — (1 —(—1)"
(1= (<17) + (1 (-1)7)
2
T 2
= (1=(-1™ |— - =
(=) [4?1. ?13}
et
2 2r ;
cosnt 1
Ih = sinntdt = | — = ——{1—(=1)").
5 /ﬂ sinn { " ]w n( (—1) )
Donc A1 — (1))
b =N A7
n(f) —3
On obtient Ay = 72/2 et, pour tout k € IN*, Ay = Bop =0,
8
A - —
et 72k — 1)2((2k — 1)2 + 1)
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Finalement, il est facile de voir que la série

Z (nBy, cosnt — nAy,sinnt)

n=1

est uniformément convergente, et que par conséquent la série

A (s o]
0—1—2 (A,, cosnt + B, sinnt),

n=1

qui est aussi uniformément convergente, a pour somme une fonction 2(¢) continiiment dérivable sur R,
qui est solution de I'équation différentielle donnée.

Solution de ’exercice 7 :

(1)

Il est facile de voir que, pour tout I € N et tout = & 27Z,

Z!: imax i imT S 2!: —imx 1 coslr — COS('I' —+ 1)1’
[& = € € — 1= .
m=>0 m=0 1 —cosz '

m=—1

de sorte que

l .
Z e 1 —coskzx
= 1 —cosz

,"DM"‘“

La valeur de @ en tout = € 21'TZ g obtlent aisément par un argument de continuité, ou par un
I - 2 P

calcul direct.

Comme f ™ dz est nulle pour m # 0 et vaut 27 pour m = 0, nous obtenons

I
L [ | o
o [ er(z)dz = Q—E Z / ede =1,

=0 m=—
Fixons maintenant € € ]0,7[, et posons K. := 2(1 —cose)~!. 1l est clair que, pour tout = €
[, —¢] U [¢, 7] et tout k € IN*,

k 1

lox() 1|1l —coskz & K:
WVrlT e —

o Efl—cosz |~ Kk~
Done, pour k suffisamment grand, |¢r(z)| < &, de sorte que

1
2 |,

/ vr(z)dz| <&,
|lz|€e,x]

et le point (b) s’ensuit. Puisque f est continue et 2m-périodique, elle est uniformément continue.
Etant donné € > 0 fixe, il existe n € |0, 7[ tel que

Vy.y eR, |V —yl<n=|f) - flv)| <

NI m

Nf)uﬁ avons i"].]()rh' =
2w |(f ® o — f)(z)|
= ‘/ (f(z—vy) — f(z))er(y)dy

< [ e —i) FEl el

—m

= L+ 1,



011

; E
Jj = ./|y|<n lf(z—y)— f(2)|er(y)dy < 5
et
L= [ lfa—n -t [ o
e J |yl€ln,

La propriété (b) montre que

mwm/ euly)dy < /2
4|yl €ln,w]

pour k suffisamment grand, et le résultat s'ensuit.

Nous avons :

1 ™
(F®er)(z) = T @ —y)er(y) dy
BL=. x
= ggz . / flz —y)e™ dy
I=0 m=—1""T
1 1k—1 l LA
= >z Z“m/ ()= dy
e =it nEE

ol 'on a effectué le changement de variable ¥/ = x —y. En notant ¢,,(f) le coefficient de Fourier
complexe de f d’ordre m et Si(f)(z) la somme partielle d’ordre [ de la série de Fourier de f,
c’est a dire,

1

cm(f) == %[_ fly)e ™ dy et Si(f)(z) = Z em(f)e™2,

m=—I1

nous voyons que

(f®pp)(z) =

?s-i
:
I
[=]

l 1 k-1
z (D™ = 13" s(P))
1= =0

Nous avons donc montré le théoréeme de Féjer i 81 f € €(R/2nZ), la série de Fourier de f
converge uniformément vers f au sens de Césaro.



