Corrigé de 'exercice 8 sur les séries de Fourier

Exercice 8 (Le phénoméne de Gibbs)
Soit f 2w-périodique impaire, définie par

1 siz€l0,n|
fz) = .
0 six=km
1. Expliciter la série de Fourier de f. Prouver qu’elle converge simplement
vers f.

2. Soit S, la (2n — 1) somme partielle de la série de Fourier de f,
4 S sin(2k — 1)z
Sp(x) = — .
R T
k=1
Démontrer que S, est dérivable, avec, pour tout x

2 sin 2nx

T sinx

pour z € R\ Zx
Su(x) =

(=1)2—  pour z = qm.
7r

En déduire que S,, présente (2n — 1) extrema locaux sur 'intervalle [0, 7].
Montrer que le premier d’entre eux est un maximum, qu’on notera a,, et
T

qu’il est atteint en x = —.
2n

2 [*sin2nt
3. Montrer que, pour tout z € [0,7[ S,(z) = —/ T dt (en convenant
7r sin

que, pour t = 0 la valeur de sin(2nt)/sint est 2n). En déduire que

2 [T sint
T Jo (2n)sin g
(en convenant que, pour ¢ = 0 la valeur de sin(t)/(2nsin(5)) est 1).

n—oo

2 [Tsint
4. Montrer que lim a, = —/ —dt.
™)y t

5. Montrer que

/ S 14— 185193 ..
.1

et en déduire que lim a,, = 1.1789...

n—oo
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Solution

1. La fonction f est impaire. Sa restriction a chaque intervalle k7, (k + 1)7[
se prolonge en la fonction constante t +— (—1)* sur [k7, (k + 1)7], qui est
évidemment de classe C!. La fonction f est donc de classe C! par morceaux.
Explicitons les coefficients a,, et b, de sa série Fourier trigonométrique.
Puisque f est impaire les a,, sont tous nuls. Calculons b, pour n > 1.

b, = % /: f(t)sin(nt) dt = %/OW sin(nt) dt = i[(—1)" —1].

nm

Il en résulte by, = 0 et by,—1 = 4/(7/(2n —1)). La série de Fourier de f est
donc
4 Z sin(2n — 1)z
2n —1
Puisque f est de classe C!' par morceaux, continue sur R \ Zm, par le

théoreme de Dirichlet, sa série de Fourier est simplement convergente, et
sa somme S satisfait

f(z) pour x € R\ Znw

SO e e 11
* 5 rJ)_ 2 =0 pourzx € Zn

Puisque f(k7m) = 0, dans tous les cas S(z) = f(x), autrement dit f coincide
avec la somme de sa série de Fourier.

4 ~sin(2k — 1 4 <
2. Sy(z) = - ; % donne S/ (z) = - ; cos(2k — 1)z. Explicitons

cette somme.

(a) Pour z = g, les entiers (2k — 1)g sont tous de la parité de ¢, et donc
cos((2k — 1)gm) = (—1)9. Il en résulte S/ (qm) = (—1)%4n/m, et en
particulier, lorsque ¢ = 0, S/, (0) = 4n/.

(b) Pour x # km, en notant z = ¢, (qui est différent de +1) on a

4 4
S (x) = - Zcos(Qk — 1z = - Rez(1+ 22+ .-+ 2272

= éRe z L2 :éRe —e.zmx_.l :gSi?QHI-
77 1—22 T eir — e~ T sinx
Puisque S(0) = —=S(7) = 4n/7 # 0, les 0 de S/, appartenant & l'intervalle
[0, 7] sont les km/(2n) avec k = 1,2,...(2n — 1). Le premier extremum de

Sy, est atteint en 7/(2n), c¢’est un maximum car sin(2nx) est positif sur
[0,7/(2n)] et change de signe au passage en 7/(2n).
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3. Puisque S, (0) est nul, et S,, de classe C!, on a pour tout x

S(x) = Sy (x) — Su(0) = /0 " S (u) du.

i

2n
En particulier a,, = / S! (u) du et, en écrivant u = t/(2n),
0

"1 t 2 [T sint
an:/ — 5 (= dt:—/ Uy,
0 2n 2n T Jo 2nsing-

1 t 2 sint
car, par la question 2 on a — S’ ( ) = ——— pour tout t € [0, 7]

2n "\ 2n 7 2nsin o~
sint
en convenant que pour t =0 ona —— = 1.
2nsin o~

2n sin =—

, sint . , sint
4. Démontrons que | ———— | converge uniformément vers ¥ pour ¢ €
2n/ n

t
[0, 7].
Pour 0 < t < 7 on écrit

t ot t .t
. . . — — SIn — —— — S —
sint sint sint|| oy 2n| ~ [2n 2n | (1)
.t t t : a :
2n sin — sin — sin —

La formule de Taylor-Lagrange a l'ordre 2 appliquée a la fonction sin sur
3

I'intervalle [0, z] donne sinx — x = —% cos(fzx) avec 0 < 6 < 1. Il en résulte
t t t?
t — —gin—| < . 2
vt € 0,7, 2n 2n| ~ ‘48713 @)

Sur 'intervalle [0,7/2] la fonction sinus est concave. Le graphe de sa res-
triction a [0, 7/2] est donc « au dessus » du graphe de la droite d’équation
y = 2z /7 reliant les points (0,0 et (7/2,sin7/2). C’est a dire que 1'on a

2t
vt € [0,7/2], sint > —
T
et donc . .
Vn > 1, Vvt € [0, 7], sin — > —-
2n T ™

Avec (1) et (2) on en déduit pour n > 1 et t €]0, 7],

t3/(48n%)  wt? 73

sint sint <
t/(nm)  48n2 ~ 48n’

2n sin 2i t
n
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et cette majoration est encore vérifiée lorsque t = 0 car dans ce cas le terme
sint

t

gauche est 1 —1 = 0. Ceci prouve la convergence uniforme de o
nsin 5—
2n

vers

sint
— sur [0, 7]. On peut donc écrire

T gint T sin t sin t
lim a, = lim —dt = / lim —— ) dt = /
n—oo n—oo Jo 27’L S1n o 0 n— o0 2n SlIl 5

5. On part de

0 t2n+1
int =Y (~1)"=——n

sin Z( ) Gnt)

n=0
qui donne immédiatement, pour ¢ #£ 0,

sint Lo

2y
n=0 )

La somme de cette série entiere de rayon de convergence infini, est donc le
prolongement par continuité en 0 de sint/t. La convergence est uniforme
sur tout intervalle [0, a], en particulier sur I'intervalle [0, 7], et on peut écrire

" sint > T g2 > p2ntl
Z /0 (2n+1)! :g(_l)n(znﬂ)@nﬂ)!' (3)
20t
Notons u,, = Gnt Dn 1 Pour n > 1,
Unt1 o2n+1 N 2 2

w  GnrDEn 32" S@nisr S =t
Pour n = 0 on vérifie immédiatement que wu;/ug = 72/18 < 1. La suite
(u,) est donc décroissante et le théoreme des séries alternées s’applique
a la série (3). Les sommes partielles successives sont alternativement des
valeurs approchées par exces et par défaut de la somme de cette série. Le
calcul des premieres sommes partielles donne

5 6
> (=1)"u, = 1.851902... et Y (—1)"u, = 1.851938...

™ : t
puis I'encadrement 1.85190 < / % dt < 1.85194. Avec la question 4 on
0
en déduit

2 2
1.1789 < ;1.85190 <lima, < ;1.85194 < 1.1790,

et lim a, =1.1789....

n—oo

Exercices d’analyse 4 M. Deléglise



