FD - EXERCICES SUR LES SERIES DE
FOURIER

Dans les exercices suivants les fonctions considérées se trouvent dans ’espace vectoriel E des fonctions

2w —périodiques pour lesquelles il existe une subdivision de lintervalle [0, 27 |

O=ap< a1 < - <ap=2m

telle que f soit continue sur chaque intervalle |a;, a;+1[ et admette une limite a gauche et a droite

finie en tout point a;. Nous dirons qu’une telle fonction est continue par morceaut.

Un élément de E sera défini par sa valeur sur un intervalle de longueur 27 (sauf éventuelement en un

nombre fini de points).

CALCULS DE COEFFICIENTS DE FOURIER

La série de Fourier d’un élément f de E sera notée [f].
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Lorsque f est a valeurs réelles, les coefficients réels (ou trigonométriques) sont définis par les formules

2 2m
an(f) = % /f(x) cos(nx)dxr et by(f)= % /f(x) sin(nx) dzx ,
0 0

et dans ce cas
ap

1=

éf) + Z(an(f) cos(nx) + b, (f)sin(nx)).
n=1

Lorsque f est a valeurs complezes, les coefficients complezes (ou exponentiels) sont définis par

27
1 .
en(f)==— [ flx)e "™ dzx,
2 0/
et dans ce cas -
1= > calf)em™.

Alors, lorsque f est a valeurs réelles, sin >0,

an(f) =2Recy(f) et by(f) = —2Ime,(f),

et 1nversement,
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(On remarquera que les intégrales peuvent étre prises sur n’importe quel intervalle de longueur 27).

On cherche les coefficients de Fourier de la fonction et on en déduit la somme de certaines séries,

— par la convergence ponctuelle, en un point ou la fonction f est continue et admet des dérivées a
gauche et a droite,

— ou par la formule de Bessel-Parceval.

21

S lao(NP + D an(F)P + ba(HP) = = / (@) da,
n=1 0
ou . .
> NP = o [ 156 do.
n=—oo 0

Exercice 1 Calculer les coefficients de Fourier réels de la fonction f définie sur R par

f(z) =cos®x.

I1 suffit d’écrire
cos3x = 4cos® x — 3cosx

pour obtenir

1 3
flx) = 1 cos3w+1 COS T .

On a donc
3 1

al(f):Z ) as(f)217

et tous les autres coefficients de Fourier sont nuls.

Exercice 2 Calculer les coefficients de Fourier réels de la fonction f qui vaut 1 sur 10, [ et
—1sur |—m, O].

En déduire les sommes suivantes : ;::0 m et ;::0 m

La fonction f est impaire donc a,(f) est nul. On a

bu(f) = % /ﬂsin(nx) dx =

0

21— (~1)"
T n '
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Donc bog(f) est nul, et

d’ou la série de Fourier

2k+1

d’on

d’on

3

Exercice 3 Calculer les coefficients de Fourier réels de la fonction f telle que, sur [—7, 7],

f(z)=x(r —x)(r +x).

o0

En déduire les sommes suivantes : ;: m et Z 5

La fonction f est impaire donc a,(f) est nul. On a, en intégrant plusieurs fois par parties,

0

bo(f) = 2 /(7‘(’21' — 23) sin(nz) dz
"3
_ % {_ COS;WE) (w2 — %) + Sin:;a:) (2 — 32%) — cos;i;m) 62 + sin:Zﬂ:) 6 "
(

_1)n+1
= 12
n3
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d’ou la série de Fourier

n—l—l

_122 smna:)7

qui converge pour tout x réel. En particulier,

n+1

f(n)2) = __122 sin n7r/2).

Les termes de la somme sont nuls lorsque n est pair. Il reste

Alors

Avec la formule de Bessel-Parceval

s

=1 2
4y — = = 2
> W/f(w)dw
k=1
2
= —/71':17—271':17 + 2%) dz
s
0
2 mr
= — 7T4x— 27T——|—x
T 3 710
_ ol 2,1 :167T6
3 5 7 105
d’ont
x 6
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Exercice 4 Soit a un nombre tel que 0 < a < 7. On définit deux éléments f, et g, de F par

0 sur [0, T —a] 0 sur
falx) =X 1 sur |m—a, m+af et go(z)=<¢ 1 sur
0 sur [7m+a,2n] 0 sur
Vérifier que
Ja = 1__f%—a7

et calculer les coefficients de Fourier réels de ces fonctions.

En déduire les sommes suivantes :

[—W,—a[
[_ava]
Ja, 7]

> sin®(na) - 1 >, sin(na) 2. (~1)"sin(na)
Z n? ’ Z (2n+1)2 Z n ’ Z n '
n=1 n=0 n=1 n=1
On a
0 sur [0, a] 1 sur [0, a]
fr—a(x)=4¢ 1 sur Ja, 27 —af et go(z)=4¢ 0 sur Ja,27—a]
0 sur [27 —a, 27] 1 sur [27m—a, 27]
On a donc bien
j%—a%_gazzl'
Les fonctions f, et g, sont paires donc by, (f,) et b,(gq) sont nuls, et 'on a,
o [ o [ %
alf) == [fayia=2 [ =22,
™ ™ T
0 T—a
et, sin >0,
o [ 2 [ 2 sinn(r — a) sin(na)
n\Ja) = — d:— d:——7:2—1n s
an(fa) - /f(ac) cos(nz) dz - / cos(nx) dz - - (—1)

0 T—a

d’ou les séries de Fourier

= 2+ 2 5120 oy
n=1
et .
[9a] =1 = [fr—a] = % + % Z SIDELTL(I) cos(nz)

Avec la formule de Bessel-Parceval

i
20> 4 Ksin?(na) 2 9
Sty = [ apa =2,
0
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d’ou

i sin?(na)  a(m —a)
nz 2
n=1

En particulier, lorsque a = /2, les termes de la somme sont nuls lorsque n est pair. On en déduit

> 1

27_77_2
—(2n+1)? 87

Par ailleurs, en 0, ou g, est dérivable, on a

d’ou

i sin(na) 7m—a
n 27
n=1

et en m, ol g, est également dérivable, on a

a 2 & sin(na)
a = = — - -1 )
ga(m) =0 7T+7Tn§:1( )=
d’ott
> ., sin(na) a
2=
n=1

Exercice 5 Soit a un nombre tel que 0 < a < 7/2. Trouver les coefficients de Fourier réels de
la fonction 2w —périodique et impaire f, telle que

[ 1 sur ]0,2a]
fa(x)—{ 0 sur [2a, 7]

. sin*(na) . sin®(na)
En déduire les sommes suivantes : E — et E .
n

2
n

La fonction f, est impaire donc a,(f,) est nul. On a,

2a
2 21— 2 4 sin2
bn(fa) = = [ sin(nz)de = = cos(2na) _ 4 sin”(na) 7
0 T n .
0

d’ou

s‘m

o0
sm (na)
E sin(nx) .

n=1
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La série converge en a, donc

Jfala

>1|g>
||M8

ce qui donne
[ee]

Sln
n=1
En utilisant 1’égalité de Bessel-Parceval
2a
16 <= sin*(na) 1 2a
2 —y = [ ldz=—,
0 n m
n=1 0
d’out
o0
sm am
n=1 8

Exercice 6 Trouver les coefficients de Fourier réels des fonctions 27 —périodiques définies par

f(x)=|sinz| et g(zr)=sup(sinz,O0).

o0
En déduire les sommes suivantes : —
—dn?—1 7 —dn? -1 ;_:1 (4n? — 1)2

La fonction f est paire, donc b,(f) =0. On a

m ™

2 4 2 1 r
ao(f):% /sinxdx:% et al(f):; /sinwcosw dx:% /sin(2w) dx =0,
0

0 0

et,sin>1,

sin x cos(nx) dx

>l|l\'>

3=

cos(n+1)x  cos(n —1)x]"

n—l—l n—1 0
-1)"

T —1

=

/
= O/S1nn+1x—sm(n—1))dx
[
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Le coefficient est nul si n est impair. Alors

4 1
a2k(f) % 4]€2 1 )
d’ou
2 4
-2 =z 2%
=223 gy coslomw

k=1
d’on
— ==
— 4n 1 2
On a aussi -
2 4 1 i
) =1=———
(/) =1=2-25" (-1,
k=1
d’ou

Et enfin, par I'égalité de Bessel-Parceval,

s ™

8 16 «— 1 2 [ ., 2 [ 1—cos(2x)
P"‘F m:;/&nxdl’:%/fdlea
k=1 0 0
d’ou
f: 1 T 1
2_12 16 9
— (4n 1) 16 2
Comme 1
o(x) = 5 (F(z) +sina)
on obtient aussi -
1 Slnaj 2
_ - z (2k
lg] 7T - kz_: cos(2kzx) .

Exercice 7 Trouver les coefficients de Fourier réels de la fonction 27 —périodique

f(z) = |sin®z|.

o0

P . 1
En déduire les sommes suivantes : Z:l (An? — 1) (dn? = 9) Z an? =172 4n2 P
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La fonction f est paire, donc by, (f) est nul. En partant de la relation
sin(3x) = 3sinz — 4sin® z

On obtient

™

s
2 1
an(f) = — /sin3 xcos(nx) dr = o /(3 sin z — sin(3z)) cos(nz) dx
T i
0
En transformant les produits en sommes,

/[3(sin(n + 1) —sin(n — 1)z) — (sin(n + 3)x — sin(n — 3)z)] dx.
0

1

an(f) = e

On constate que ai(f) et az(f) sont nuls. Si n est différent de 1 et 3, on obtient

an(f) = cos(n+1L)m—1 cos(n —1L)m—1 cos(n+3)r—1 cos(n—3)mr—1
" B n+1 n—1 n+3 n—3
12 ( n+1

E ( )(n2 —9)’
donc a,(f) = 0 si n est impair, et

24 1

agk(f) = T (4k2 —1)(4k2 —9)’

d’ou la série de Fourier

4 24 S 1
[f] :3_7r+? ;(4/@—1)(4@—9) cos(2kzx) .

Cette série converge pour tout x et en particulier

o0

4 24 1
0)=0=—+=—
1) 3 T ;::1 4k% — 1)(4k? = 9)’
d’ont
i 1 1
~ (4n? —1)(An?—9) 18~

En utilisant 1’égalité de Bessel-Parceval, on trouve

s

32 242 & 1 2 / 6o
N N = — 11 .
R L (e VI C =it CH I

0

w/2
En utilisant les intégrales de Wallis I, = [ sin” z dz qui vérifient la relation de récurrence
0

nl, =(n—1)l,—2,

9

)
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on trouve,
[ 531w o7
-6
/Sln:L'd:L’ 6 ><6422 16
0
d’ou
= (4n? — 1) 4n2—9)2 4608 162°

Exercice 8 Calculer les coefficients de Fourier réels de la fonction f de E telle que, sur

| —m, [,
flz)=m.
>~ q o (—1)"
En déduire 1 ivantes : 2 41"
1 dedulre les somimes sulvantes nz::l n2 9 ;]271_‘_ 1

La fonction f est impaire donc a,(f) est nul. On a, si n > 0, en intégrant par parties,

™

bn(f) = / z sin(nz) do
(E_:Ecos(nx) N sin(nz)]”

3w

3w

n n? |,
(_1)n+1
771 .

= 2

d’ou la série de Fourier
n+1

z_: sm(nx) ’

qui converge en particulier pour z = 7/2. On a

f(m/2) = —:22

n=1

1)"*lsin(nr/2)

Dans cette somme les termes de rang pair sont nuls d’ou

(o) _1k
:222(k: :

k=0

On en déduit

—~

|
—_
~—
S

> T
ZQn—I—l:Z'

n=0
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En utilisant 1’égalité de Bessel-Parceval, on obtient

1 1
4 Lt 2. _ % 2
an 7T/:Edﬂ: w,
n=1 0
d’ou
— = —
on 6

Exercice 9 Calculer les coefficients de Fourier réels de la fonction f de E telle que, sur

[—7‘(‘, 77] ’
flx) = |af.
- 1 - 1
En déduire les sommes suivantes : ;::0 m ) 2::0 m

La fonction f est paire donc b, (f) est nul. On a,

™

2
ag = — /wdw =,
T
0
et, sin > 0, en intégrant par parties,
2
an(f) = = [ x cos(nx)
m
0
2 cos(n:n)
oo n? ],
2
oo n2

Les termes de rang pair sont nuls, d’ou la série de Fourier
o Z cos(2k + 1)x
2 7 (2k +1)2 7
qui converge en particulier pour x = 0. On a

T4 1
FO=0=5-2 2 @ryip

d’ou
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En utilisant 1’égalité de Bessel-Parceval, on obtient

™
[e.9]

72 16 2 [, 2,
T i de = 2
2 7T2Z2k—|—1 w/:”:” 37
=0 0
d’on

o0

Z#_W_‘l
CIES T

n=

Exercice 10 Calculer les coefficients de Fourier réels de la fonction f de E telle que, sur

[_ﬂ-v 7T] )
fla) =2?
[ee] [ee] o0
P . 1 1
En déduire les sommes suivantes : E — E —-
n n

La fonction f est paire donc b, (f) est nul. On a,

™

a(f) =2 [atde =",

0

et, si n > 0, en intégrant plusieurs fois par parties,

x* sin(nx) o cos(;m) _5 sin(nz)]”™

anl(f) = % ] 22 cos(nz) dz
0
-

3
n n n 0

d’ou la série de Fourier

:_+4Z cosnac)’

qui converge pour tout x réel. En particulier,

fo)=0="+ Z

3

d’ou

>

n=1

2 9

;_\
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ainsi que,
2 o0
o T 1
f(m)=m —?—1—42?
n=1
d’ou
—=—
on 6
Avec la formule de Bessel-Parceval,
s
2 4 =1 2 [, 2
= 0

d’ou

=1 T
Sh ok

Exercice 11 Calculer les coefficients de Fourier réels de la fonction f de E impaire telle que,
sur |0, 7 [,

En déduire la relation

[o¢]
72
nz:% 2n—|—1 :gz::

La fonction f est impaire donc a,(f) est nul. On a, si n > 0, en intégrant par parties,

™

bo(f) = %!(m—g)zsin(nx)dw
_ % [_ <$ B g)2 cosflnaj) N (:L' B g) 2511;(2713:) N 20022713:) :
- 2a-e (5-2)

Les termes de rang pair sont nuls, d’ot la série de Fourier

0 2

4 T 2 .
=z k;) (4(% 1) 2k + 1)3> sin(2k + 1)
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qui converge en particulier pour x = 7/2. On a

= 2 2
f(r/2)=0=— > (=1f (4(2k +1) (2k+ 1)3> ’

d’ou

on en déduit que

Exercice 12 Soit P un polynome pair de degré 4 vérifiant les conditions
P(m)y=0, P"(r)=1, /P(a:) dxr =0.
0

Déterminer les coefficients de Fourier de la fonction f de E qui coincide avec P sur l'intervalle

[—m, 7].
En déduire 1 't-s—ool S—OO(_l)n s—ool
n déduire les sommes suivantes : 1_2_;@ , 2_2_:1 — , 3_2_:1$'
Puisque f est paire, on a b,(f) =0 et
2 ™
an(f) = = /P(a:) cos(nx) dx .

0

D’autre part, la troisiéme condition implique que ag(f) est nul. En intégrant par parties plusieurs fois
de suite, on obtient, si n > 1,
2 sin(nz
() = 2 | Py Iy pra

T n n?

cos(nx) sin(nx) P () COS(ZQE) + P (a) sin(nz)]”

_ P// .
(z) n3 n nd 0

Comme P est paire, les nombres P'(0) et P"”’(0) sont nuls. Compte tenu des conditions posées sur P,
il reste alors dans la somme précédente

an(f) =

2 (_1)n+1
T 4

n
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Comme f est continue et posséde des dérivées & gauche et & droite en tout point, elle est somme en
tout point de sa série de Fourier, et donc, si x appartient & [—m, 7], on a

P(z) = Z an(f)cos(nz).
n=1

En particulier, on en déduit que

Z i4 = —gP(W) et Z (=1" = —%P(O).
n=1

n nt
n=1
Il reste & déterminer le polynéme P.
Puisque P'(w), P'(—m), P'(0) sont nuls et que P’ est de degré 3, on a nécessairement
P'(z) = \z(z? — 72).

Alors
P'(z) =3)2* — M? et P"(z) =6\z.

Comme P"(7) vaut 1, on en déduit que

et donc

On a alors
s

1 (25 7% T 1 7o
P = —_— _— — — = — —_— .
/ (x)dx [6# <20 5 >—|—C’x}0 o < 60>+7TC’
0

360
et donc que
1 2t w2x? Tt
Pa) = (S-S )

6 \ 4 2 60

On trouve donc , ,
T s

= —— P0) = —

d’ou
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Pour calculer S5 on utilise I’égalité de Bessel-Parceval, qui donne ici

s
4 12 5
n=1 0
On obtient donc,
T T 1 4t w2 Tt 2
5 = 5/367T2 <Z‘T+E> da
0
1 28 w228 37ntat Twb2? 4978
= - — = + — + dx
727 16 4 120 60 3600
0
/1 1 37 7 49
= |t =t
72 \144 28 600 180 3600
9450

Exercice 13 Soit f la fonction définie sur {a € R||a| # 1} x R par
f(a,z) =In(1 — 2acosx + a?).

Pour z fixé, trouver le développement en série entiére de la dérivée partielle de f par rapport a a.
En déduire la série de Fourier de la fonction qui & x associe f(a,x) pour a fixé distinct de 1 et —1.

Si lon dérive par rapport & a, on obtient

ﬁ( ) —2cosx + 2a
90 a,x

~1—2acosz+a?’

et en décomposant en éléments simples
donc, si |a| < 1,

8f - eix e—i:c
%(a,x)— <1—ae”’+1—ae_”> ’
of

o0 [ee] [e.e] [ee]
a—(a,:n) = — <eix Z amem® 4 7 Z a"e_im> = -2 Za” cos(n+ 1)z = —2 Z a" ! cos(nx).
a
n=0 n=0 n=1

n=0
La série précédente étant de rayon de convergence au moins 1, on obtient en intégrant par rapport a
a, puisque f(0,z) est nul,

fla,z) = -2 Z % cos(nz) .
n=1



FD 17

Mais

an

o]
- cos(nx)

S_
n

)

et la convergence de cette série est normale si |a| < 1. On obtient dans ce cas la série de Fourier de la
fonction qui a z associe f(a,x) pour a fixé.

Si maintenant |a| > 1, on écrit
n

fla,x) =2Inla|+ f(1/a,x) = 2In]a| — 22 % cos(nx) .

n=1

Exercice 14 Soit a un nombre réel non nul. Calculer les coefficients de Fourier réels des
fonctions de E définies ci-dessous.

fa(z) =€ sur [0, 27 [,

go(x) = € sur [0, 7| et paire,

he(x) = € sur |0, 7| et impaire .

Il est plus facile de calculer les intégrales en passant par les nombres complexes.

27 27 . 27
wr ] e(a—l—zn)x e20m _ 1 e20m _ 1
e (cos(nz) +isin(nz))dx = | e** e dx = . = — = a—in).
/ (cos(n) (n)) / a+in a+in a2+n2( )
0 0
Alors ) )
a e —1 n e —1
mlfo) =y @ el =0
et
2am 0 :
em—1 (1 a cos(nx) — nsin(nx)
= S (5 4 D el i)
n=1
De méme,
A A ) (a+in)z —1)Peom 1 —1)Peom 1
/e“x(cos(nx)—i-z’sin(nw))dw = /e“xemxdw I — = (e . = (=1 (a—1in).
a-+1in a-+1in a? + n?
0 0

Comme la fonction g, est paire, on a b,(g,) = 0, et

20 (—1)"e —1

@n(ga) 7 a?+n?

)
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[9a] = 20 (em ! + Z e ~ 1 cos(nm)) .

T 2a2 a? 4+ n?
n=1

Comme la fonction h, est impaire, on a a,(hg) = 0, et

bu(hg) =~ CUZT 2L

T a? + n?
et

[ha] = —§ Z n((_;):_e:;_ D sin(nz) .

n=1

Exercice 15 Soit @ un nombre réel. Calculer les coefficients de Fourier complexes de la fonction
définie sur [—m, 7| par

falw) = ¢
En déduire, si a n’est pas entier, les sommes suivantes :

= (=) . = 1 1
2w (e =)

n=0

Si a est entier la série de Fourier se limite a
axr
[f a] =e€ .

Supposons donc que a n’est pas entier. On a

s

17 . 1 .
cn(fa) = o /emxe_mmdaj = — [ ellemergy

27
1 [eila=mz]” 1 elam — e~iam ] sin(am)
n\Ja) = 5 |~ = 5 n" = " )
enlfe) 27 [z(a—n)]_ 271'( ) i(a —n) 7T( ) a—mn
et
o Sin(aﬂ-) - (_1)n inx
o == 2 e

Si z = 0, la série de Fourier converge et

f0)=1 = sin(am) i (=)™

i n:_ooa—n
_osin(am) (1 = ()" = (-1)"
N T <a+;a—n+n§::la+n

n=1

sin(am 1 (=)™
= Er ) <E+2“Za(2_)n2>’
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d’ou

I LVAN By (S
— a2 —n? 2a \sin(ra) a)’

SV L N N A
a?—-n? 1a2—n2 a2 2a \sin(ma) a/’

n=0 n—=

et finalement

D’autre part, d’aprés la formule de Bessel-Parceval,

S en L

m2(a—n)? 27

n=-—o0o 0

On a donc
.9 9] oo
sin”(am) ( 1 1 1 )
1= D 2 ta
2 2 _ 2 2 ’
T —(a+n)? “=(a-n)* a

d’ott

i <(a —1n)2 i (a+1n)2> - sin;T(Zcm) - %

n=1

et finalement

i <(a—1n)2 * (a—l—ln)2> - % +i <(a—1n)2 * (a+1n)2> - sin:(zcm) +a_12'

n=0 n=1

Exercice 16 Soit a un nombre réel et f la fonction de E qui est telle que, sur [—m, 7],
f(x) = cos(ax).

a) Déterminer les coefficients de Fourier réels de f.

b) En déduire que si ¢ n’est pas un multiple entier de 7, on a

" o
cotantz;—i—nz_:lm.

a) La fonction f est paire, continue et admet en tout point une dérivée a gauche et a droite. Elle sera
donc somme de sa série de Fourier. Les coefficients b, (f) sont nuls.

On a

ao(f) = % /cos(aac) do = M,

aT
0
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et, sin >0,

™

an(f) = % /cos(a:n) cos(nx) dx .
0

En transformant le produit de cosinus en somme,

an(f) = 1 / cos(a + n)x + cos(a — n)x) dx
"3
1 [sin(a+n)z sin(a —n)x]”
T o [ a-+n a—n ]0
(—=1)"sin(am) 1 1
- <a +n N a— n>
2a(—1) sin(am)
- (a2 —n?)
Alors, pour tout x réel,
fx) = sin(am) Z " sin(ar) cos(nz) .

—n?)

En particulier, si z =,

f(m) = cos(am) = sin(a Z 2a s21n ar)

m(a? — n?)

Si t = am, on obtient alors, en divisant par sin(aw),

JI— 2
cotant = — + _.
t nz_:l t2 — n2n?

Exercice 17 Soit la fonction f définie par
1
fla) =z - E(2) - 5.

ou E(x) désigne la partie entiére de x.

1 d2
/ Fpa)ftaw) de = S5
0

Montrer que f est impaire sur R \ Z, continue par morceaux et 1— périodique. Trouver sa série de
Fourier réelle, et en déduire que si p et ¢ sont deux entiers naturels dont le PGCD vaut d, on a
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E(z+1)=E(z)+1,
donc
flz+1l)=z+1-E(z+1)—

ce qui signifie que f est 1—périodique.

La fonction f est continue sur [0, 1[, puique la fonction partie entiére posséde cette propriété.

Soit n entier positif. Si z appartient & |n, n 4+ 1[, alors —z appartient & |—n — 1, —n [ et
E(—z)=-n—-1=—-E(x) -1,

donc

et f est impaire sur R\ Z.

Il en résulte que la série de Fourier de f est de la forme

Z bu(f)sin(2mnz),

1 1
1
=2 /f sin(2mnx) de = 2 / (m - 5) sin(2mnx) dx .
0 0

avec

En intégrant par parties

bo(f) = 2 [_ <$_ 1) cos(2mnz) } 49 /1 cos(2mnx) _ _L’
0

2 2m™n 2m™n nmw

d’ou la série de Fourier de f
1 i n(2mnz)
= 2
Cette série converge simplement vers f(z) en tout point non entier.

Soit p un entier strictement positif. On a donc, pour tout z tel que px ne soit pas entier

o) = fpa) = —+ Y0 SCTIPE).

n=1

21



FD 22

Il en résulte que
0 si p ne divise pas m

bm(fp) =

——— sip divise m

Or, d’aprés la formule de Bessel-Parceval,

1 [e.9]
[ o) ez da =53 bl fb(F)
0 m=1

Les seuls termes non nuls de cette somme sont ceux pour lesquels p et ¢ divisent m, donc, si A est le
PPCM des nombres p et g, pour les nombres m de la forme kA avec k entier. Alors

1
/f(px)f me (Fp)bralfa) = Z k:2A27r2 - 2A27T2 Z k2
0

Finalement .
pq
[ o) ftaz) da = 15
0
mais puisque dA = pg, on a aussi
1
d2
[ o) ez dn = 5
0

EXERCICES THEORIQUES

Exercice 18 a) Soit f une fonction de E a valeurs réelles continue sur R, de dérivée f’ continue
sur |0, 27 [. Montrer que la série de Fourier de f’ s’obtient en dérivant terme a terme celle de f.

b) Etudier le cas de la fonction f de E telle que f(z) =z sur [0, 27 [.

a) Sin >0, ona
2

an(f) = /f'(w) cos(nx) d,

0

an(f') = nf(z)sin(nz)dz | = = (f(27) = f(0)) + nbn(f),

5| -

1
T

Laa—
~

—~

8

N~—

o

@]

n

S

8

(il
= 8
+

O\:‘m
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et puisque f est continue en 0, on a, en raison de la périodicité f(0) = f(2x), donc
an(f') = nbu(f).

Par un calcul analogue, on trouve

bn(f/) = —nan(f).

Par ailleurs

La série de Fourier de f’ est donc

[ee]

Z ) cos(nz) — nay(f)sin(nz)),
et c’est la dérivée terme a terme de celle de f

= ?0 Z ) cos(nx) + by (f)sin(nx)) .

b) Cherchons les coefficients de Fourier de la fonction f. On a

2w

ao(f):%/a;da::%r,

0
1 2m ) ) o
an(f) =— /xcos(nz) de = — [acsm:w:)} _ / Smglnl’) dr | =0,
T T .
0 0

o
3
—~
=

Il
o\;\‘,

8

12

B
—~

3
=

.

8

Il
| =
| —
|
o
@]
2
—
3
=
| I
=)
o
@]
2
—~
3
o
IS8
Il
|
S

On a donc

dont la dérivée terme a terme vaut
o0
-2 Z cos(nz) .
n=0

La fonction f est dérivable sauf aux points de la forme 2km avec k entier, et dans ce cas la fonction f’
vaut 1. La série de Fourier de f’ vaut alors 1 et n’est pas la dérivée terme a terme de f.



FD 24

Exercice 19 Soit f un élément de F a valeurs réelles, nul sur 'intervalle | —m, 0[. Montrer

que
- 2 _ aO(f)2 > 2
Dbl = L+ Y an()

et que, si la fonction f est somme de sa série de Fourier sur |0, 7 [, on a, dans cet intervalle,

[e.9]

E sm n:n :——I— E an cos n:n

Introduisons la fonction impaire g qui coincide avec f sur |0, 7 [. On a

™

bn(g) = % /f(x) sin(nz) dx = 2b,(f) .

0

Par ailleurs

—T

Alors, d’apres 'égalité de Bessel-Parceval,

a 2 o0 o0
WS a2+ b0 = = [ s,

et
- , oo , 1 T , - 5 T )
1300 = S = ] [atwrae= [ porar
On en déduit donc , o 00
FY P+ Y =2 3 b,
n=1 n=1 n=1

d’ou I'égalité proposée.

Si la série de Fourier de f converge sur |0, 7 [, comme elle converge également sur | —7, 0 on a donc,
si x appartient a |0, 7 [,

— 70 Z ) cos(nx) + by (f) sin(nzx))

et
f(—a) = :70 Z ) cos(nx) — b, (f)sin(nx)) .
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On en déduit que les séries de termes généraux (a,(f)cos(nz)) et (b,(f)sin(nz)) convergent et que

% + Z an(f)cos(nz) — Z bn(f)sin(nz) =0,
n=1 n=1

d’ou la seconde égalité.

Exercice 20 Soit f une fonction de E a valeurs complexes continue sur R, admettant une
dérivée continue par morceaux. On suppose que

2
/f(:n) dx =0.
0
Montrer que
2 2
[ir@ras> [ 1P,
0 0

Quand a-t-on égalité ?

En utilisant 1’égalité de Bessel-Parceval, on a

2 0o 2 o
o [li@Pde = Y le(PP e o= [1f@PRd= 3 lelf)P,
0 n=—oo 0 n=—oo

mais,
en(f') = inea(f),
donc, si n n’est pas nul,

len(F9)] = Inllen ()] = len(f)] -

Par ailleurs

27
co(f) = % /f(ac)dx =0 et co(f)=0
0
On obtient donc - -
DG = Y feal NP,

d’ou l'inégalité voulue.

La différence
o0 o0

ST = D dealOPF = D (O = lealHP)

n=—o0o n=—oo n=-—0o
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ne peut étre nulle que si, pour tout n, la différence |c,(f")|> — |e.(f)|? est nulle, c’est-a-dire

nllen ()] = len(f)] = len ()]
Ceci a lieu si et seulement si ¢, (f) est nul lorsque n # +1. Donc I'égalité a lieu lorsque

f(x) = ae™ 4+ be™ ™.

Exercice 21 Soit f une fonction de E a valeurs réelles. Calculer en fonction des coefficients
de Fourier réels de f, ceux des fonctions g et h définies par

g(x) = f(x)cosxz et h(zx)= f(x)sinz.

Sin=0,ona

2T 2T
ao(g):%/f(x)cosa:da::al(f) et ao(h):% /f(a:)sinxdx:bl(f).
0 0
Sin =1, on obtient
1 2m 1 21 1
al(h):bl(g):% /f(:n)cosa:sina:da::% /f(:n)sin(23:)d:n:§b2(f),
0 0

Sin > 1, on a successivement

2w 2

an(g) = % /f(x) cos x cos(nx) dr = % /f(a:)(cos(n+l)x+cos(n—1)x) dx = %(anﬂ(f)—i-an_l(f)),
0
1 21 . . 1 2 1
bp(h) = —~ /f(ac) sin x sin(nx) de = o /f(x)(cos(n—l)w—cos(n—i— l)x)de = E(an_l(f)—anﬂ(f)),
0 0
et sin > 2,
1 2T 1 2 1
bn(g) = - /f(a:) cos x sin(nx) dx = Py /f(x)(sin(n+1)a:+sin(n— 1)x)dx = §(bn+1(f)+bn_1(f)),
0
27 2
an(h) = % /f(x) sin z cos(nx) dx = % /f(ac)(sin(n—i— )z —sin(n—1)x)dz = %(bn+1(f)—bn_1(f)).

0 0
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fla) = f(2).

c) Montrer les propriétés suivantes.

(i) Sian(f) =0 pour tout n, alors f est impaire;
(ii) Si b, (f) = 0 pour tout n, alors f est paire;
(iii) Sic—p(f) = cn(f) pour tout n, alors f est réelle.

Exercice 22 a) Soit f une fonction 2r—périodique et continue sur R. On pose

Déterminer les coefficients de Fourier réels de f en fonction de ceux de f.

b) Soit f une fonction 2w —périodique et continue sur R. On pose

Déterminer les coefficients de Fourier complexes de f en fonction de ceux de f.

a) On a, en effectuant le changement de variable t = —z,

anlf) = [ faycostn)de = [ F(t)cos(nt) dt = an(f).

et

ba(f) = % /f(—x) sin(nz) dr = —% /f(t) sin(nt) dt = —b,(f) .

b) On a

) =5 [ F@emdn= o [ fjeneds = (7).

¢) (i) Pour tout entier n, on a

an(f+f):2an(f) et bn(f‘|‘f):0-

Donc, si a,(f) est nul pour tout n, tous les coefficients de Fourier de f+ f sont nuls. Comme la fonction

est continue, on en déduit qu’elle est nulle et donc que

f:_f7

c’est-a-dire que f est impaire.
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(ii) Pour tout entier n, on a

an(f—f)=0 et bu(f—f)=2b,(f).

Donc, si by, (f) est nul pour tout n, tous les coefficients de Fourier de f— f sont nuls. Comme la fonction
est continue, on en déduit qu’elle est nulle et donc que

f:fJ

c’est-a-dire que f est paire.

(iii) Pour tout entier n on a

Cn(f - f) = Cn(f) - C—n(f) :
Donc, si (iii) a lieu, tous les coefficients de Fourier de f — f sont nuls. Comme la fonction est continue,
on en déduit qu’elle est nulle et donc que

f=1r,

c’est-a-dire que f est réelle.

Exercice 23 Soit f une fonction 27 —périodique sur R et k—lipschitzienne, a valeurs complexes.
Pour h > 0 on définit une fonction g5 en posant

gn(z) = f(z +h) = flz = h).
a) Calculer les coefficients de Fourier ¢, (gp,) en fonction des coefficients de Fourier de f.

b) Montrer que
Z |sin(nh) e, (f)|? < k2R,

nez
¢) Soit p € N*. Montrer que
5  k2m?
Z len(FI” < 922p+1

2r-1<|n| <271

d) En déduire que Z len(f)| < +o0, puis que f est la somme de sa série de Fourier.
nez

Remarquons tout d’abord que f et g, sont continues.

a) On a
calon) = 5 [+ ) = Fle = m)e e
= % /f(t—i—h)e_imdt—% /f(t—h))e—i”tdt.
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En effectuant un changement de variable dans les deux intégrales, on trouve

+h

1 —in(u— —mu
o) = 5 [ S - o /f (whg
—m—h

—n+h
w+h

m—h
e—inh )
= /f du . /f(u)e du .
—m—h

—7m+h

Mais en raison de la périodicité des fonctions intégrées, on a

w+h
f —mudu f —znudu f —mudu . Cn(f)
Jroreas e
d’ott
cnlgn) = (€™ — e™"M)e, (f) = 2isin(nh) e (f).
b) Alors

S Jsin(nh) ca(FE =~ 3 len(on)l?,
4

nez ne”L

et, en raison de I'égalité de Bessel-Parceval,

S fenlgn)? :—/\gh )2de

ne”L

donc i
. 1
> lsinuh) (PP = o= [ lon(e) P,
m

nez “r

Mais, puisque f est k—lipschitzienne,
lgn(@)| = [f(x + h) = f(x = h)| < k|(x+h) = (x = h)| = 2kh,

d’ou i
/4k2h2dx = k*h? .

—T

S [sin(nh) ea(f)[2 < —

Y
nel

29

¢) Prenons comme valeur de h le nombre /2P, Lorsque |n| est compris entre 2P~ et 27 — 1, on a

v s
9 optl

<Inlh < <

N
S

et
<sin(|n|h) <1

Sl
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Alors
2sin?(|n|h) = 2sin®(nh) > 1,
et
k2 2
Yo P2 D si’(nh)lea(HIP <2 sin’(nh)|en(f)? < 2k°h% = 22;_11 :
2r—1<|p|<2P—1 2r—1<|n|<2P—1 neEZ

d) En utilisant l'inégalité de Schwarz, on a

1/2 1/2

S daIxis | Y e Yo

2p—1<|n|<20—1 2r-1<|n|<2P—1 20—1<|n|<2P—1

S e <2l

2—1<|n|<2p—1
et, puisqu’il y a 2P termes dans la somme,
1/2
oo =2
2p—1<|n|<2P—1

Finalement

S e

pHL
2p-1<|n|<2P—1 V2

La série de terme général % converge et, si 'on pose,

Ss= Y lalh,

20—1<|n|<2P—1

on en déduit que la série de terme général S), converge également, mais

[e.e]

S 8= lealf)]-
p=1

nez*

Il en résulte bien que

> len(f)] < +oo.

nez

Cette condition suffit pour que f soit la somme de sa série de Fourier. En effet, si 'on pose
up () = Cn(f)emx )

la série (sur Z) de terme général u,, converge normalement sur [—m, 7] et sa somme est une fonction F
continue qui a les mémes coefficients de Fourier que f. La fonction F' — f posséde alors des coefficients
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de Fourier tous nuls, ce qui montre, d’aprés I’égalité de Bessel-Parceval, que l'intégrale de |F — f|? sur
une période est nulle, donc que F — f est nulle.

Exercice 24 Soit A dans lintervalle | —m/2, 7/2 et fy la fonction définie sur R par

6)@

f(z) = Yeh(rz)2)

a) Montre que f) est intégrable sur R et que

[ 5wyda = sn > Aty

b) Soit a dans | —1, 1] et ¢ la fonction 2r—périodique nulle en —7 et +7 telle que, sur | —m, 7 [,
o(z) = sin(ax) .
Déterminer les coefficients de Fourier de ¢ et en déduire que

1
cos A’

/Oofx(ﬂf) de =

a) Au voisinage de 400, on a
donc, si 'on pose,

() ~ ga(z).

Comme \ — 7/2 est strictement négatif, la fonction gy est intégrable au voisinage de +oo, donc fy
également.

De méme en —oo,

2ch ™ e TE/2
2 )

donc, si 'on pose,
hx(z) = exp <<)\ + g) 3:) ,

on a

f,\(x) ~ h)\(x) .
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Comme \ + 7/2 est strictement positif, la fonction h) est intégrable au voisinage de —oo, donc fy
également.

Il en résulte bien que fy est intégrable sur R.

Notons

00 0

dT(\) = /fA(a;) der et P (N) = / fa(z)dx .

0 —00
En effectuant le changement de variable u = —z, on obtient

0 0

B = [ fwdu= [ @ du=o(-N),

et donc

/ Fa(@)dz = D) + B (A) = BH) + & (—A).

Calculons alors

oo o0

3 Y c(A=7/2)z
@*(/\):/fx(x)d:n:/—d:n:/id:p
0 0

erT/2 + e—xm/2 14 e—am
0
En effectuant le changement de variable u = e~*™/2 on a
T
du = —3 e 2qy

et
e)mc _ (e—xn/2)—2>\/7r _ u—2)\/7r ]

Par ailleurs u varie de 1 & 0, lorsque = varie de 0 & +o00, d’ou

1
2 u—2)\/7r
) == [ du.
0

Sio<wu<1,ona
u—2)\/7r >

— Z(_l)nu—2)\/7r+2n )

n=0

1+ u?
Comme la série est alternée, on a
_ k
" 20/

o Z(_l)nu—2)\/7r+2n

n=0

< /T2 ’

14+ u?
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donc
1

du S/ —20/r2(kH) gy,
0

—2\/m 1

2% + 3 — 2\/7

u

Ty (_1)nu—2>\/7r+2n

Jle

0

n=0

Il en résulte que cette expression tend vers 0 quand k tend vers I'infini et donc que

1

2 n —2)\/7r+2n 2 = (_1)n = (_1)n

z _— =2 —_—.

”Zo/ du = Z2n+1—2)\/7r 2}(271—1—1)77—2)\

n= 0 n=
Alors
o . (—1 > == (=D)"2n+1)

/fk(x)dfc_q) A)F27(=A _22 2n—|—17r—2)\ Z 2n—|—17r+2>\ 47T§::0(2n+1)27r2—4k2'

b) La fonction ¢ étant impaire, on a a,(¢) =0, et

™

/ sin(az) sin(nz) dz .

0

2

bn(p) = =

T

En transformant le produit de sinus en somme, on obtient
™

bu(p) = /(cos(a —n)z — cos(a + n)x) dr

Nl

<sm a—mn)r  sin(a+ n)w)

1
i a—n a+n
(-1

B Sln(mr) 1 1
B a—n a-+n

1 2n(—1) sin(a)
T a? —n? '

Comme la fonction ¢ est dérivable en /2, elle est somme de sa série de Fourier en ce point, d’ou
o0
o(m/2) pr )sin(pr/2).
p=0

Dans cette somme, seuls les termes de rang impair ne sont pas nuls. En posant p = 2n + 1, on obtient
alors

‘ 1 o= 2(—=1)"(2n + 1) sin(ar
sin(ar/2) = p(n/2) = Zb2n+1 = ;::0 ( ()2n(+ 1)2 )_ a2( ) :

Choisissons maintenant a = 2\/7 qui appartient bien a U'intervalle | —1, 1[. On obtient

LR 2(-1)"(2n + 1)sin(2)) | o= (—1)"(2n + 1) sin Acos A
sinh =2 Gnr )P a2 2 2n+ 1272 —4)2

n=0
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Finalement

"(2n+1)
cos/\ Z 2n+127T2 4)\2_ /fA

Exercice 25 Pour tout entier & > 0, soit f5 la fonction 27 —périodique définie sur [0, 27 |

par .
fr(z) = (%) -

a) Calculer le coefficient de Fourier c¢o(fx)-

b) Si n > 0, trouver une relation de récurrence entre ¢, (fx) et cp(frx—1), et en déduire

k' jo. s
0 TS —_ N L

k+1
(2imn) gt

Que vaut ¢, (fx) si n est négatif ?

¢) Montrer que si x est positif

el k1
Z g — (k‘ T 1)' ew
s=k+1
En déduire que
27|
< .
len(fi)l < 2775
a) On a
2
(fi) = — / fulz)d !
C = — x)dr = —— .
0\Jk o k P
0
b) En intégrant par parties, si n > 1, on obtient
2 27
" 27 (27T)k+1
0 0
i 2m 2 .
1 e~ "mr k b1 e~ inT
(2m)k+1 {_m wL +/ x —dr
0
27

1 k k=1 _—inx
= — dx .
Sinm (2m)ktlin /w ‘ v
0
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Donc, si k > 2,
1 k

2inm + 2inm

en(fr) = — cn(fr—1) -

Par ailleurs

1 1 . 1
cn(fi) =— + /e‘”daz:— —

2inw ~ (2m)%in

ce qui donne la formule (1) & 'ordre 1. On démontre alors cette formule par récurrence sur k.
Supposons la formule vraie a 'ordre k. Alors

en(finn) =~ L )

2int  2inm
B 1 k+1 K Z’“: (2imn)®
~ 2inm 2inm (2imn)kt! ~ s

1 (k+1)! <~ (2imn)*

2inm (2imn)RTE & sl

(k+1)! T2 (2imn)®

(2imrn)k+2 ~ s ’

ce qui donne la formule a 'ordre k + 1. Elle est donc vraie quel que soit k > 1.

Puisque la fonction f; est réelle, on aura

Cn(fk) = C—n(fk) :

¢) En mettant le premier terme de la somme en facteur, on obtient

i s _ gjk-i-l)' i (k,‘—|—1)' :L,S—(k-l—l) '

sl E+1 !
S. S
s=k+1 ( T s=k+1

Mais le coefficient binomial (kj—l) est plus grand que 1, donc

s!
>1,
4 DI — (R4 D) =
et par suite
(k+1)! 1
st T (s—=(k+1)°
Alors " . .
s s + e s—(k+ +
Soash (B A= =R+ DT (R 1)
Maintenant

(2inm)*  oin (2inm)® (2inm)s
D e D D D D e Bl

s=1 s=k+1 ’ s=k+1

35
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et donc i
. . o0
Z (2@7177)5' _ Z (2m7r)5‘ Z (2nm)® - (2nm)k+t
| | - | - | ’
s=1 s s=k+1 s s=k+1 o (k + 1)
d’ou, sin > 0,
e2nw
<
Par ailleurs !
lco(fr)| = P
et, sin >0,
e—2n7r
len(fr)] = le—n(f)] < k1

On a donc, pour tout entier n de Z,

Exercice 26 Soit f un élément de E. Pour tout entier p on pose

folx) = f(px).

a) Déterminer les coefficients de Fourier complexes ¢, (f,) de f, en fonction de ceux de f lorsque p
divise n.

b) Lorsque p ne divise pas n, montrer que ¢, (fp) est nul
(i) en utilisant 1'égalité de Bessel-Parceval ;
(ii) par un calcul direct.

a) On a, par changement de variable u = pz,

27 2pm

) = 5 [ Som)e = 2 [ sgeivaa,
0 0

Si p divise n, alors la fonction qui & w associe f (u)e_i"“/ P est 2mr—périodique et

2w
1

cally) = 5z [ Fwhe ™ du = o).

0

b) (i) D’aprés la formule de Bessel-Parceval

00 27
> lealh) = 5= [ 1foa)Pie.
n=—oo 0
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et en changeant de variable

o 2pm
1
2 _ 2
> lenlil = g [ 7P,
n=-—00 0
puis, en utilisnt la périodicité de f,
0o 1 2

> lealh)f = 5= [ IfPdu,

n=-—00 0

et enfin, de nouveau d’aprés la formule de Bessel-Parceval

Do lalfp)P= Y lealf)I
Mais
Z |en( fp Z len( fp |2+ Z len( fp = Z |Cn(f)|2+ Z |Cn(fp)|2
n=—oo n=kp n#kp n=—0oo n#£kp
Il en résulte que
Do lealf)l? =0
n#kp

Donc ¢, (fp) est nul lorsque p ne divise pas n.

(ii) En effectuant le changement de variable u = ¢ + 27, on obtient

2pm 2(p—m
1

—22n7r
C (f ) = — / f(U) —Znu/pdu — ki / f _Znt/pdt _ e—22n7r/pc (f )
P opr 2pm P

0 —27

car la fonction qui a ¢ associe f(t)e_mt/p est 2pr—périodique. Si p ne divise pas n, alors e=2"/P est
différent de 1 et ¢, (f}) est nul.

[e.e]
Exercice 27 Soit S(z) = Zanz" une série entiére de rayon de convergence R non nul et

a coefficients réels. Soit r tel que 0 < r < R. Trouver les coefficients de Fourier complexes de la
fonction f,. définie par

fola) = S(re™),

puis les coefficients réels de Re f, et de Im f,.
Application. Soir r dans [0, 1[. Trouver les coefficients de Fourier réels de la fonction g, définie par

1—r2
1+7r2—2rcosx

gr(x) =
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et cette série converge uniformément en z puisque la série entiére converge uniformément sur le disque
de centre 0 et de rayon r. On peut donc permuter intégrale et série ce qui donne

1 2m 00 1 00 2w
Cn(fr) = % /Zakrkeikme—inmdx = % Z/akr et i(k— nmdm
0 k=0 k=07

On a donc
apr™ sin>0

%@J:{ 0 sin<O0

De méme, pour

Re fr(x E anr’ cosnx

on obtient
apr™ sin>0
an(Re fr) — { 27;0 sin ; 0 et bn(Re fr) =0
Enfin, pour
Im f,(z Z a,r" sinn,
on obtient
bp(Im f,) = apr™ et a,(Imf,)=0.

Application

On remarque que

1+4+re
gT’(x) =R 1 — rei = RG(S(TCM)),
ou
142 2z >
R(z) i s +»g;z,

est une série entiére de rayon 1. Donc, si n > 0,

an(gr) =2r" et by(g,) =0.
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Exercice 28 Soit les séries entiéres a coefficients réels

flx) = i apz” et g(x) = i by z"
n=0 n=0

de rayons respectifs R et R’ non nuls. On pose
[e.9]
h(z) = Z anbpa™ .
n=0

Montrer que si —R<u < Ret —R' <v < R/, on a

27
1
h(uv) = Dy /f(ue’t)g(’ue ydt
m
0
En déduire, que si  est un nombre réel,
2
o0 n
1
Z :E' 7= 5o /e(mH)COStcos((ac —1)sint)dt.
o (n!) T )

Posons
fult) = Flue™) et gu(t) = f(ve™).
On obtient deux fonctions 2m—périodiques continues sur R et, si n > 0, du fait de la convergence

normale des séries, on a
en(fu) = apu”™ et cp(gy) = bpo™.

Alors, d’apreés la formule de Bessel-Parceval

21

% /f(ueit)g(veit) dt = Z:%Cn(fu)cn(gv) .

0

Mais

d’otu le résultat.

Si l'on part de

avec u = x et v = 1, on obtient
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Or
€meit€67it _ em(cost-|-isint)—i—(cost—isint) _ e(gc+1)cost—l—i(m—l)sint _ e(w+1)cost(cos((x_1) sin t)—i—i sin(x—l) sin t)) )
On a donc
00 n 1 2T
Z (:!)2 =5 el@tleost cos((@ — 1) sint) dt
n=0 0
car

2 g
/e(ﬁ'l) Stsin((z — 1)sint) dt = / el@rleostgin((z — 1) sint) dt
0 -

est nulle comme intégrale d’une fonction impaire.

CONVOLUTION

Le produit de convolution f * g de deux fonctions f et g de E est défini par

27
frg) = o [ Ha-tatoyde.
0

et l'on a

en(fxg) = en(f)enlg) -

Exercice 29 1) Montrer que le produit de convolution de deux éléments de E est une fonction
continue sur R et que

1 % glloo <[ lloollglloo -

2) Dans I'ensemble E, montrer que le produit de convolution est une loi associative et commutative.
Calculer f x 1. Existe-t-il un élément neutre pour cette loi?

3) Soit e, la fonction qui & z associe e*. Calculer e,*e,. Qu'en déduit-on pour lanneau (E, +,%) ?

4) On pose
1/2

27
172 = { 55 [ 17t
0

Montrer que
If*gll2 < fll2llg]l2-
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1) La produit de convolution étant linéaire par rapport a chaque variable, il suffit de démontrer la pro-
priété lorsque, dans l'intervalle [0, 27 ], la fonction g est une fonction continue sur Uintervalle |a, b,
qui admet une limite finie & droite en a et a gauche en b, et nulle en dehors de [a, b]. La fonction g
se prolonge donc en une fonction continue sur [a, b] et est uniformément continue sur cet intervalle.

e /f:v—t

On remarque que les éléments de E sont bornés. Il existe donc deux constantes F' et G telles que, pour
tout x réel,

On a alors

f(@) <F et |gx)<G.

Soit = et y dans R tels que
O<y—ax<b—a<2r.

On a donc
r—b<y—-b<zrz—a<y—a e 0<(zx—a)—(y—>b)<b—a<2r.

Evaluons la différence 27(f * g(x) — f xg(y)). On a

2r(fxg(z) — f*gly /f:c—t dt—/f(y—t)g(t)dt,

et, en effectuant un changement de variable dans chaque intégrale,

r—a y—a

2n(f *g(x) — [ *g(y) = / f(Hg(w — ) dt — / f(Hgly — ) dt

r— y—b

b
= y/bf() x—tdt+/f g(z —1) (y—t))dt—y/_af@)g(y—

y—b

En majorant les fonction |f]| et |g| on obtient alors

£rg() = Frg] < = ly—al+ 5 [ lole— 1) — gty — 1)l de.

y—b

Lorsque t décrit Uintervalle [y — b, © — a], les nombres = — t et y — t appartiennent a [a, b]. Alors,
comme ¢ est uniformément continue sur [a, b], pour tout € > 0, il existe a > 0 tel que |u — v| < «
implique

9(w) — g(0)] < o
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En particulier, si [z — y| < «, on a

9z — 1) — 9y = B < 5=

d’ou
r—a
€

rG F
_ < _
|[fxg(@) = froly)l < — Iy —al+ - / 55 4t
y—b
ce qui donne

FG €
[fxg(@) = frgy)l < — 1y — @[+ 3.
Ce résultat reste vraie si 'on permute les roles de x et de y, donc, si 'on prend x et y tels que
Em
- i f( 7—7b - ) )
|z —y| <inf (« SFC a
on a

|fxg(x) = frgly) <e,

ce qui prouve la continuité de f * g.

Enfin, on majore simplement

2
1
£rg@) < 5 [ 1@t |dt<—/||f||oo||g||oodt—||f||oo||g||oo,
0

d’ou
[fxglloo <l flloollglloo-

2) On remarque tout d’abord que l'on peut intégrer sur n’importe quel intervalle de longueur 2.
Puisque f est 2r—périodique, on a

frglx+2nm) = /fx+27r—t /fx—t dt = fxg(x),

donc f x g est 2mr—périodique.

En effectuant le changement de variable u = x — t, on obtient

froe /fa:—t -0 /f o~ w)du=5- [ fulgle —u)du=g @),
0

et la loi est commutative.



Ensuite

frlgxh)@) = /f(fc—U)g*h(U)du

= % /f(:n—u) (;ﬂ /g(ut)h(t)dt) du

—Tr

_ 47T2//fac—u (u— t)h(t) dtdu

—T —T

_ 47T2/(/f:nu (ut)du) h(t) dt.

—T N—TT

En effectuant le changement de variable s = u — ¢ dans l'intégrale en du, on obtient

Frlgah@) = 1 / ( / f<:cts>g<s>ds) h(t) dt
_ 47T2/(/f:nts )d) h(t) dt
- L (2177 /f((a:t)s)g(s)ds) h(t) dt

= %/f*g(aj—t)h(t)dt

= (frxg)*h,

et la loi est associative.

On a

f*l——/f

ce qui donne une fonction constante. En particulier 1 x1 = 1.
S’il existait un élément neutre e, on aurait en particulier pour la fonction e, : x — ¥
e*en =€y,

et donc, pour tout n € Z,

cn(e) = cp(e)en(en) = cpexe,) = cp(e,) =1.

FD
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Mais la suite (¢p(e))n>0 devrait converger vers 0, d’oit une contradiction.

3) On a
2 o
1 ) . 1 . '
ep * eq(x) = % / elp(m—t) elat gt — %elpm / ez(p—q)tdt )
0 0

Donc, si p # ¢, on obtient

epxeq(r) =0.
On en déduit en particulier que 'anneau (E, +,*) n’est pas intégre.

Par contre, si p = q,

ep *ep(x) = ep(z) .

4) En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

1/2 2 1/2 o> 1/
1
e / fa—ofat| | [looPa) |5 [iroPa
0 0

donc

[fxg@)] <[ fll2llgll2-

En intégrant sur [0, 27 ], il vient

2 21
/lf*g(w)lzdx <|£II3 ||9||22/d117 =2 | fI3 g%,
0 0

d’ou
27
1
I f*gll3 = 7 /If*g(:v)|2d$ <1 f1309l3,
0

ce qui donne l'inégalité voulue.

2
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Exercice 30 1) Pour tout entier n relatif non nul, montrer que Papplication .7, qui a une
fonction f associe la fonction définie par

I (f)(x) = f(nx)
est un endomorphisme de E.

2) Montrer que
I () * 0(9) = H0(f % ).

3) Etudier la parité de f % g suivant celles de f et g.

4) Soit f et g deux éléments de E vérifiant
Ha(f) =ef+a et H(g)=ng+8,

ott 62 =n% =1 et a et B sont des constantes. Que peut-on dire de S 1(f x g)?

1) On a
A (f) (@ +2m) = f(nw + 2nm) = f(nx) = H(f),

donc 77, est 2r—périodique, et par composition cela reste une fonction continue par morceaux. Donc
¢, est un endomorphisme de F.

2) On a

H,(f) * 75,(g /f nx —nt)g(nt)dt.

En effectuant le changement de variable u = nt, on obtient

2nm
A5, (f) *x 75, (g 2n7r/f nx —u)g(u) du
et en raison de la périodicité
1 27
Half) 5 H()@) = 5 [ Fln — wg(w)du = £ xglna),

0

d’ou
o (f) x K0 (g) = H0,(f * g) -

3) En appliquant ce qui précéde & n = —1, on obtient
A (f) x Ha1(g) = Ha(f *g).

Si f et g ont la méme parité

() *x A 1(9) = f*g,
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donc
HA(f*g)=f*g,
et f* g est paire.

Si f et g sont de parités différantes

HA(f)*x Ha(9) = —f*g,

donc

jf—l(f*g) = _f*gv

et f x g est impaire.

4) On a
HA(fxg)=H1(f)x H1(g) = (ef +a)x(ng + B),

d’otu, en développant,
HA(fxg)=enfrxg+ebfrx1++angx1+afl*1.
Mais f*1, g% 1 et 1 x1 sont des fonctions constantes. Il existe donc une constante A telle que
H(frxg)=enfrxg+A.

Alors, sie =7
HA(frg) = Frg+ A

En particulier, en 0,
fxg(0) = A1 (f *g)(0) = fxg(0) + A,

et A est nulle. Il en résulte que f x g est paire.

Si maintenant € = —n, on a cette fois
A (frg)=—frg+A.

La courbe représentative de f x g est symétrique par rapport au point de coordonnées (0, A/2).

Exercice 31 Pour tout entier n > 1, soit ¢, la fonction de E, qui vaut n sur | —z/n, 7/n|
et Osur [—m, —w/n| U [7/n, w]. Soit f dans E. Montrer que si f est continue en x alors

lim f*gu(z) = /(@).

n—o0




On remarque que

w/n
fo =5 [ faat.
—7/n
Par ailleurs
w/n
f*wﬁx%:é% / flx—t)dt.
—7/n
Alors
w/n
fronle) = 1) = 5 [ (Glo=0 - f@)dr.
—7/n

Comme f est continue en z, pour tout € > 0, il existe a > 0, tel que |u — x| < o implique

[f(u) = f@)] <e.

Sil'on prend n > 7/, on a alors, pour tout t de [—7/n, 7/n],

s
@ =t —al =l < T <a,

et donc
[flx—t) = fla)l <e.
Alors
w/n
frpn@) = f@)| < 5= [ 1fla=-f@lde<e
—7/n

Il en résulte bien que

FD
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sinus ou cosinus.

Exercice 32 Déterminer le produit de convolution f * g lorsque f et g sont une des fonctions
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1) Si f et g sont la fonction cosinus

cos(x — t)costdt

frg(x) =

7
0
o
1
= —/cosaz—Qt + cosz)dt
0
x

4
1 [ sin(z—2t) 2m
= — + tcosx
a7 0
_ cos
2
2) Si f et g sont la fonction sinus
™
1
= — i —t)sintdt
fxg(x) 5 /sm(x ) sin
0
2m
1
= — —2t) — dt
= /(cos(z ) — cosx)
0
1 sin(z — 2t) 2
= — |——————F —tcosx
a7 2 0
_ cosw
B 2

3) Si f et la fonction sinus et g la fonction cosinus

frglx) = %/sin(m—t)costdt

2T
1
= /(sin(m —2t) +sinz)dt
0
1 [cos(z — 2t) T
= — |—— +tsinz
47 2 0
_ sinz
2

Exercice 33 Déterminer le produit de convolution f * ¢ lorsque f est la fonction cosinus ou
la fonction sinus, et g(z) = sur | —m, 7.
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1) Si f est la fonction cosinus, on a, en intégrant par parties,

s

fxg(z) = —/(:c—t)costdt

—T

™

= 3 [(x—t)sint]:rw—k/sintdt

—Tr

™
= —[(:E—t)sint—cost] =0.
—T

2) Si f est la fonction sinus, on a, en intégrant par parties,

s

frglx) = —/(m—t)sintdt

—T

™

= 5 [—(m—t)cost]:r—/costdt

—Tr

= — [—(x—t)cost—sint]ﬂ =-1.
—T

Exercice 34 1) Soit f et g deux éléments de E, et a et b deux nombres réels. Soit F' et G
définies par
F(z)=f(x+a) et G(z)=g(z+b).

Déterminer F'x G en fonction de f x g. Que se passe-t-il sia = —-b?sia=b=7n"

2) Soit a un nombre réel tel que 0 < a < 7/2. Soit f, la fonction paire de E et g, la fonction
impaire de E qui valent 1 sur |0, a[ et 0 sur [a, m]. Déterminer en fonction de f, * f, les produits

92a * 92a, f2a*g2a et f2a*f2a-

1) On a

2T
FGlz) = % /f(:n—l—a—t)g(t+b)dt,
0

et, en faisant le changement de variable uw =t + b,

27+b
FxG(z) = % / fle+a+b—u)g(u)du,
b
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Mais en intégrant sur une autre période,

2T
F*G(x):% /f(ac—l—a—i—b—u)g(u)du:f*g(x+a+b).
0

En particulier, si a = —b
FxG=fxg,

etsia=b=m,

FxG(x)= fxg(z+2m),

donc, en raison de la périodicité,

FxG=fxg.

2) On peut écrire, pour toute valeur de z sauf un nombre fini de points par période,

foa(x) = fo(x —a) + fo(x +a) et gou(x) = folx —a) — folx +a).
Posons
Pa(z) = falz —a) et ta(z) = falz+a).
Alors,
92a * 920 = ((Pa —%)*(% —%) = Qg * Pg + VYq *Pg — 204 * Pq

et d’apres 1),
92a *g2a(1') = fa*fa(w - 2&) + fa*fa(x + 2&) - 2fa*fa(x) .

De méme
faa* f2a(2) = fo * fa(z — 2a) + fox fa(z + 2a) + 2fa x fa(2).
Enfin
faa * 920 = (Pa + Ya) * (Yo — Ya) = Pa * Pa — Yo * Ya,
donc

foa * g20(x) = fo* fo(x —2a) — fo * fo(z + 2a).

Exercice 35 Soit a tel que 0 < a < 7 et f la fonction paire de E qui vaut 1 sur Pintervalle
[0, a] et qui est nulle sur ]a, 7]. Déterminer f * f.

On remarque que, en raison de la périodicité, la fonction f vaut 1 sur [2m —a, 27 +a] et O sur
la, 2m —a].

La fonction f x f est paire. Cherchons sa valeur si 0 < 2 < 7. On a donc

r+a

f o fa /fa:—t /f
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On distingue deux cas.

!

Si x appartient a [0, 2a], on a
—a<lzr—a<alzrz+a<3a<l2r—a,

et donc
T

f*f(ac):2i / dt:%(2a—w).

Si x appartient & [2a, 7], on a
alr—a<lzrz+a<l<nm+a<2r—a,

et donc

2 [P Za<s

Dans ce cas 27 — 2a < 2a.

% f(x)=0.

Si x appartient a [0, 27 — 2a], on a
—a<r—a<la<lzrz+a<22t—a,

et donc, comme dans 1),
a
fxflz)= x / dt = i(2(1—:E).
27 27
r—a
Si  appartient & [2m — 2a, 7], on a

—a<lzr—a<al2r—a<x+a<2m,

et donc
a T+a
1 1 1 1
f*f(:n):—/dt—l—— / dt = — ((2a —z) + (z + 2a — 27m)) = — (4a — 27) .
2 2 2T 2
r—a 2T—a

51

ff,puis fxfxf.

Exercice 36 Soit f la fonction de E, qui vaut 1 sur |0, 7[ et 0 sur | —m, 0. Déterminer
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Si g est une fonction de E, on a

™

2m by
gxfe) = o [ow—0f0at=5- [a-ta,
0 0

et en changeant de variable

gxfa) =5 [ gwdu=- /Og<u>du+/g<u>du — o | [ stwaus [gtu)au

1) Prenons g = f.

Si x appartient a |0, 7 [ alors

—T<r—r<0<zx<m,

et

Si x appartient a |7, 27| alors

O<z—nm<nm<z<2m,

et
fef@) =g [ flaydn=25
Dong, sur | —m, 0[, on a
x
fla)=—5-

On remarque que la fonction f x f est paire.
2) Prenons ensuite g = f « f.

Si 2 appartient a |0, [ alors

—rT<r—r<0<zx<m,
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et

frfefl@) = 1(

1
o) (222 — 27wz + 7?).

Si  appartient a |, 27| alors
O<z—nm<7m<a<2m,

et

Frfxf) = o (/f*f(u)dU+/f*f(U)dU)

s
1
o7
X

] ;Tdu—i—/x%%udu)
= 5 ([ - [er o))

T

1

= W(ﬂj —(z—m)? - (27 — 2)* + 7?)
s
1

= W (—21'2 + 677.%' — 371'2) .

53

Exercice 37 Soit f et g deux éléments de E. Montrer que si x appartient a [0, 7], on a

T4

2nfxg(z) = /f(:n—t)g(t)dt—l—/f(:n—t)g(t—Qﬂ')dt.

Déterminer f * f et f x g lorsque

fl@)=xsur |—m, [ et Q(x):{_ll ZEE ]]—();TjTo[[
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Comme la fonction qui a ¢ associe f(x —t)g(t) est 2r—périodique l'intégrale sur une période ne dépend
pas de la période choisie donc

T+

fro) = 5 / (o~ t)g(e)de

= /fx—t dt+—77rf:1:—t

Alors, comme g est 2r—périodique, on a aussi

s T4

frg@) = o [ fa-tgydrt o [ fla -ty - 2mar

r—T

ce qui donne la formule voulue.

Si x appartient a [0, 7] et t & [z — 7, w], alors x — t appartient & [z — 7, m] qui est inclus dans
[—m, 7], donc

fla=t)ft)=(@ -0t et flz—1t)g(t)=(z—1)sign(t).
Si x appartient & [0, ] et t & [7, v + 7], alors x — t et t — 27 appartiennent & [—7, x — 7] qui est
inclus dans [ —m, 0] donc

fle=t)ft—-2m)=(z—t)(t—2m) et fxz—t)glt—2m)=—(z—1).

Alors
s T+
nf* f(x) = /(x—t)tdt+/(a:—t)(t—27r)dt
x;—:ﬂ " T+
_ /(m—t)tdt—27r /(x—t)dt.

En effectuant le changement de variable u = x — ¢,

27Tf*f(x):/u(x—u)du—27r /udt.

Puis, en raison de la parité

—T

onfxf(z) = -2 [ uwldu—n 2udt
Jeu]
7r
3

—7 ((z— m)% — 712)

3
= —2%—7?:1724—27?2:17.
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Comme f est impaire, alors f x f est paire, et 'on a sur [—m, 7],
2 2

I f(@) = =% 4 alal - 5

Ensuite,

™ T4

2nfxg(x) = /O(t—aj)dt—l—/(aj—t)dt—l— /(t—:n)dt
(t

f*g(:p):%(2ﬂ$—w2):x—§.

Mais, comme f et g sont impaires, la fonction f % g est paire et finalement, sur [—m, 7|

frg(@)=lal -5 -

%)

fonctions f % ---x f. Déterminer les fonctions f telles que
P(f)=0.
En particulier quelles sont les solutions de I’équation

TxT =XT.

Exercice 38 Soit P un polynome non constant. Si f est une fonction de E, on note P(f) la
fonction obtenue en remplacant, lorsque k > 1, le monéme X* par le produit de convolution de k

En raison de la relation

en(fxg) = en(f)enlg)

on a donc, sin > 1,

en(f") = enl(f)"-

Par ailleurs pour la fonction constante 1,

co(l)=1 et cy(1)=0sin>1.
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De plus les applications ¢, sont linéaires. On obtient alors

0= co(P(f)) = Pleo(f)),

donc ¢o(f) est racine de P. Mais on a aussi, si n > 1,

0= cn(P(f)) = en((P = P(0))(f)) = (P = P(0))(cn(f))-

Sin > 1, tous les coefficients ¢, (f) sont racines du polynéme P — P(0). Ils ne peuvent donc prendre
qu’un nombre fini de valeurs non nulles. Mais les suites (¢, (f))n>0 €t (c—n(f))n>0 convergent vers zéro.
Elles sont donc stationnaires et il n’y a qu'un nombre fini de coefficients ¢, (f) qui ne sont pas nuls.

Alors, f est de la forme

N .
f(x): Z )\kezkm7

k=—N

ol \g est racine de P et les autres Ay sont racines de P — P(0) (et peuvent donc étre nulles).

Inversement, si f est de la forme précédente, on obtient

co(P(f)) = P(eo(f)) =0,

car co(f) est racine de P, mais aussi

cn(P(f)) = (P = P(0))(en(f)) = 0,

et la fonction P(f) a tous ses coefficients de Fourier nuls. Comme c’est une fonction continue, on en
déduit que P(f) est nulle.

Si I'on prend le polynéme P(X) = X? — X qui n’a que 1 comme racine non nulle, alors

fla) =D e,
k=1

ou les nombres nq,...,ny sont dans Z.

Exercice 39 Soit f et g deux fonctions réelles de E. Calculer les coefficient de Fourier réels
de f * g en fonction de ceux de f et de g. Que se passe-t-il si f et g ont une parité?

On part des relations
1 .
cn(fxg) =cn(flenlg) et o= B} (an —ibn)

avec by = 0.
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On a alors
cn(fxg) = i (an(f)—ibn(f))(an(g9)—ibn(g)) = i ((an(f)an(g)=bn(f)bn(g))—i((an(9)bn(f)+an(f)bn(g))) -
Alors

((an(9)bn(f) + an(f)bn(g)) -

DO | =

anlF % 9) = 3 (@n(Dan() = balF)ou(g)) et bu(Fxg) =
Lorsque f et g sont impaires, on a a(f) = a,(g) = 0, d’ou
anlf #9) = =3 0l )bulg) et bulfxg) = 0.

Lorsque f et g sont paires, on a b,(f) = by(g) =0, d’out

anlf #9) = 5 an(fanlg) et bu(fxg)=0.

Lorsque f est paire et g impaire, on a b,(f) = a,(g) =0, d’on

an(fx9) =0 et bu(fxg) = 5 an(flouls)

Les roles s’inversent si f est impaire et g est paire.

Exercice 40 Soit f un élément de E dont les coefficients ¢, (f) ne s’annulent pas. Trouver les
valeurs propres et les vecteurs propres de I'application qui & une fonction g de E associe g x f.

Silon a
gxf =2y,

avec g non nulle, et A\ complexe, on trouve, pour tout entier n de 7Z,

cn(g)en(f) = Aen(g) -

Il existe un entier ng tel que ¢y, (g) ne soit pas nul et donc

A= cno(f)-

Pour une telle valeur A, 'ensemble
Ny = {nlen(f) = A}

est fini puisque les suites (¢, (f))n>0 et (c—n(f))n>0 convergent vers 0. On a alors



FD 58

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Lorsqu’une fonction f de E continue admet une dérivée f' sauf en un nombre fini de points par période,
qui se trouve elle-méme dans E, alors

CN(f/) = (in)en(f) -

Exercice 41 Soit ¢ un élément de E. On considére 'équation différentielle linéaire du second
ordre & coefficients constants

af'+Bf +vf=g.

Chercher les solutions de cette équation de classe C! dont la dérivée seconde existe et soit dans E.

Application : on prend
1 sur O, 7]
9@ =1 4

sur | —m, 0]
et on considére 'équation différentielle
r"-f =g

Trouver les coefficients de Fourier de la solution f nulle en 0. Déterminer explicitement f en résolvant
Iéquation dans |0, 7| et | —m, 0[. Cette fonction est-elle impaire ?

En calculant les coefficients de Fourier, on obtient

Cn(g) = acn(f//) + Bcn(f/) + ’ch(f) - (a(in)2 + /B(Z”) + ’Y)Cn(f) :

Si ’équation
—an®+ Bin+~v=0

n’a pas de racine entiére, on a alors

B cn(g)
enlf) = a(in)? + B(in) + v’

et dans ce cas, I’équation différentielle a donc au plus une solution.

Si 'équation
—an? + Bin+v=0
a une racine entiére ng, I’équation différentielle n’a pas de solution si ¢,,(g) est non nul. Dans le cas o

Cno (9) est nul, 'équation différentielle aura une infinité de solutions s’il en existe au moins une puisque,
si fo est solution, alors les fonctions définies par

f(@) = folz) + Ae™T,
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le seront aussi.

Dans le cas o il peut exister une solution, posons

e}

_ Cn(g) inT
folw) = Zoo ain)? + Blin) +~°

n=—

cn(9)
a(in)? + B(in) +

avec la convention que est nul lorsque ¢, (g) est nul.

Comme la suite (¢, (g)) converge vers 0 en +oo, elle est bornée par une constante M, et

cn(9) ‘ M M
a(in)? 4+ B(in) +v| = |a(in)? + B(in) +~| an?’

La série définissant f est donc normalement convergente et fy est une fonction continue sur R.

Soit alors h1 = g — vfo. On a

a(in)? + B(in) (a(in)? + B(in))en(fo) -

Cn(hl) = Cn(g) _’7Cn(f0) = Cn(g) oz(in)2 T ﬁ(m) T =

Comme cy(hq) est nul, et que hy est dans E, on définit hy en posant

hQ(:E) :/hl(t)dt.
0

Alors hsy est dans E et continue et, lorsque n n’est pas nul,

cn(h2) = (a(in) + B)en(fo) -

Soit alors ko définie par

ky = ha — Bfo — co(h2 — B fo) -

On a, pour tout entier n

cn(ka) = alin)en(fo)

et ko est dans E et continue. Alors en posant

on définit un élément de E continu tel que, pour tout n non nul,

cn(hs) = acn(fo) -

Il en résulte que

hs =afg+C

59
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ou C' est une constante. Alors
5= ko = afy
donc f est de classe C', puis
ha = Bf — co(ha — Bf) = afg
et en dérivant de nouveau
hy — Bfy=afy .
c’est-a-~dire
g—fo—Bfo=afy,
ce qui prouve que f{ existe dans E et que

afg +Bfo+vfo=9-

La fonction fy est donc bien solution de I’équation différentielle.
Si 'équation a(in)? + Bin + v = 0 n’a pas de racine entiére, c’est la seule solution.

Si Péquation a(in)?+Bin++ = 0 a une racine entiére ng telle que ¢, (g) soit nul, I'équation différentielle
a pour solutions les fonctions f définies par

f(@) = folz) + Ae™o®

ou A est une constante.

Si I'équation a(in)?+Bin++ = 0 a deux racines entiéres ny et ng telles que ¢, (g) soient nuls, I'équation
différentielle a pour solutions les fonctions f définies par

J(@) = fo(z) + Ae™ + Beinar,

ol A et B sont des constantes.

Application

On cherche les coefficients de Fourier de g. On a

T 0
1 . . 11— (=1
ealg) = 5 /fmﬁ—/fmﬁ Z;—%;L'
0 -

Les coefficients de rang pair sont nuls et pour les coefficients de rang impair

2 1

C2k+1(9) = P m

Alors
en(f" = f) = ((in)* = in)en(f) = ealg) ,
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et done, sin # 0,

I—(=)" 1 1= (=h" 1 1 1—(=1)" 14in
2

en(f) = n(9) = %

(in)? —in in —n? —in T n21—in T n?(n?+1)"

L’équation (in)? —in = 0 admet 0 comme seule solution entiére et c,(0) est nul. Les solutions de

I’équation différentielle sont donc les fonctions f telles que

f(l’)_A*g;O(m)z_me _A+7r]§(2k:+1)2((2k+1)2+1)e :

Si 'on revient aux coefficients réels,

B 4 & cos(2k + 1)z sin(2k + 1)z
flo)=4+2 ; ((2/<;+ D2k +1)2+1) 2k +1)((2k +1)2 + 1)> '

Cette fonction est définie par une série normalement convergente, ainsi que la série dérivée. On retrouve
bien qu’elle est de classe C!. Mais comme les coefficients pairs ne sont pas nuls, la fonction n’est pas
impaire. La solution qui est nulle en zéro est alors

e cos(2k + 1)z — 1 sin(2k 4+ 1)z
f@=2 kzzo <(21<: FD2(Rk+1)2+1)  (2k+D((2k+1)2+ 1)) '

Pour déterminer explicitement cette solution, résolvons 1’équation différentielle.

Les solutions dans l'intervalle |0, [ et nulles en zéro de 1'équation
fl/ _ f/ — 1
sont les fonctions f telles que
flz)=—x+ A1 —¢€").
Les solutions dans l'intervalle | —m, 0] et nulles en zéro de I’équation
f// . f/ -1
sont les fonctions f telles que
flz)y=z+N1-¢").

On a alors
—1—Xe® sur )0, 7|
f(x) =

1—-XNe* sur |-m 0]
La fonction f cherchée est de classe C! sur R. On doit donc avoir les trois relations suivantes

fi(0)=f.(0) donc (1) —1-A=1-=X
f-(m) = f4(=7) donc (2) A(l—e)=N(1-eT)
fl(m) = fi(—m) donc (3) —1—-Xe"=1—-XNe "
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On remarque que l'équation (2) est la différence des deux autres. Les relations (1) et (3) permettent
de calculer A et \'. On obtient

N=24)X=2e" 4+ X",

d’ou l'on tire

2(1 — e™) 2 e~ /2 T
A= e2m —1 __1+e7r__ch% __1+th§’
puis
)\’:A—|—2:1+thg.
Finalement

—x—(l—thg) (1—¢€%) sur [0, 7]

flx) =
x—l—(l—l—thg) (1—¢€") sur [-—m, 0]



