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Définition : "Produit scalaire"
( - . . \
Soit A, B et C trois points de ’espace.
Le produit scalaire des vecteurs AB et AC est le réel défini par :
e AB-AC =0siAB = 0ouAC = 0.
o AB-AC = AB - AC - cos(AB, AC) si AB et AC sont non nuls.
—_— — — 2 —_— . E—
AB - AB = ||AB||” = AB? ou ||AB|| désigne la norme du vecteur AB.
g J
Propriétés :
Pour tous vecteurs u, ¥ et w de I’epace et tous réels a et 3 :
e U-U=V-U
e U-(W+W)=u-v+u-w
e (at)) v=1u-(av) =a(- D)
| o (a) (89) = aB(i- D) )
Théoréme :
[Deux vecteurs U et ¥ de I’espace sont orthogonaux & 1 - v = 0 ]
Théoréme : "Expression analytique du produit scalaire™
4 o N\
Soit (0,7,], k) un RON de I’espace &.
X x'
Pour tous vecteurs u <y> et v <y’>, ona:u-v=uxx"+yy +zz
VA Z’
En particulier : ||d]| = /x? + y? + 22
\§ J
Définition : "Vecteurs normal a un plan”
4 D N
Un vecteur normal 72 & un plan P est un vecteur directeur 1
d’une droite D quelconque perpendiculaire a ce plan.
P
N L % J
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Théoréeme :

Soit 71 un vecteur non nul et A un point de ’espace.

L’ensemble des points M de 1’espace tels que AM -7 =0estle plan passant par A et de

vecteur normal 7.

Théoreme :

-

L’espace est muni d’un RON (0, 7,7, E)

a

Le vecteur 11 (b) est un vecteur noarmal a P.
c

-

Soit P:ax + by + cz + d = 0 un plan avec (a, b, c) # (0,0,0).

Théoreme : "Distance d’'un point a un plan"

4 R N
L’espace est muni d’un RON (0, 7,7, k). A
Soit P:ax + by + cz+d = 0 un plan, A(x4, Y4,24) UN
point de I’espace et H son projeté orthogonal sur P.
H
La distance de A a P est le réel positif AH noté d(4, P)
et tel que : R
ax, + by, +czy +d
AH=d(A,P)=| A ZJ’AbZ A2 |
N
9 ac+o-+c )
Théoréme :
Soit P et Q deux plans de vecteurs normaux respectifs 7 et 71, D et D’ deux droites de
vecteurs directeurs respectifs 1 et v.
P//Q < n et m sont|D//D' & u et ¥ sont|DLP < 7 et u sont
colinéaires colinéaires colinéaires
m v _ P
DI n
n
Q i
A— — D P
PlQenlm DID Sulv D//P &nliu
“ D
m . B i n
n D
Q. |l— P
—/

-
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Définition : "Orientation de [’espace"

(SOit (0,7,7,k) un repére de I’espace.
Soit un observateur se tenant debout, dans I'axe (O, E), les pieds en O et regardant le point I.
Si I’observateur a le point J a sa gauche, le repere est dit direct. Il est dit indirect dans le cas
contraire.

Repére direct Repére indirect
K K

Définition : "Produit vectoriel”

4 N\
Soit U et ¥ deux vecteurs de I’espace. On appelle produit vrctoriel de % et ¥, I’unique vecteur

noté u A v et défini par :
— Si U et v sont colinéaires, alors : 4 A ¥ = 0.

— Sinon, alors :

U A Uestorthogonalaietav
(i, ¥, U A V) est une base directe

—A >

@ ATl = Il - I7]] - [sin@ V)]

Propriétés :
'd N\

Pour tous vecteurs u, U et w de I’epace et tous réels a et S :

e UAV =0 < uetvsontcolinéaires

e UANV=—-VAU
e UAN[WH+W)=UAV+UAW
e WH+W)AU=VAU+WAU

e (a)AV=UA(a¥) =a(UAD)

o (at) A (BV) = af(uUAD)

(. J

Propriété :

Soit % et ¥ deux vecteurs non nuls de I’espace.
Si U et ¥ sont deux vecteurs directeurs d’un plan P, alors le vecteur i A ¥ est un vecteur

normal & P.
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Théoreme : "Expression analytique du produit vectoriel™

Soit (0,7,7, k) un ROND de I’espace.

!

X X 1 ’ AN
Pour tous vecteursﬁ(y) et|y |ona:ins=|" 7 |i- |x 17+ ‘x x,| k
7 ZI zZ Z zZ Z y 'y
Théoreme : "Cosinus et sinus de [’angle de deux vecteurs"
Soit % et ¥ deux vecteurs de I’espace orienté. Alors :
—A o> 1717 . —A > ”l_l-)/\B”
) = — et , = =S
cos(h,v) = gy & Isin@ 9 = 405,

Théoreme : "Aire d 'un parallélogramme — Aire d’un triangle"

-

Soit (0,7,7, k) un RON de I’espace et ABCD un parallélogramme.

En particulier, ’aire du triangle ABD est égale & : % ||E A E” A B

|\

N D
L’aire du parallélogramme ABCD est égale a : ||AB A AD” 5

Théoreme : "Distance d’'un point a une droite"

L’espace est muni d’un RON (0,7,7, k). D

Soit D (A, ) une droite, M un point de I’espace et H son projeté orthogonal

sur D(A,4).

Ladistance de M a D (4, 1) est le réel positif MH noté d(M, D) et tel que : H

-

MH = d(M,D) = l4M A R
' |

Définition : "Produit mixte"

Soit i, ¥ et W trois vecteurs de I’epace.

- o> —

On appelle produit mixte des vecteurs u, v et w, noté (i, v,w) leréel : (U A D) -w

Propriétés :

a a' a"
Soit u <b> v| b' |etw| b" | trois vecteurs de I’espace.
C CI C"

a al an
b bl bn
c Cl CH

2) U, v et w sont coplanaires = (UAD)-w =0

1) WAD)-w=det(u,v,w) =

(.

J
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Propriété :

Soit (1, ¥, W) une base orthonormée.

- o5 —

1) (u,v,w) estdirecte = (UAD)-w=1

- o> —

2) (U, v,w) estindirecte & (UAV) W = —1

Théoreme : "Volume d’un parallélépipede"

L’espace est muni d’un ROND (0, 71,7, E)
Soit ABCDEFGH un parallélipipéde et VV son volume. Alors :

V = aire de la base X hauteur

— |(4B A 4D) - AF| = |det(AB, D, 4E)|

Théoréeme : "Volume d’un tétraedre"

Vs

L’espace est muni d’un ROND (0, 1,7, E)
Soit ABCD un tétraédre, V son volume et h la hauteur issue de A.

Alors :

HV= éaire de la base X hauteur
= |(4B A 4C) - 4D| = %|det(4B, 4C, 4D))|

|(ABAac)4D)| c
]

2) h =

&

Théoréme : "Distance de deux droites"

Vs

L’espace est muni d’un RON (0,7,7, k). D’
Soit D(A, ) et D'(A’,u’) deux droites non coplanaires, H et H' les D
intersections de D et D' avec leur perpendiculaire commune. O

La distance de D(A, %) & D'(A’,u’) est le réel positif HH' noté —

() R\

Jaw

d(D,D") et tel que :

d(D,D") = HH' =

-

Définition : "Sphere"

Vs

L’espace est muni d’un RON (0, 7,7, E).
Soit I un point de 1’espace et R un réel strictement positif.

On appelle sphere de centre I et de rayon R, I’ensemble des
points M de I’espace tels que IM = R. On la note : S(I, R). '
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Conséquence : "Equation cartésienne d 'une sphere"

(L’espace est muni d’un RON (0,77, k).
Soit I(a, b, ¢) un point de I’espace et R un réel strictement positif.
Une équation cartésienne de la sphére S(I, R) est :
(x—a)*+ (y—b)*+(z—b)?> =R?

Théoreme : "Section plane d’'une sphere"

L’espace est muni d’un RON (0, 7,7, E)
Soit S(0, R) une sphére de centre O et de rayon R. Soit P un plan, H le projeté orthogonal
de O sur P. Posons h la distance de 0 a P (h = OH).

1) Sih > R,alors SN P = @. Donc S et P sont disjoints.
2) Sih =R,alorsSn P = {H}. Donc S et P sont tangents en H.
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