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Chapitre 5 Produit Vectoriel

Produit vectoriel

Définition 1 : Repére direct de I'esapce

Un repére (O;Z’,f, IZ) est de sens direct sile « bonhomme d’ampere » placé sur ’aze
(0z), les pieds en 0, la te du coté des z positifs et regardant les graduations positives de
Paze (Ox), a les graduations positives de l'aze (Oy) sur sa gauche.
Dans le cas contraire, le repere est dit indirect ou rétrograde .

Remarque : Dans un repere direct, le pouce, I'index et le majeur de la main droite indiquent
les axes positifs.

lllustration :

( )

repere direct repere indirect

\ J/

Définition 2 : Produit vectoriel

Soient U et U deux vecteurs de [’espace.
On appelle produit vectoriel de U et U, et on note U AT, lunique vecteur W tel que
— = o= — .,
e W= 0 siu et ¥ sont colinéaires.
o U est tel que :
o sa direction est orthogonale d U et U ;
o son sens est tel que la base (ﬁ, v, @) soit orientée dans le sens direct ;

o sa norme est ||W]| = |[d|| x ||V]| x |sin(u, T)|.

Théoreme 1 (admis) : Propriétés du produit vectoriel

Pour tous vecteurs U, v et W et pour tout réel k, on a :
o Antisymétrie : AU = —uU AU
o Distributivité par rapport a laddition : (TZ + 7) ANG=UAND+UAW
o Compatibilité avec la multiplication par un scalaire : U N kU = k (17 A U)
e Produit nul - A0 =0
e Le produit vectoriel n'est pas associatif : c’est-a-dire qu’en général (d AN U) A w
n’est pas égal & U A (U A w)
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Théoréme 2 : Coordonnées d’un produit vectoriel

Dans une base orthonormale directe (O; 1, j, k)
/

i i yz' —y'z
o =5 o —
Sitd|y |etsiv]| v | alorsu ANV | za' — 2w
z Z xy — 'y
x x
Démonstration : Soient 7 | y et v o deux vecteurs dans un repere orthonormal
/
z z

direct (0;1,7, E)

Le repére étant orthonormé direct, on a par définition :

- = = - = - N
i/\i:g JANT =— kNT =

ing=k ing=0 KA =—1
i Nk =—] TAkE=7 KAk=0

Par ailleurs, selon les coordonnées des vecteurs, on a

—

q=x7 +y5 + zTc)
7= x'?—l—y'y—kz/z
En développant le produit vectoriel, on obtient :
UNYT = (x7+y7+zz)/\(x'7+y'7+z%>)
I I T T i~ i~ 7
= i Nt +ay i N)+axz it Nk+yr g Ni+yy i NGty ANk +---
s = e
etz kANt 2y kN g+ 22 kA
et en utilisant les définitions rappelées en début de preuve
= 6 + acy'z — 56217 — yx/z + 8 + yz'_z'> + za/? — zy'7 + _0>

—

= (y' —y'2) 0 + (22 = Z2)] + (2 — ya)k

Applications du produit vectoriel

Aire d’un triangle/parallélogramme

Proposition 1 : Aire d’un triangle

L’aire A d’un triangle ABC' est donnée par

A:%H@/\ﬁH

Démonstration : Soit ABC un triangle. On considére la hauteur issue de C. On note h sa
longueur.
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AB AB x AC'si 1
_ xh: X Csmaziﬂﬁ/\ﬁﬂ

5 2 2

O

Remarque : L’aire d’'un parallélogramme étant le double de l'aire du triangleforme par
trois sommets de ce parallélogramme, on a

SABC’D = ||A—B>/\A—C>Y||

Equation d’un plan de ’espace

Théoréme 3 (admis) : Equation d’un plan

Soit P un plan de l’espace. Il existe des nombres réels a, b, ¢ et d tels que (a,b,c) #
(0,0,0) et tels que P soit I'ensemble des points M de coordonnées (x,y,z) vérifiant
ar +by+cz+d=0.

Réciproquement, ’ensemble des points M de coordonnées (x,y, z) telles que ax + by +
cz+d=0 avec (a,b,c) # (0,0,0) est un plan.

Définition 3 : Equation cartésienne

L’équation ax + by + cz + d = 0 est appelée équation cartésienne du plan P.

Théoréme 4 : Vecteur normal a un plan

Soit P un plan d’équation cartésienne ax +by+ cz+d = 0. Le vecteur N(a; b; c) est un
vecteur normal au plan P.

Théoréeme 5 : Distance d’un point & un plan

Soit P un plan d’équation cartésienne ax + by + cz+d =0 et A un point de [’espace
de coordonnées (x;ya; za). La distance 6 du point A au plan P est donnée par :

- |cw:,4 + byas + cza + d|

Va2 + b2+ 2

d
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lllustration :

r

- ]axA + byas + cza + d|

e e

\ J/

Démonstration : Soient A un point de I'espace de coordonnées (x4;y4;24), P le plan d’équa-
tion cartésienne ax + by + ¢z +d = 0 et M(x;y; z) un point de ce plan.
La distance de A au plan P est par définition la longueur AH ou H est le projeté orthogonal de
A sur P. N
Le vecteur NV est un vecteur normal au plan. On exprime de deux manieres différentes le produit
scalaire N - AM.

(¢ N — —_— - —

N[ b | -AM | y—ya | =||N|| x ||[AH]|| x cos(N; AH)

c Z— 24
—_

alx —xa)+ by —ya) +c(z — z4) = Va? + b2 —1—02\]@“0%(]7; AH)
—
N

ax +by +cz —axg —bys —czp = \/a2—|—b2+02||ﬁ||cos( ,ﬁ)

Or M (z;y; z) appartient au plan donc axz+by+cz = —d et les vecteurs N et AH sont colinéaires

donc cos(ﬁ; ﬁ) =41

| —arq —bys —cza —d| = \/a2—|—b2+02||ﬁ|
lax s + bya + cza + d

AH =
VE+ RT3

0

Ezemple : Soit A le point de coordonnées (—4;5; —1) et P le plan d’équation cartésienne
3r—3y—2z+1=0.
La distance du point A au plan P est égale a

O Bx(=4)—-3x5-2x(=1)+1] |-12—15+2+1] 24y22 1222

0 \/32 +(=3)2+ (—2)2 V22 22 11
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Moment d’une force

Soit une planche en équilibre au bord d’un muret. Pour la déséquilibrer, on peut poser
une charge sur la partie en porte-a-faux, au-dessus du vide. La capacité de cette charge a
faire basculer la planche n’est pas la méme suivant qu’elle est posée prés du muret ou au
bout de la planche. De méme on peut, au méme endroit, placer une charge plus lourde et
constater une différence de basculement.

M
W

Le « pouvoir de basculement »dépend donc de 'intensité de la force, mais également de la
position relative du point d’application de la force, et du point de rotation réel ou virtuel
considéré.

On integre ces trois composantes du probleme par le modele de moment d’une force, qui
représente I'aptitude d’une force a faire tourner un systeme mécanique autour d’un point
donné, qu’on nommera pivot.

Définition 4 : Moment d’une force

ﬁ
Le moment d’une force F s’exercant au point P par rapport au pivot O, est le
vecteur

—

— -

ou N\ désigne le produit vectoriel.
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