Chapitre 8
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8.1 Vecteurs et points

Les éléments de R? ou de R® sont généralement considérés comme des points (du plan ou de l'espace) mais on
peut aussi les considérer comme des vecteurs. On précise cette notion ci-dessous.

Il est d’usage de noter les vecteurs par une lettre surmontée d’une fleche, comme ceci : . Le vecteur de R? ou
f —
de R? dont toutes les coordonnées sont nulles est noté 0.

Définition 8.1  On définit sur R? et R® deux opérations, 'addition et la multiplication par un scalaire (c.-a-d.
un élément de R) :

pour tout W = (uy,uz) € R? et ¥ = (v1,v2) € R? on pose @ + 0 = (u1 + v1,us + v2) ;

pour tout @ = (u1,us) € R? et Ae R on pose - u = (Auy, Auz) (on peut également écrire Au’) ;

pour tout W = (uy,uz,us3) € R® et ¥ = (v1,v2,v3) € R® on pose W + ¥ = (uy + v1,us + v, u3 + v3);
pour tout w = (u1,ug,u3) € R® et A€ R on pose A- u = (A, Aug, Auz) (on peut également écrire A\w’).

Proposition 8.2 L’addition et la multiplication par un scalaire définies sur E = R? ou E = R?® vérifient les
propriétés suivantes :
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pour tout w € E: W + 0 =6)+
pour tout (', 7)€ E? : W + +
pour tout (', v, w)e E*: (W+70)+w
pour tout w € E, il existe v € E tel que
pour tout (A, p, W) eRZ X E: A+ (p- ) = (X
pour tout (A, p, W) eRZ X E: (A +p)-w = (
pour tout (A, @, 0) eRx B> : A (W + 7)) =

—

pourtout w e E:1-%W =71}

)

pour tout ()\,H))ERXE:/\'UZE)Siet seulement si A = 0 ou @ = 0.

(La preuve de ces propriétés est laissée au lecteur.)
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Définition 8.3 Un ensemble E qui, comme R? ou R3, est muni de deux opérations, ’addition et la multipli-
cation par un scalaire (c.-a-d. un élément de R), et qui vérifie les propriétés de la proposition 8.2, s’appelle un
espace vectoriel réel. (Ses éléments sont alors appelés des vecteurs.)

Définition 8.4 Si A = (ay,a2) et B = (b1, by) sont deux éléments de R?, on note AB = (by —ay,by —as); les
—>

éléments de R? étant représentés par des points du plan, on représente alors le vecteur AB par une fleche issue

de A et pointant sur B :

B

P

A
De méme, si A = (a1, as,a3) et B = (b1, ba, b3) sont deux éléments de R3, on note AB — (b1 —aq,ba—ag,bs—as).

—
Si AB = w0, on écrit aussi B= A+ u.

Remarque 8.5

(a) Si A, B, C et D sont quatre points du plan, alors AB = CD si et seulement si (ABDC) est un pa-
rallélogramme :

(b) Si A, B et C sont trois points du plan, on a AB + BC = AC :
7
B

(¢) On en déduit que si A, B et C sont trois points du plan, le vecteur AB + 1@) peut-étre représenté par

AD ot le point D est tel que (ABDC') est un parallélogramme :
B

8.2 Produit scalaire et norme

Définition 8.6 On définit le produit scalaire sur R? et R? par les formules suivantes :
— pour tout w = (uy,uz) € R* et ¥ = (v1,v2) € R? on pose (U | ©) = ujvy + ugvy;
— pour tout w = (u, Uz, us) € R3et v = (v1,v2,v3) € R? on pose (W | 0) = uyvy + ugva + uzvs;

le produit scalaire de deux vecteurs est un nombre réel.

Proposition 8.7 Le produit scalaire défini sur E = R? ou E = R? vérifie les propriétés suivantes :
(a) le produit scalaire est bilinéaire, c.-a-d. :
— pour tout (uy,us, v) € E* et (A1, Xa) € R? : (Mg + Xotiz | ©) = M (a7 | ©) + Ao(uz | )5
— pour tout (', 07,03) € E® et (p1, u2) € R : (W | pao7 + povs) = |
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(b) le produit scalaire est symétrique, c.-a-d. : pour tout (u’,v) € E? :
(¢) le produit scalaire est défini positif, c.-a-d. :

— le produit scalaire est positif, c.-a-d. : pour tout w € E : (

— de plus pour tout ' € E : (uw | w) = 0 si et seulement si u

(La preuve de ces propriétés est laissée au lecteur.)

5@- Définition 8.8 On définit la norme (dite euclidienne) sur R? et R® par |o| = 1/ (W | @), c.-a-d.

— pour tout w = (uy,uz) € R? : |0 = 1/u? +u3;
= (u1,ug,u3) € R : |0 = 4/u? + u3 + u3.

—
Eﬂ- Remarque 8.9 La norme d’un vecteur AB représente la distance entre A et B.

S

— pour tout

(a) pour tout we Eet AeR: AU = |\ |u];

Proposition 8.10 La norme euclidienne définie sur E = R? ou E = R? vérifie les propriétés suivantes
(b) pour tout w € E : |u] = 0;

(c) pour tout we E : || =0 si et seulement si u = 0.

(La preuve de ces propriétés est laissée au lecteur.)

Théoreme 8.11  (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit F = R? ou E = R3;
(a) pour tout (uw,v") € E? on a : (@ | 2)| < |- |7
(b) pour tout (u,?’) € E® : |(

— | —>

W | V)| =[] ||| siet seulement si W et ¥ sont colinéaires.

par :

. — - — | — — — — e s s . . N

Preuve : Siw =0 alors (u | 0) =0, |[u| =0 et @ et v sont colinéaires; il n’y a donc rien & montrer dans
7’ . e g . N . . ’ ’ .

ce cas. On suppose donc désormais w + 0 et on considere la fonction polynomiale de degré 2, définie sur R

PO =\ + 0| AT +70) = |\u + 73
(a) d’apres la proposition 8.7 et la definition 8.8, on a :

P(A) = [@IPN +2(7 | D)X + [0

de plus, pour tout A € R, on a P(A\) > 0; le discriminant de P()) est donc négatif ou nul (s'il était
strictement positif, P(\) aurait deux racines réelles distinctes, \; < Ag, et on aurait P()\) < 0 pour
A€M, A2]); on a donc :

4(W |0 =47 P|v)* <0
coard. : (T D)

2 < |@)?|7°)?, d’ott, en prenant la racine carré :

(@ [ D) < ) [ 275
(b) d’apres ce qui précede, si [(@ | v')| = || - |7, alors le discriminant de P()) est nul, donc P(\) admet
exactement un racine réelle ; mais P(\) = [A%W + 0|2, donc si P(\) = 0, alors AW+ ¥ = 0, ce qui montre
que u et v sont colinéaires.

O
Théoréme 8.12 (Inégalité triangulaire)

Soit £ = R? ou E = R3;
(a) pour tout (w,v)e E?ona: |u+ 0| < |u]+|7;

(a’) pour tout (A, B,C)e Eona: HzﬁH < HEH + Hﬁ“ ; autrement dit : la distance de A & C est plus courte
que la somme des distances de A & B et de B & C' (d’ott le nom d’inégalité triangulaire).
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(b) pour tout (7, 7)€ E2 :si W + 0 et si 0"+ 0 alors |7 + 7| = |@] + |7 si et seulement si @ et v

.. ~ . — = . — ey ;o S 4z A
sont colinéaires de méme sens. (Si w = 0 ousi v = 0, I'"énoncé n’a pas d’intérét.)

Preuve :
(a) D’apres les définitions et les propriétés du produit scalaire et de la norme euclidienne, on a
|7+ 72 = (@ + | @+ ) = [+ 2(7 | V) + [0
d’apres l'inégalité triangulaire, on a donc :

2
|w + 2 < @) + 207 2] + 217 = (127 + [97))

dou: |7+ ¥ < [ + 7] _
(b) on suppose w + 0 et v £ 0 ; d’apres les calcul qui précedent, on a |w + ¥’ = || + [V si et
seulement si (@ | ©) = |@] - |v’| donc, d’apres le théoréme 8.11 (cas de 1'égalité dans l'inégalité de
— — s — d — d — — .
Cauchy-Schwarz), @ et v sont colinéaires, et comme w + 0 et v & 0, ona v = Au avec A % 0; mais

alors (v | ) = (W

A@) = M| @2, or (7| 7)) = |@] - |7 > 0, done A > 0. O

%ﬂﬂ- Définition 8.13 On dit que deux vecteurs u et v sont orthogonaux si (u | ") = 0.

8.3 Déterminant

Définition 8.14

(a) Soient w = (u,us) et © = (v1,vs); on appelle déterminant des vecteurs u et ¥ le nombre :

Uy U1

det(w,?") = -

= U1V2 — UQV7.

(b) Soient W = (u1,uz,us), v = (v1,vs,v3); on appelle déterminant des vecteurs w’, v et W le nombre :

Uup V1 w1
d — — —
et(W, v, W) = | ug V2 Wa | = UgU2Ws + UV3W] + UV Wo — UVaW] — U V3Wa — UV W3,
U3z vz w3

Remarque 8.15 La formule du déterminant de deux vecteurs de R? est facile & retenir. Celle du déterminant
de trois vecteurs de R? est plus complexe. Pour la mémoriser, on utilise la méthode suivante connue sous le nom

N . z —_— —> —> s soN 3N .
de « régle de Sarrus » : on dispose les coordonnées de (uw, v, w) en carré, et on répete les deux premieres lignes
en dessous du carré ainsi formé :

Uy V1 wy
Ug V2 W2
Uz vz ws
U1 U1 W1

Ug Vg W2

7 . —_—> —> —> . 7, . .
le déterminant de (w, v, w) est une somme dont trois termes sont affectés d’un signe « + » et trois termes
affectés d’un signe « — »; ils correspondent aux produits des termes regroupés selon les figures suivantes :

signe « + » signe « — »
v wi upr U1
w2 Uz

— — —>
det(u, v ,w) = U1VW3 + U2V3W1 + UV1 Wy — U3V2W1 — UTV3W2 — UV W3
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Proposition 8.16 Le déterminant défini sur E = R? vérifie les propriétés suivantes :
(a) le déterminant est bilinéaire, c.-a-d. :
— pour tout (i1, uz, v) € B3 et (A1, A\2) € R? : det(\uy + A\otiz, ) = Ay det(uy, ©) + Ao det(uz, V) ;
— pour tout (W, v1,03) € E® et (u1, u2) € R? : det(W, 107 + povz) = py det(w,v7) + po det(w,v5) ;
(b) le déterminant est antisymétrique, c.-a-d. : pour tout (u’, ") € E? : det(v’, w) = — det(w, ") ;
(¢) le déterminant est alterné, c.-a-d. : pour tout (u,v") € E? : si w = v alors det(u’, v") = 0.

(La preuve de ces propriétés est laissée au lecteur.)

Proposition 8.17 Le déterminant défini sur E = R? vérifie les propriétés suivantes :

(a) le déterminant est multilinéaire, c.-a-d. :

— pour tout (U17’LL2, W ) e E'et (A1, A2) € R? det()qu_f-l-)\zzTQ), v, U) =)\ det(u_f, v, U)—i—)\g det(u_g), v, U) ;
— pour tout (,v1,02, W) € E* et (p1, p2) € R? . s det(W, p1v1 + povz, W) = p1 det(W, o1, w) + p2 det(w, vz, W) ;
— pour tout (W, V', w1, ws) € E* et (v1,10) € R? : det(W, V', v1wr +1ow3) = v1 det(W, 0, w1) +vo det (W, 07, w3) ;
(b) le déterminant est antisymétrique, c.-a-d. : pour tout (u, v, w) € E> :
— det(V, W, W) = —det(w, vV, W) ;
— det(W, v, W) = —det(u, vV, W) ;
— — — — — —
— det(w,w,v) = —det(w, v, w);
(¢) le déterminant est alterné, c.-a-d. : pour tout (u, v, w) € E> :
— si W = v alors det(w, v, w) = 0;
. — — — — >
— sl W = w alors det(w, v, w) = 0;
. — — — —>
— si ¥ = w alors det(w, v, w) = 0;

(La preuve de ces propriétés est laissée au lecteur.)

8.4 Produit vectoriel dans R?

Définition 8.18 Pour tout u = (uy,uz, u3) € R® et ¥ = (v1,v2,v3) € R® on définit le produit vectoriel de

5
et v par :
— — .
WAV = (Ugu3 — U3V2 , U3V — UIV3, ULV — U1 ) ;

le produit vectoriel de deux vecteurs est un vecteur.
Proposition 8.19 Le produit vectoriel défini sur E = R? vérifie les propriétés suivantes :

(a) le produit vectoriel est bilinéaire, c.-a-d. :

— pour tout (u7,uz, V) € E? et (M, A\2) € R?: Mg + X)) U = A (UTAV) + Aa(Uza V) ;

A
— pour tout (w,v7,02) € E® et (ju1, po) € R? : W (107 + pov3) = pur (W a07) + po (W A03) ;
(b) le produit vectoriel est antisymétrique, c.-a-d. : pour tout (w,0) e E? : U, u = —(W.0);

)
(¢) pour tout (w, v, w) € E? (_>A7 W) = det(ﬂ) v, @’)

(d) pour tout (u,v’) € E? . W, 0 est orthogonal & W et & ¥, c.-a-d. (WL T W) =0et (WU | V) =0;
) pour tout (797)6152 || H2 + (W 0)? = [w)?- H?H27

) (v, v

. . —> e . 7 .
, ) = 0 si et seulement si u et v sont colinéaires;

(e
(f
Preuve : Les propriétés (a) a (e) s’obtiennent par calcul direct. La propriété (f) résulte de la formule (e) et du
théoreme 8.11 (cas de I’égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz). O

pour tout

8.5 Familles libres, familles génératrices et bases

Définition 8.20 Soient E un espace vectoriel, n € N et (a7, ..., u,) € E™ une famille finie d’élément de E ;
(a) on dit que la famille (w7, ..., u,) est liée s'il existe (A1,...,A,) € R™ tel que (A1,...,\,) F (0,...,0) et
— —
Aur + -+ At = 0 (on dit que A\jay + -+ - + A\, = 0 est une relation non triviale sur (uy,...,u,));
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(b) sila famille (uy,...,u,) n’est par liée, on dit qu’elle est libre ; autrement dit : (uy, ..., u,) est libre si pour
—

tout (A1,...,A,) €R™ on a: A\juy + -+ Aty = 0 si et seulement si (Ag,...,A\,) = (0,...,0);

(c) on dit que la famille (u7,...,u,) est génératrice si pour tout v € E, il existe (\1,...,\,) € R™ tel que
— > — . — . < s — —>
v = Auj + -+ A, (on dit que v est combinaison linéaire de uy, ..., uy,).

(d) on dit que la famille (u7,...,u,) est une base de E si elle est libre et génératrice.

Remarque 8.21  Si une une sous famille (a7,...,u,) € E? de (a7,...,u,) € E™ (ot 1 < p < n) est lide

par une relation non triviale \juy + -+ + A\pu, = 0, alors la famille (U1, ..., u,) € E™ est liée par la relation

Aur + -+ )\pu_z,) +0upyr +-- + 0w, = 6> qui est également non triviale.

Définition 8.22 (Cas de deux vecteurs liés)
(a) Si une famille de deux vecteurs (u’, v’) est liée, on dit que U et ¥ sont colinéaires.
(b) Siu # O et v :Ic 0 et s’il existe A € R tel que v" = A\w’, on dit que w et v sont colinéaires de méme sens.

(c) Siw + 0 et v+ 0 et s'il existe A € R™* tel que ¥ = Au, on dit que W et T sont colinéaires de sens
Opposés.

Exemple 8.23
(1) La famille (e7,e3) de R?, ot &7’ (1,0) t ep =
(2) La famille (e7,e3,e3) de R?, o1 &7 = (1,0,0),
canonique de R?.

(0,1), est une base, appelée base canonique de R?.
es = (0,1,0) et e3 = (0,0,1), est une base, appelée base
Théoréeme 8.24

(a) Une famille (u’, ©") de deux vecteurs de R? est libre si et seulement si det(w,
(b) Une famille (o, v",w) de trois vecteurs de R? est libre si et seulement si det(

)+ 0.
W) + 0.

N
v
=
(% )
Preuve :
E (a) on pose A = ujvy — uzvy ; on va montrer que (u, ') est lide si et seulement si A = 0;
on suppose tout d’abord A = 0 et on distingue deux cas :
— si w =0, alors (u,?) est liée; il n’y a rien a montrer dans ce cas 13 ;
. —
— siuw £0,ona:

v —uv = (0,—-A) =(0,0)
{ VW —u® = (A, 0)=(0,0) (%)

or w # 0 donc (vy, —uy) % (0,0) ou (va, —us) % (0,0), ce qui montre qu'une des deux relations qui
précedent est non triviale, c.-a-d. que (U, V) est liée;
réciproquement, on suppose que (u’, v’) est liée par une relation A\u + pv = 0 ou (A p) % (0,0); on a
alors :
w, v v,
0 =det(uw,\u + uv’) = Adet(w, W) + pdet(w, V) = pA
or \+0oup+0douA =0.

{O=det()\7+u7,7)=)\det( , V) 4+ pdet(v, ) = AA

— — —>

= (b) on pose A = ujvows + Ugv3W1 + UzV1Wa — U3V2W] — UIV3We — UV W3 ; ON va montrer que (w, v, w) est
liée si et seulement si A = 0; on procede comme au point précédent, mais les calculs sont plus complexes;
on donne les expressions suivantes de A (dans lesquelles on peut relever de nombreuses symétries) :

A=y (U2w3 — 1}37112) + U1 (’wQU3 — UJ3UQ) + ’wl(UQUg, — ’U,3’Ug)

A = ug(vswy — viws) + va(wsu; — wiug) + wo(uzvy — ugv3)

A = ug(viwe — vowr) + vs(wiug — wouy) + ws(urve — ugvy)
on suppose tout d’abord A = 0 et on distingue trois cas :

. — - — — — i . . N
— siw = 0 alors (u, v, w) est lie; il n’y a rien a montrer dans ce cas la;

=l
=l

— siu+ 0 et si (ugv3 — ugvs , uzv] — U3, uivy — ugwy ) = (0,0,0), alors la famille (
la famille (, v", W) est donc également liée; en effet, on a :

) est liée et

)

Ula)* U17 = ( 0 77(U11)2 — UQ’Ul) 5 u3v1 — U3 ) = (O, 0, O)
’027 — UQU) = ( U1V — U2V1 0 s —(’LLQ’Ug — U3U2) ) = (0, 0, 0)
v3UW —u3V = (—(uzvy —u1v3), UV3 — U3V , 0 ) =(0,0,0)
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or w # 0 donc (vy, —u;) # (0,0), (ve, —uz) % (0,0) ou (vs, —u3) % (0,0), ce qui montre qu’une des
trois relations qui précédent est non triviale, c.-a-d. que (u’, V") est lide;

=
— si W # 0 etsi (ugvz — uzvy, uzvy — ugvs, u1v2 — uzvy ) F (0,0,0), on a :

(’Ugwg — ’0311.)2)7 + (U)QUg — w3u2)_>
— —
(’03’(1}1 — ’()111.)3) u + (w3u1 — ’U}1U3)

U+ (ugv3 — uzv2)wW = (A,0,0) = (0,0,0)
v
(1)1’(1)2 — ’Ug’wl)ﬂ) + (w1u2 — wgul)T

+ 0,0,0
+ (Ug’l)l — U1’03)B = (0 A 0) (0,0,0) (**)
+ (’U,li)g - ugvl)w = (0, O A) (O, 0, 0)

or, par hypothese, dans les trois expressions qui précedent, au moins un des coefficient en facteur de
— . 5 . . o N — — —>

w est non nul, ce qui montre qu'une des trois relations est non triviale, c.-a-d. que (w, v, w) est

lie ;

réciproquement, on suppose que (7, 7, W) est lide par une relation A% + p? + v = 0 ot (A, p,v) +
(0,0,0); on a alors :

0=det(A\w + pv +vw, v, w) = Adet(w, v, w) + pdet(v, v, w) + det(w, v, w) = AA

/“‘L ) ) ) ) ‘LL ) ) ) )

0 = det(W, \u + pv + vw,w) = Adet(w, @, w) + pdet(w, v, w) + det(W, w, W) = pA

0 = det(uw, VU, AU + pv +vwW) = Adet(w, v, W) + pdet(w, v, V) + det(w, v, W) = vA
or A£+0,u+0ouv+0dould=0. O

Théoréme 8.25
(a) Soit (@, v") une famille libre de R?; alors (o, ") est une base; plus précisément : pour tout vecteur X
de R?, il existe un unique couple (A ) e R? tel que X = \w + 140" ; les nombres \ et u s’appellent alors
les coordonnées de X dans la base (W, 0);
(b) soit (u’, ¥",w) une famille libre de R?; alors (u”, 0", W) est une base; plus précisément : pour tout vecteur
X de R3, il existe un unique triplet (\, i1, v) € R? tel que X = 7 + WU + vw ; les nombres A, p et v
s’appellent alors les coordonnées de X dans la base (W, 0, W).

Remarque 8.26  Du théoreme 8.25 on déduit immédiatement que trois vecteurs de R? sont nécessairement
liés, et que quatre vecteurs de R? le sont également.

Preuve du théoréeme 8.25 :
N
E (a) On montre d’abord Pexistence de (), p) : on pose u = (u,uz), v = (vi,ve) et X = (x1,2); on note
A = det(w,?’) et on considere la base canonique formée des vecteurs e; = (1,0) et ez = (0,1); on sait,
d’apres le théoreme 8.24, que A # 0; on a alors, d’apres la formule (*) de la preuve de la proposition 8.24 :

o= 2.w-22.y
= = .u--=.
A A
g R i S
g =—— et
A A
g .. c . — — Erd . .. c . — —
or X est combinaison linéaire de e; et es donc X est aussi combinaison linéaire de w et v ; plus
;e 74 — — Nl — — T1V2 — T2V1 T1U2 — T2U1
précisément : X = x1e1 + xoes d'ou X = Au + pv avec A = B — et u = YN

Par ailleurs, si X = MU 4 0 = XU + po v, alors (A — X)W + (g1 — p2) v = 6), or (u, ) est une
base de R? donc A\; — Ay = pu1 — pg = 0 d’ont (A1, 1) = (A2, 12), ce qui montre 'unicité de (A, p).

= (b) On montre d’abord l'existence de (X, ,v) : on pose w = (uy,ug,u3), v = (v1,v2,v3), W = (w1, wa,ws)
et X = (x1,22,73); on note A = det(w, v, w) et on consideére la base canonique formée des vecteurs

er = (1,0,0), es = (0,1,0) et e3 = (0,0,1); on sait, d’apres la proposition 8.24, que A # 0; on a alors,
d’apres la formule (##) de la preuve de la proposition 8.24 :

—  V2W3 — V3Ww2 T+ WUz — W3U2 —  UV3 — U3V2

e| = - U -

A A A
—  U3W1 —1V1w3 —  W3UI —WiU3 — = U3V —UIV3
“-—ax vt A
— VW2 — VW1 — WUz —W2U] — = UIV2 — U2V]
“-——a " A VT

MAJ 28 A0UT, 2017 139 LAURENT KOELBLEN — UPMC 2017-2018



CHAPITRE 8. R? BT R® 1M001 ANALYSE ET ALGEBRE POUR LES SCIENCES

—

g . . . ’ . —_— —> —> g . . . . s . —> —>
or X est combinaison linéaire de eq, e5 et eg donc X est aussi combinaison linéaire de u’, v et w.

Par ailleurs, siX = MU A0+ W = AW+ o0 + 10w, alors (A — o)W+ (1 — o) 0 + (v — )W = 6:
or (W, v, w) est une base de R* donc A\; — Mo = 11 — po = v1 — vy = 0 d’ott (A, a1, 1) = (Mg, po, 12), ce
qui montre P'unicité de (A, u, V). O

Proposition et Définition 8.27 (Bases orthogonales et bases orthonormées)

(a) Soit (u’, ") une famille de deux vecteurs de R?, non nuls et orthogonaux ; alors (o, v’) est une base de R?;
(b) Soit (u’, v, w) une famille de trois vecteurs de R®, non nuls et orthogonaux 2 & 2; alors (u, v, w) est
une base de R?;

une telle base est dite orthogonale; si de plus tous les vecteurs de la base sont de norme 1, alors elle est dite
orthonormée.

N
Preuve : On traite le cas de R?; le cas de R? se prouve de la méme maniere; si \w + uv + vw = 0 alors :

0= (W |\« +p?0 +vw) =\W | @)+ p(w | 0)+ pu(w | @) =\
0= (0| A\ +p0 +vw) = M@ | @) + (V| D) + (v | &) = V]
0= (W |\« + p? +vw) = \Nw | @) + p(W@ | ) + pw | w) = v|w]?
orw#0,v F0et w=0donc |[w]|F0, V] +0et |w]|+0dotA\=pu=v=0. O

Exemple 8.28

(1) Les bases canoniques de R? et de R? sont des bases orthonormées.

(2) Soient w e R, T eR3 et W =,V ; si H @)= |V =1et (u|7?) =0 alors, d’apres la proposition 8.19,
(W | W)=V |w)=0et || =] ||V =1, donc (v, v, w) est une base orthonormée.

8.6 Reperes

Définition 8.29
(a) Un repere (2, u’,v") de R? est formé d’un point Q et d'une base (u, v’) de R?;
(b) un repere (Q, w, v, w) de R? est formé d'un point Q et d’une base (w’, v, w’) de R?;
(c¢) le repere (O,e7,e5) de R?, ot O = (0,0), &7 = (1,0) et &3 = (0, 1) s’appelle le repere canonique de R?;
(d) le repere (O,e7,éz,e3) de R, ot O = (0,0,0), e7 = (1,0,0), e = (0,1,0) et e3 = (0,0,1) s’appelle le
repére canonique de R?.

Le résultat suivant est une conséquence immédiate de la proposition 8.24.

Proposition 8.30
(a) Soit (Q,u’,v) un repere de R?; pour tout point M de R?, il existe un unique couple (X, 1) € R? tel que
—
QM = AU + pv’; les nombres A et u s’appellent les coordonnées de M dans le repere (Q, uw, V') ;
(b) soit (Q, @, 7, w) un repere de R3; pour tout point M de R3, il existe un unique triplet (\, pu,v) € R3
—

tel que QM = A& + uv + vw ; les nombres X, p et v s’appellent les coordonnées de M dans le repere
.7, 7, ).
Définition 8.31

(a) Un repere orthonormé (9, uw’,v") de R? est formé d’un point © et d'une base orthonormée (o, ") de
vecteurs de R?;

(b) un repeére orthonormé (Q, w, 0", w’) de R? est formé d’un point Q et d’une base orthonormé (u’, v, w) de
vecteurs de R3;

Exemple 8.32 Les reperes canoniques de R? et de R? sont des reperes orthonormés.

UPMC 2017-2018 — LAURENT KOELBLEN 140 MAJ 28 AOUT, 2017



1M001 ANALYSE ET ALGEBRE POUR LES SCIENCES CHAPITRE 8. R? BT R?

8.7 Droites et plans

Définition 8.33 (Droites) Soit E = R? ou F = R®.

(a) On appelle droite vectorielle engendrée par un vecteur u + 0de E , Pensemble :
D =Ru = {\u; Ae R}.
(b) On appelle droite affine passant par un point A de E et dirigée par un vecteur u + 0 de E, 'ensemble :
D =A+RW ={A+ \T; \eR} = {M e E; IneR: AM = \u}.

Définition 8.34 (Plans) Soit E = R®.

(a) On appelle plan vectoriel engendrée par une famille libre de deux vecteurs (u’, v") de E, I'ensemble :

P=RuW +R? = (AW + pv’; (\ pn) € R?}.

(b) On appelle plan affine passant par un point A de E et dirigée par une famille libre de deux vecteurs (u’, v")
de F, ’ensemble :

P =A+RT +RT = {A+ AT + 473 \p) e R} = {Me E; I\ p) e R2: AM = \T + 17’}

Proposition et Définition 8.35 (Vecteur normal & une droite de R? et équation d’une droite dans R?)

Soit 2 une droite affine de R?, passant par un point A = (ay,ap) et dirigé par un vecteur w = (u1,us) + 6), et
soit ' = (—ug, uy).

Alors, pour tout M € R? on a M € 9 si et seulement si (7" | AM) = 0. On dit que le vecteur 7’ est normal & 2.

Autrement dit, pour tout M = (z1,25) € R? on a M € 2 si et seulement si :

—ug(z1 —a1) +ui(xe —ag) =0 (E)
L’équation (FE) s’appelle ’équation cartésienne de 2.
Preuve : comme w + 0Oonam + 6); de plus, on vérifie immédiatement que (u | ») = 0; d’apres la
proposition 8.27, la famille (’, ") est donc une base de R?.
Si M e 2,1l existe A € R tel que AM = Au donc (0w | AM) =X(n"| @) =0.

Réciproquement, on suppose que (7 | AM) = 0; comme (, 7)) est une base de R?, il existe (X, i) € R? tel que
AM = X0 + pumn et alors (7 | AM) = p|7’|?, donc = 0, d’ott AM = A\, c-a-d. M € 9. O

Remarque 8.36  On remarque que pour tout v € R? on a (7 | ¥°) = det(w,?’); on a donc M € Z si et
—> —
seulement si det(u ,AM)) _|wm T -

Uz T2 — a2

Proposition et Définition 8.37 (Vecteur normal & un plan de R? et équation d’un plan dans R?’)

Soit 2 un plan de R?, passant par un point A = (ay,as,as) et dirigé par une famille libre (7, 7’), et soit
ﬁ) = 7/\? = (77,1,77,2,77,3).

—
Alors, pour tout M € R* ona: M € & si et seulement si (| AM) = 0. On dit que le vecteur 7 est normal & 2.

Autrement dit, pour tout M = (z1, 22, 23) € R3 on a M € & si et seulement si :
ny(z1 —a1) + ne(x2 —ag) + n3(rs —az) =0 (E)

L’équation (FE) s’appelle ’équation cartésienne de Z2.
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Preuve : la famille (u,?") est libre donc, d’apres la proposition 8.19, 7 4 0; de plus det(w, v, n) =
(W v | ™) (w | @) = |7’)* % 0, donc (W, v, ”) est une base de R®; on rappelle également que

Si M e 2, il existe (\, u) € R? tel que AM = AU + pv” done (7 | W) =AW | W)+ u(m| V) =0.
Réciproquement, on suppose que (70" | AM ) = 0; comme (u, ", ) est une base de R?, il existe (A, i, v) € R? tel

que AM = AU+ pv + v et alors (70| W) = v|7’|?, donc v = 0, d’ott AM =2\ + pv, c-a-d. Me 2. 0O

Remarque 8.38  On remarque que pour tout w € R® on a (7 | @) = det(w, v, w); si @ = (u1,uz,u3) et
Uy vV Tr1— ap

— . . — — 7

v = (v1,v2,v3) on a donc M € & si et seulement si det(w, v, AM) =|uy v z2—as|=0.
us V3 I3 — as

Remarque 8.39  (Equations d'une droite dans R?)

Soit 2 une droite affine de R?, passant par un point A = (ay, as, a3) et dirigé par un vecteur w = (uy, ug, u3) + 0.

—
Alors, pour tout M € R on a M € 2 si et seulement si w , AM = 0.

Autrement dit, pour tout M = (x1,x2,23) € R? on a M € 2 si et seulement si les trois équations suivantes sont
vérifiées :

’LLQ(ZL'g - a3) - U3(ZEQ — CLQ) =0 (El)
uz(zy —ar) —ui(rs —az) =0 (E2)
ul(xg — a2> — UQ(Z,El — a1> =0 (E3)

On remarque cependant que uy(Eq) + uz(Es) + us(Es3) est I'équation 0 = 0 qui est toujours vérifiée. Deux des
équations parmi (E4), (E2) et (Es) suffisent donc & définir 2.
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