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2 1 ESPACE PROBABILISE

Avant propos

Face a une épreuve aléatoire - lancement d"un dé, mesure du poids d"un nou-
veau né, etc. - il arrive assez souvent qu’avant toute réalisation de 1’'épreuve on
ait certaines connaissances concernant les résultats auxquels on doit s’attendre :

Pour les deux exemples cités, on connait I’ensemble de tous les résultats pos-
sibles et on sait, pour le lancer de dé, que chacune des 6 faces a les mémes chances
de sortir pourvu que le dé ne soit pas pipé, et, pour le poids du nouveau né, qu’on
a plus de chances de tomber sur un poids voisin de 3 kg que sur un poids supé-
rieur a 4 kg ou inférieur a 2 kg. Pour pouvoir modéliser ces connaissances on
associe a une épreuve aléatoire un espace probabilisé.

1 Espace probabilisé

Un espace probabilisé se compose de trois éléments :

e () I'ensemble fondamental (univers), qui est 'ensemble de tous les résultats
possibles e, appelés aussi événements élémentaires . Pour le lancer de dé, (2 =
{1,2,3,4,5,6}.

Pour le poids des nouveaux nés exprimé en grammes, on peut considérer que
Q = [1500, 5500].

e Z :Une famille de parties de (). Chaque élément A de & est donc une réunion
d’événements élémentaires : on 1’appelle un événement composé.
Par exemple : le résultat du lancer de dé est pair signifie que la réalisation e de
I'épreuve appartient a 1’événement composé A = {2,4,6}. On l'écrit :
e € A & le résultat est pair.

e P une probabilité, fonction définie sur & et a valeurs dans [0, 1].
Sile dé n’est pas pipé,chacune des 6 faces du dé a la méme probabilité de sortir,
c’est-a-dire que P associe a chaque numéro de 1 a 6 la probabilité %, et a tout

ensemble de k numéros la probabilité %.

Donnons maintenant une définition précise du triplet (Q), &, P) qu’est l'espace
probabilisé, en commencant par le cas le plus simple ot le nombre des résultats
possibles est fini.

1.1 Cas ou () est fini

Puisque () a un nombre fini d’éléments, notons Q) = {ey, ez, ..., e}

P associe a chaque élément e; de () une probabilité P(e;) = p;, positive ou nulle
On demande a P de vérifier la méme propriété d’additivité que les fréquences,
c’est-a-dire que pour tout sous ensemble A de () :

P(A)= ) P(e) ACQ

EiGA

et en particulier, la somme de toutes les fréquences vaut 1.

k
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On a ainsi défini P pour tout sous-ensemble de (), et & est la famille de toutes les
parties de Q). -
On remarque que si A est le complémentaire de A dans (), d’apres (1) et (2) :

P(A) =1—P(A)
Exemple :

e Pour le lancer d'un dé non pipé, P attribue a chacun des numéros de 1 a 6 la
probabilité % et a tout événement composé de k événements élémentaires la
probabilité %.

Le résultat est pair, e € {2,4,6} a donc pour probabilité 1.

e On croise deux individus hétérozygotes Aa, A est le caractére dominant et a le
caractere récessif (par exemple, la couleur des yeux, noirs pour A et bleus pour
a). D’apres la loi de Mendel, chacun des parents donne au hasard (c’est-a-dire
avec la méme probabilité) 1'un ou l'autre de ses genes.

Sil’on consideére le génotype de I'individu issu du croisement, quel est 1'espace
probabilisé correspondant ? Et si c’est le phénotype qui nous intéresse, quel est
'espace probabilisé correspondant ?

En ce qui concerne le génotype, 'ensemble fondamental est: Q) = {AA, Aa,aa}

Et puisque chacun des parents donne A ou a avec la probabilité ; et cela de
fagon indépendante, il y a 4 possibilités :

AA

aA
Aa x Aa
Aa

aa

chacune de probabilité zly et comme le génotype Aa comprend les deux cas Aa
et aA, on a finalement :

P(AA) = P(as) = ; et P(Ad)=

Pour le phénotype, il n'y a que deux événements élémentaires A (yeux noirs)
et a (yeux bleus). Or

A= {AA, Aa,aA} et a—{aa} donc P(A)=>

1
1 et P(a) = 1

1.2 Cas ou () est infini

a) Lorsque Q) est dénombrable, c’est-a-dire que Q) = {e;,i € IN}, la seule diffé-
rence avec le cas fini est que les p; = P(e;) sont en quantité dénombrable, et
que P doit étre dénombrablement additive :

+o00
Si A=|Je Idénombrable: P(A)=) P(e;) et ) pi=1
i=0

icl il

2 est anouveau la famille de toutes les parties de ().
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b)

Exemple :
A
Soit ) =N et P(i) = i—'e_/\ avec A > 0 fixé.
On appelle cette probabiiité - ou loi - la loi de Poisson.
On vérifie que :

+o0 A )\i A A )\i
szze_ +...+._'e_ +~~~:e_ (1+"‘+__'+...):1
i=0 k "

car la somme de la série qui figure dans la parenthese vaut e’

Le cas ot () n’est pas dénombrable sera pour nous presque toujours le cas ot
() est'ensemble de tous les nombres réels IR, ou un intervalle de R, ou le plan
IR? (tout ou partie)

Contrairement aux cas fini et dénombrable, la probabilité P ne peut plus étre
définie par sa valeur pour chacun des événements élémentaires e :

P est définie directement sur une famille de parties &7, appelée tribu, et qui,
dans le cas réel, comprend essentiellement les intervalles [a; .

& doit avoir les propriétés suivantes :

e () appartienta <.

e SiA; € & pourtoutidel € N, alors UAi S
iel
e SiAc ZalorsA € &

autrement dit, & doit étre fermée pour la réunion dénombrable et la complé-
mentation.

P doit vérifier P(Q)) =1 et étre dénombrablement additive :

Si A= U A; pourtoutidelet A;NAj= pourtouti# jetldénombrable

icl

On doit avoir :

P(A) = Y P(A)

iel
Toujours dans le cas d’une variable réelle, la probabilité est le plus souvent

définie grace a une densité de probabilité, fonction positive f définie sur R et
telle que :

/]Rf(x)dle

Alors on définit P par :

P(A):/Af(x)dx NV,

Il est clair que P ainsi définie sur & a bien la propriété d’additivité dénom-
brable (ou c-additivité).

ExeMPle :

On vérifiera que les fonctions suivantes définissent bien des probabilités sur IR :
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flx) =A™ x>0 Loi exponentielle de parametre A > 0
f(0)=0 loi sans mémoire des composants électroniques

Loi uniforme sur [4; b].

1

flx) = h—ga € [a; D]
f(x) =0 sinon

1 (x—10)2 ol u et o sont deux parametres réels,

ei 202

flx) = o2 1 quelconque et o positif.

La probabilité correspondante est appelée la loi normale ou gaussienne .4 (y, o).
On pourra poser y = — puis utiliser la valeur de l'intégrale | e_%yzdy qui

vaut V27T
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2 Probabilité conditionnelle

2.1 Définition

Dans la pratique, on est souvent conduit a évaluer la probabilité d"un événement
A sachant qu'un autre événement B est réalisé. Par exemple, il est intuitif que la
probabilité pour que le résultat d"un lancer de dé soit un 2 est de % si l'on sait
déja que le résultat est pair, alors qu’elle vaut ¢ si I'on ne sait rien. De méme, lors
de I’établissement d"un diagnostic, la probabilité pour que le patient soit atteint
d’une maladie donnée se modifie au fur et & mesure que les symptomes et les
résultats des examens successifs sont connus.

On appelle probabilité de A sachant B, que I’on note Pg(A), le rapport :

P(ANB)

PB(A) = P(B)

P(B) est supposé différent de 0.

De maniere générale, la probabilité pour que deux événements A et B se pro-
duisent simultanément,

P(ANB) = Py(A) x P(B) = PA(B) x P(A)

Il reste a vérifier que I'application A— Pg(A), ou B est fixé et A parcourt & est
effectivement une probabilité, c’est-a-dire qu’elle vérifie :

Pg(Q)) =1 ladditivité : Pg (Ujc A;) = ) _ Pa(A))

i€l

dés que les A; sont tous dans & d’intersection vide et en quantité au plus dénom-
brable.

Pour la premiere, c’est clair car Pg(Q)) = P(QNB) = P(B) = 1. Et pour la se-
conde, il suffit de le vérifier lorsque I a deux éléments :

Ps(A1UAy) = (A1 LIJDEA]‘;)) nb_ P%‘;z;) B, P(‘;‘EBF; B) _ Pg(A1) + P(Ay)

Remargue :

Si l'on sait déja que B est réalisé, on ne s’intéresse qu’aux expériences qui réa-
lisent B, et on restreint donc I’ensemble fondamental (3 a B C (). On pourra
ainsi définir un nouvel espace probabilisé ayant B pour ensemble fondamental,
P ={ANB,; A€ P} pour tribu et P qui est définie sur g, incluse dans 2,
pour probabilité.

Si, a la suite d'une premiere expérience, on sait que B est réalisé, on pourra
prendre comme nouvel espace probabilisé

(B/ gZB/PB)



2 PROBABILITE CONDITIONNELLE 7

Exemple :

Parmi les patients qui consultent un médecin la probabilité d’avoir la maladie
M est P(M) = 0,2. Un symptdme S permet de déceler a coup sr la présence
de la maladie M, mais il n’apparait pas chez tous ceux qui sont atteints de M.
On sait que 10 % des patients qui se présentent a la consultation chez ce méde-
cin présentent a la fois la maladie et le symptome. Quelle est la probabilité pour
un patient atteint de M de présenter le symptome S, lorsqu’il se présente a la
consultation chez ce médecin ?

L’énoncé implique que:

P(M) = 0,2
Ps(M) =1 Lesymptome S permet de déceler a coup stir M
P(MNS) =0,1

Par définition de la probabilité conditionnelle

py(s) = PMNS) _ 010

P(M) 0,20 0,5

2.2 Formule de Bayes

Cette formule est aussi appelée « théoreme de la probabilité des causes », car elle
permet de renverser un conditionnement. On l’obtient en remarquant que la pro-
babilité d'une intersection A N B peut s’écrire soit en conditionnant A par B, soit
en conditionnant B par A :

P(ANB) = Pg(A) x P(B) = Px(B) x P(A)

Comme par ailleurs

P(B) = P(BNA)+ p(BNA) = Po(B) x P(A) + Px (B) x P(A)

On obtient la formule :

PA(B) x P(A)
PA(B) x P(A) + P4 (B) x P(A)
Valable des que P(B) est différent de 0.

Pg(A) =

Exemple :

Une maladie M se présente sous deux formes M; et My avec les probabilités
respectives P(M;) = 0,2 et P(M;) = 0,8, et le symptdme S apparait dans 80 %
des cas de M; et dans 10 % des cas de M».

Quelle est la probabilité pour un patient atteint de M qui présente le symptome
S, d’étre atteint de M7 ?

Pe(My) = Py, (S) x P(My) B 0,8x0,2 2
SV P, (S) X P(My) 4 Py, (S) x P(My) ~ 0,8 x0,240,1x0,8 3
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3 Indépendance

A et B sont deux événements relatifs & un méme espace probabilisé.

On dit que deux événements A et B sont indépendants si, et seulement si :

P(ANB) = P(A) x P(B)

Cette définition est donc symétrique par rapport aux deux événements qu’elle
concerne. D’apres la définition des probabilités conditionnelles, elle entraine que :

Pg(A) = P(A) (1) et PA(B)=P(B) (2)

autrement dit le fait que I'un des deux événements soit réalisé ne modifie pas
la probabilité de I'autre. L'une ou l’autre des deux équations (1) et (2) aurait pu
étre choisie comme définissant I'indépendance de A et B. Cela aurait eu 1’avan-
tage d’étre plus intuitif, mais 'inconvénient de masquer la symétrie des roles des
événements A et B.

Exemple :

Au cours de I’épreuve d"un lancer de dé a 6 faces, non pipé, on considere les trois
événements :

A :le numéro sorti est strictement plus grand que 4

B : le numéro sorti est impair
C : le numéro sorti est strictement supérieur a 3

Montrer que A et B sont indépendants et que B et C ne le sont pas. On dit qu’ils
sont liés.
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4 Variable aléatoire

Nous avons vu qu’on pouvait a tout événement élémentaire e d"un espace proba-
bilisé associer un nombre réel. Si () est fini ou méme dénombrable, la variable X
ainsi définie est une variable aléatoire réelle, notée v.a.r. .

Si () est un intervalle de IR, ou IR tout entier, X est encore une v.a.r. pourvu que les
ensembles de la forme {e : X(e) < x} fassent partie de & pour tout x réel : (on
demande cette propriété pour que la probabilité pour que X soit inférieur a une
valeur donnée soit définie, et P est définie sur &).

4.1 Fonction de répartition :

La probabilité pour qu'une variable X soit inférieure ou égale a une valeur donnée
x est appelée la fonction de répartition de X au point x :

F(x) = P(X < x))

Elle permet de calculer facilement la probabilité pour que X soit comprise entre
deux valeurs a et b :
P(a < X<b)=F(b)—F(a)

La fonction de répartition de X, ou de la loi de X est I'équivalent, pour la popula-
tion toute entiere, de la fonction de répartition empirique, ou fonction cumulative
observée associée a un échantillon.

Lorsque X est discrete, sa fonction de répartition est égale a :

Fx)= ¥ PX=x)= ¥ P,

X <X XX

Lorsqu’elle est continue de densité de probabilité égale a f :

E(x) = /_ xoo £(£) dt

4.1.1 Propriétés de la fonction de répartition

Les propriétés de F sont les mémes que celles des fonctions de répartition obser-
vées, que nous avons vues au premier chapitre :

F est croissante: Si xp > x1, F(xp) — F(x1) est égal, par définition de F, a la
probabilité pour que X appartienne a l'intervalle ]x1; x] quantité qui est
nécessairement positive ou nulle. Donc F est croissante.

F croitde 0a1: En effet lorsque x tend vers —co, P(X < x) tend vers 0, donc
F(x) aussi. De méme, lorsque x tend vers +oo, P(X < x) tend vers 1, donc
F(x) aussi.

F est continue a droite en tout point: En effet soit x un réel quelconque et 1 un
réel positif. Quand / tend vers 0, ce qu'on note h — 0" car h est positif,
F(x+h) —F(x) = P(X €]x + h])
et |x, x + h] converge vers 1’ensemble vide @ de probabilité nulle. Donc

F(x+h)—F(x) ——0

h—0+
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Par contre, il peut y avoir des discontinuités a gauche car :

F(x) —F(x—h) =P(X €]x — h,x])

et|x —h, x| o {x} etil suffit donc que P(X = x) soit différent de 0 pour
—

qu’il y ait un saut de F :

F(x) —F(x —h) —— P(X = x)

L’allure de la fonction de répartition d'une variable discréete est une succession de
sauts :

En chaque point x;, F saute de p; (fig.1).

Par contre la fonction de répartition d'une variable dont la loi est définie par une
densité est continue (fig.2).

i —

@) X1 X2 Xk @)

Y
Y

tig 1 : variable discrete tig.2 : variable a densité

ReMAV‘tLUe :

Au lieu d’étre purement discontinue (fig.1) ou purement continue (fig.2), une va-
riable aléatoire réelle X peut étre mixte et avoir une fonction de répartition conti-
nue par morceaux et présentant un certain nombre de sauts (figure ci-dessous)

]

(@) X1 X2

Y

La variable dont la fonction de répartition est représentée ci-dessus est telle que
P(X = x) = 0si x est différent de x1 et xp, et P(X = x1) =51 et P(X = x3) = s».
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4.2 Espérance

L'espérance, ou moyenne, d'une variable aléatoire réelle X est notée E(X). Si X est
discrete et vaut x; avec la probabilité p;, variantde 1 a k

k
EX) =) pixi
iz

Si X est continue et admet f comme densité de probabilité

—+o00

Exemple :

1) X est une variable de Bernoulli, qui vaut 1 avec la probabilité p et 0 avec la
probabilité g =1 —p
EX)=p

X peut représenter le succes (1) ou 1’échec (0) d"une intervention chirurgicale
dont la proportion de réussite est p.

2) Y est une variable de Poisson, de parametre A, c’est-a-dire que Y prend toutes
les valeurs entiéres de 0 a I'infini, avec les probabilités :

)Lk
P(\{:k):Fe—A keN
400 )Lk B B +00Ak
E(Y):Zkﬁe)\:)\e)\ZF
k=0 : k=0

Or on peut démontrer que la fonction e* peut aussi s’écrire comme la somme
de la série :

A_q A A2 Al
Donc E(Y)=A

Y peut représenter par exemple le nombre de bactéries dans une suspension.

3) Z est une variable normale dont la loi est définie par sa densité :

Cette intégrale existe puisque la fonction a intégrer tend suffisamment vite
lorsque z tend vers +co.

Comme la fonction a intégrer est impaire, I'intégrale est nulle : E(Z) = 0.
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4.3 Fonction d’une variable aléatoire réelle

A partir d'une variable aléatoire X, on peut définir une nouvelle variable
Y = ¢(X). Pourvu que ¢ soit suffisamment réguliére, Y est encore une variable
aléatoire réelle.

Laloi de Y est appelée la loi image de celle de X par ¢.

ExeMFle :

X est la variable aléatoire qui désigne le poids d'un nouveau né. On ne s’intéresse
en fait qu’aux trois classes de poids :

e faible : inférieur ou égal a 3 kg
e moyen : entre 3 et 3,5 deuxiéme borne comprise
e élevé : supérieur a 3,5.

On définit ainsi une nouvelle variable Y, fonction de X, qui peut valoir par exemple :
e —1 pour les poids faibles,

e 0 pour les moyens et

e +1 pour les poids élevés.

Il est facile de déduire la loi de Y de celle de X:

o P(Y=-1)=P(X<3)
e P(Y=0)=P(3<X<3,5)
o P(Y =+1) = P(X > 3,5)

Mais si I’on s’intéresse seulement a la moyenne, ou a la variance de Y, il n’est pas
nécessaire de calculer sa loi car :

k

Dans le cas discret:  E(Y) = )_ ¢(x;)P(X = x;)
i=1

Dans le cas continu: E(Y) = /go(x)f(x)dx

4.3.1 Changement d’origine et d'unité

Un cas particulier important est celui de la fonction affine, Y = aX +botaetb
sont des constantes qui correspondent respectivement a un changement d’unité
a et d’origine b. Alors :

E(aX+b) =aE(X)+b

Deémonstration : Dans le cas d’une variable continue :

E(aX+b) :/(ax—l—b)f(x)dx:a/xf(x)dx+b/f(x)dx
=aE(x)+b

La démonstration serait tout a fait analogue dans le cas discret.
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4.4 Variance et écart type

La variance d’une variable aléatoire réelle X est notée V(X). C’est, par définition,
l'espérance de [X — E(X)]?:

V(X) =E ([x . E(X)]2> — E(X2) — E2(X)

Les deux écritures de la variance sont équivalentes (cela tient a la linéarité de
I'espérance démontrée plus haut)

Exemple :
1) Pour la variable de Bernoulli X: P(X =1)=p, P(X=0)=g=1—p
VX) = E[(X=p)?] = (1= p)’p+ (0—p)q=p(1—2p+p°) +p*(1-p)
=p-r'=pq
2) Pour la variable de Poisson Y de parametre A
VYY) =E[(Y = A) = E[Y(Y-1)+ (1—-2A)Y + A

= Jio [k(k —1)+ (1 -2 )k + Az] A—k e
k=0

k!
Ak—Z /\k—l /\k
=AY A1 -2A) e +AZe MY
,;(k—z)! k;(k—l)! kg)k!
=A2+ A =202+ A2 =7
3) Pour la variable normale Z de densité f(z) = 1 e 17

Pour calculer cette intégrale, on utilise une intégration par parties, en posant
1.2 1.2
= = F=¢ 27 la valeur, conn lintégrale [ —— e~ 27
u==z etdo N dz etla valeur, connue, de tegaefme dz

qui vaut v27t. On trouve
V(Z) =1

L’écart type d'une variable aléatoire réelle X est noté o (X). C’est la racine positive
de la variance de X.

Les écarts types des trois variables précédentes sont donc :

e 0(X) =,/pq pour lavariable de Bernoulli de parametre p,

o(Y) = VA pour la variable de Poisson de paramétre A

[ ]
e 0(Z)=1 pour la variable normale.
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4.4.1 Changement d’origine et d’unité

Un cas particulier important est celui de la fonction affine, Y = aX +bouaetb
sont des constantes qui correspondent respectivement a un changement d’unité
a et d’origine b. Alors :

V(aX+b) = a®V(X)

Démonstration :
V(aX+b) = /[ax +b—aE(X) — b]f(x) dx

— 2 /[x ~EOOIPf(x) dx = a2V (X)

4.4.2 Variable centrée réduite

X —E(X)
7(X)
Elle est appelée la variable centrée réduite associée a X.

En particulier, la variable a pour espérance 0 et pour variance 1.

Exemple :

Supposons qu’on mesure la taille des individus d"une population en centimetres ;
cela donne une variable aléatoire X, d’espérance E(X) = 170 et de variance
V(X) = 16, par exemple.

Si maintenant cette méme mesure est faite avec comme nouvelle unité le metre,
la nouvelle variable qui en résulte est

X' =1072X
La constante 2 = 1072 caractérise le changement d’unité.
La nouvelle unité u’ est telle que 1’ = %u. Et on a bien :
E(X') =aE(X) =1,70

V(X" =a*V(X) =16 x 10~*
c(X') =ac(X) =4 x1072

X —170

La variable Y = est centrée (E(Y) = 0) et réduite (V(Y) = 1).
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5 Couple de variables aléatoires réelles

Il arrive souvent qu’on examine simultanément plusieurs variables aléatoires sur
un méme individu.

Par exemple, pour établir un diagnostic, on fait l'inventaire sur le patient des
symptomes cliniques apparents, puis on effectue plusieurs mesures (pouls, ten-
sion,...) et dosages (numération globulaire, taux d'urée dans le sang,. . .).

C’est souvent dans la mesure ou la loi de cet ensemble de variables dans la po-
pulation atteinte d"une maladie donnée est connue et différente de ce qu’elle est
dans la population saine qu'un premier diagnostic peut étre établi.

Nous n’étudierons ici que le cas de deux variables simultanées.

5.1 Loi d’un couple de variables

5.1.1 Loijointe

Lorsque chacune des deux variables peut prendre un nombre fini de valeurs, k
pour la variable X et k' pour la variable Y, la loi jointe du couple peut étre présen-
tée sous la forme d'un tableau :

Y
X Al y] Y Total
X1 P11 P1
Xi Pij Pi
Xk Pkk! Pk
Total 71 q; qx’ 1

A lintersection de la ligne i et de la colonne j figure la probabilité p;; pour que X
et Y vaille respectivement x; et y; :

pij =P(X =x,Y =y;)

5.1.2 Lois marginales

Les lois de chacune des deux variables prises séparément peuvent se déduire de
la loi jointe du couple :

e la loi de X apparait dans la marge de droite : P(X = x;) = p;

e laloi de Y apparait dans celle du bas : P(Y = y;) = g;.

Pour cette raison, les lois de X et Y seuls sont appelées lois marginales de X et de Y.
k/
pi =) pij somme deséléments de la i ligne
j=1
k
gi = Y_pij somme des éléments de la j¢ colonne
i=1
Exemple :
La population est celle des malades atteints d"une maladie M et X et Y sont deux
dosages dont les valeurs sont réparties en trois classes, faible, moyenne et forte :
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e A, BetCpour X Xtaux d'urée
e [ IIetlll pour Y Y taux de cholestérol

La loi jointe du couple (X,Y) dans cette population est donnée par le tableau
suivant :

Y
x I II III
A 0,00 | 0,01 | 0,03
B 002 | 011 | 0,25
C 005 | 022 | 031

De ce tableau, on peut déduire la probabilité pour que, dans cette population le
dosage Y ait la valeur (IIl) : elle vaut 0,59, somme des éléments de la troisieme
colonne.

EaMA,v-iue : Variables continues

Lorsque X et Y sont des variables continues, dont les valeurs n’ont pas été divi-
sées en un nombre fini de classes comme dans 1’exemple précédent, la loi jointe
du couple (X,Y) est donnée par une densité de probabilité f fonction des deux
variables x et .

La probabilité pour que X soit compris entre deux valeurs x; et x;;1 et Y entre
deux valeurs y; et y; 1, simultanément vaut :

Xi+1 Yj+1
P(xi<X<xi+1ryj<Y<yj+1)=/ f(x,y)dy | dx

X; Yj
En particulier la loi de X seul, ou loi marginale de X, a pour densité la fonction :

—+o00

fxx)= [ floy)dy

—+o00
De méme Y a pour densité la fonction fy(y) = (x,y)dx

5.1.3 Lois conditionnelles

La loi de X conditionnellement a Y = y est la loi de X dans la sous population
telleque Y=1y:

PY:y]‘(X = xi) =

Exemple :

En se référant a 'exemple précédent :

Py_(X=A)=0
2
Py_y(X = B) = >
5
PY:I(X == C) == ?
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5.1.4 Indépendance

X et Y sont deux variables ayant respectivement k et k’ valeurs possibles.

Si toutes les lois conditionnelles .#y_, (X) sont identiques quand y varie, autre-
ment dit si la loi de X est la méme dans toutes les sous populations correspondant
a une valeur particuliere de Y, X et Y sont indépendantes. Il résulte que I'indépen-
dance de X et Y s’exprime de la maniére suivante :

On dit que les variables X et Y sont indépendantes si tous les événements
{X = x;} et {Y = y;} sont indépendants, c’est-a-dire si :

P(X,: x,',Y:y]-) :P(X:x,) XP(Y:y]) i:1,2,...,k j:1,2,...,k/

Dans le cas contraire, on dit que X et Y sont liées.

Par exemple, les dosages de I'exemple ci-dessus ne sont pas indépendants. Pour
le prouver, il suffit de trouver deux valeurs x; et y; telles que :

P(X = XZ',Y = y]) 75 P(X = xi) X P(Y = yl)
C’est le cas par exemple pour C et III :

P(X=C,Y=1II) = 0,31
P(X =C) x P(Y =1II) = 0,58 x 0,59 = 0,3422

La probabilité pour que les deux dosages donnent des valeurs élevées n’est pas
égale au produit des probabilités pour que 'un et l'autre aient séparément des
valeurs élevées.

ReMM-%)e. : Variables continues :

Lorsque la loi du couple (X,Y) est définie par sa densité f(x,y) dans le plan xOy,
les lois marginales étant fx pour X et fy pour Y, l'indépendance se traduit par

f(xy) = fx(x) x fy(y) pour tout (x,y)

5.2 Somme de variables aléatoires

Sil’on a défini sur un méme espace probabilisé un couple de variables aléatoires
(X,Y), on peut obtenir une nouvelle variable aléatoire en considérant une fonction
¢(X,Y) de ces deux variables (pourvu bien str que ¢ soit une "bonne" fonction,
mais ce sera toujours le cas pour nous).

Par exemple si on reléve la pression artérielle d'un patient, on obtient un couple
de valeurs, et la quantité intéressante est bien souvent 1’écart entre ces deux va-
leurs: ¢(X,Y) =Y - X

La loi de la nouvelle variable W = ¢(X,Y) est appelée la loi image de celle de
(XY) par la fonction ¢. On peut calculer cette loi, mais ce n’est pas nécessaire
lorsqu’on veut simplement connaitre certaines quantités relatives a la nouvelle
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variable, comme par exemple son espérance, sa variance et son écart type. En
effet

E(W) = E[p(X,Y)] = }_o(x;,Yj) x P(X = x;, Y = ;)
i
V(W) = E[W - EW))* = Z (¢(xi,yj) — E(W)) x P(X = x;, Y = yj)
1]
Nous allons regarder en détail 'opération la plus simple et la plus fréquente : la
somme, ou différence, de variables aléatoires

On a les relations suivantes :

E(X+Y) = E(X) + E(Y)
VIX+Y)=V(X)+ V(Y) +2cov(X,Y) avec
cov(X,Y) = E(XY) — E(X) E(Y)

Si X et Y sont indépendantes : E(XY) = E(X) x E(Y) la réciproque est fausse

Ce résultat est valable que les variables X et Y soient discrétes ou continues.

Deémonstration : Dans le cas discret, supposons que p;; désigne la probabilité
pour que X = x; et Y = y;, X et Y prenant respectivement k et k" valeurs. Alors

EXX+Y) ZZ Xi + Yi) pij
i=1j=1

() o (8)

k K
= Z Xipi + Z]/]q]
i=1 ]:

= E(X) + E(Y)

Dans le cas continu ot la loi du couple (X, Y) est définie par sa densité f(x,y) la
démonstration est similaire, les signes de sommation ) étant remplacés par ceux
d’intégration [ :

EOCHY) = [[ (et dsdy = [ ([ fnmasay) + [ ( [ 56 dray)
= [xfxdx+ [ yfiiy) dy = E0O +E(Y)

On dit que l'espérance est linéaire

V(X+Y)=E ([(X +Y) - EX+ Y)]2> par définition de la variance
= E[(X= E(X)? + (Y = E(Y))? +2(X = EQQ)(Y — E(Y)]
par linéarité de 1’espérance
= E[(X = E(O| +E[(Y = E(X))?| +2E[(X = E(X))(Y — E(Y))]
= V(X) + V(Y) +2cov(X,Y)
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ReMA.v-%ae :

On voit que, contrairement a I'espérance, la variance d"une somme fait intervenir

un terme complémentaire, qu'on appelle la covariance de X et Y et qui s’écrit
cov(X,Y):

cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))] = E(XY) — E(X) E(Y)

car la deuxiéme écriture de la covariance se déduit de la premieére par linéarité de
I'espérance : (X —E(X))(Y —E(Y)) = XY —-YE(X) — XE(Y) + E(X) E(Y)

et E[YE(X)] = E(X) E(Y) puisque E(X) est une constante.

De méme, E[XE(Y)] = E(Y) E(X), ce qui donne le résultat.

On peut se demander dans quels cas ce terme complémentaire est nul :

1) C’est vrai lorsque X et Y sont indépendantes :

En effet, prouvons qu’alors E(XY) = E(X) E(Y), en faisant le calcul dans le cas
continu (le calcul est tout a fait analogue dans le cas discret) :

EOXY) = [ xyf(x,y) dxdy

Comme X et Y sont indépendantes f(x,y) = fx(x).fy(vy)

EOXY) = [[xup) ) dy = [ xpedxx [yufv(y)dy = EX) x E(Y)

2) Mais il se peut que la covariance de X et Y soit nulle alors que les deux va-
riables X et Y sont liées.

ExeMFle : Soit le couple (X,Y) de variables aléatoires ayant la loi suivante :

X
Y -1 0 1
1 1
1 1 2
1 5 0 5 ql—g
1 1 1
P—lzg Pozg P1=§

1

Les variables X et Y sontliées: p_190 =0 et p_1q0 = 5

Pourtant, on peut vérifier facilement que leur covariance est nulle, car :
E(XY)=0 et EX)E(Y)=0

Le résultat a retenir est donc le suivant

On a I'implication suivante :
XetY indépendantes = cov(X,Y) =0 etdonc V(X+Y) = V(X)+ V(Y)

La réciproque est fausse.
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5.2.1 FEchantillon

Soit X une v.a. réelle de moyenne u et de variance ¢, sur laquelle on décide de

faire n observations indépendantes, Xy,...,X;. Une telle suite Xy,.. ., X, est appelée

un échantillon de taille n ou n-échantillon.
Xy + -+ Xy

n

On définit une nouvelle variable aléatoire notée X = appelée moyenne

de I’échantillon.
D’apres la linéarité de 1’'espérance, qui s’étend au cas de l’addition de plus de
deux variables

E%) = 3 1B =

De méme, les variables X; étant indépendantes :

On voit que X a la méme moyenne u que X mais elle est moins dispersée que X
autour de cette moyenne car sa variance décroit comme l'inverse 1/n de la taille
de I’échantillon.

Nous verrons, par la suite, que lorsque la taille n de "échantillon croit indéfini-
ment, la probabilité pour que X diffeére de i de plus qu’une petite quantité e (fixée
arbitrairement a I’avance), tend vers 0.

C’est ce qu’on appelle la loi des grands nombres.

ExeMPle : Soit X une variable aléatoire de Bernoulli;
p(X=1) =p, P(X=0) =g, et Xla moyenne d"un échantillon de taille 1, c’est-

a-dire par exemple la fréquence relative du succes a terme — d’une opération du
coeur.

X1+...+Xn
n

X =

< 1
Alors EX) =E(X) =p et V(X)=_V(X)= %
5.2.2 Droite de régression

Considérons un couple de variables (X,Y). Dans la sous population telle que X = x,
Y est une variable aléatoire dont la moyenne dépend de x.
Cette moyenne est appelée moyenne de Y conditionnellement & X = x et notée :

E(Y/X=x)

Courbe de régression

Si a chaque valeur de x on fait correspondre la moyenne de Y lorsque X = x, on
obtient une courbe y = g(x) appelée courbe de régression de Y par rapport a x

g(x) =E(Y/X=x)

Cette courbe s’obtient en calculant, pour chaque valeur de x la moyenne de la loi
conditionnelle Z(Y/X = x). On peut l'utiliser pour prévoir y lorsqu’on connait



5 COUPLE DE VARIABLES ALEATOIRES REELLES 21

x; g ala propriété de rendre minimum l'écart entre y et sa prévision g(x), lorsque
cet écart est mesuré en moyenne quadratique

E <[Y - h(x)]z) est minimum pour h = g
Droite de régression

Si 'on recherche maintenant une bonne prévision de y, non pas par une fonc-
tion quelconque / de x mais par une fonction linéaire de x, soit y = ax +b, on
cherche de méme a rendre minimum

E([Y—(aX+b)) = E

En calculant les valeurs de a et b qui rendent cette expression minimum, on ob-
tient la droite de régression de Y par rapport a x, meilleur prévision linéaire de Y
quand on connait X.

En tenant compte de la linéarité de I'espérance, cette expression vaut :
E = E(Y?) — 2aE(XY) — 2bE(Y) + a*E(X?) + 2abE(X) + b?

Pour trouver les valeurs de a et b, on doit rechercher le minimum soit :

3_5 — —2E(XY) + 2aE(X?) +2bE(X) = 0
OF
S = —2E(Y) +2aE(X) +2b = 0

Ces deux équations du premier degré en a et b ont pour solution
E(XY) — E(X)E(Y)
E(X?) — E2(X)

qui correspondent effectivement a un minimum de E.

a= b=E(Y)—aE(X)

L’équation de la droite de régression de Y par rapport a X est donc :

_ cov(X)Y)
y—E(Y) = “2(X) @=E09),
qui s’écrit aussi, en notant p le coefficient de corrélation, p(X,Y) = %

y—E(Y) _ x—EX)
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6 Lois usuelles

Nous allons voir, dans ce chapitre, trois des types de loi les plus importants :

e D’abord les lois normales dont le role de pivot est dti a ce que le résultat de
I’addition d'un grand nombre de variables aléatoires indépendantes est une
variable qui suit presque toujours une loi tres proche d"une loi normale.

e Ensuite les lois binomiales qui sont les lois du nombre de succeés — ou d’échecs
— lors d"une expérience répétée.

¢ Etenfinleslois de Poisson, qui sont une approximation des précédentes lorsque
le nombre d’expériences est grand avec une faible probabilité de voir arriver
I’événement auquel on s’intéresse, qui peut étre par exemple de type acciden-
tel.

6.1 Lois normales

Si u et o sont deux nombres, dont le second est positif, on dit que la variable
aléatoire X suit la loi normale de paramétres p et 02, notée .4 (u, 0?), si X est une
variable continue dont la densité de probabilité vaut en tout point x réel :

) =

La probabilité pour que X appartienne & un intervalle [ = [4;b] vaut donc:

e 202
o\ 27T

p(agxgb)z/bf(x)dx

A A
e
f(x) f(x)
a  pu > U o c >
Pla<X<b) P(X<¢)

La probabilité pour que X soit inférieur ou égal a une valeur ¢ est donnée par la
valeur, au point ¢, de la fonction de répartition F de la variable X.

Flo) = [ f(x)dx

6.1.1 Espérance et Variance

Si une variable aléatoire X suit la loi normale .4 (y, ¢?), I'espérance et la variance
de X sont respectivement y et 02
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Démonstration :

too _(x-w?
E(X :/ e 22 dx
( ) —oo OV2TT

En faisant le changement de variable ci-dessous, on obtient :

z:x_y et dz:ldx

o 1o
+oo 2

- [T

E(X) /+°° L e 5d ol
= o e 7 z+y/ —e 7
V —o0 /27T

—0c0 27T
E(X) = p

52

dz

Ces deux intégrales sont convergentes, la premiere est nulle, car c’est 1'intégrale
d’une fonction impaire, et la seconde vaut y car :

+00 2
/ 1 e 2dz=1

—c0 /27T

Voo =E (-] = [T O K

—0o0

avec le méme changement de variable

00 ZZ
V(X):az/_+oo T

oV 21

2
_Z-
e~ 2dz =021

_ (=)

2

202 dx

I'intégrale I se calcule par partie, en choisissant :

N

u =

V2

_ 22
dv=ze 72 dz

z 22 oo +oo
BT
27 oo —o0 V27T

I=1

du =

dz
27T

car le premier terme vaut O et le second 1

centrée réduite .4 (0,1) de densité: f(x) =

1

V2

Si X suit la loi normale .4 (i, ¢?), la variable Z =

e

—

suit la loi normale

Il suffit donc de connaitre la fonction de répartition de la loi normale réduite
A(0,1) pour pouvoir calculer toute probabilité relative a une variable normale

N (u,0).

Cette fonction de répartition intervenant tres fréquemment, on lui donne un nom

particulier : on I'appellera .
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! En haut, la fonction de répartition de la
1.00 | loi normale centrée réduite .4 (0, 1)
P(20)
075 | On remarque que :
_______ .50 VZ, CD(—Z) =1- q)(Z)
25 - La relation entre les deux figures
20
T o o) = [ f@)dz
/
0.50
0.25
3 2 -1 0

6.1.2 Comparaison de lois normales

La droite x = u est axe de symétrie
pour la courbe de la densité de la loi

normale 4 (u, 0?),

C(x—p)?

202

e Deux courbes de densités nor-
males de méme variance o2, et de
moyenne }p > p1 sont deux courbes
se déduisant 1'une de l'autre par la
translation pp — p1 le long de I'axe
Ox

e De deux courbes de densités nor-
males de méme moyenne y et de va-
riances différentes 022 > (712, la plus
aplatie est celle qui correspond a la

plus grande variance.

Y

%

02

0oy > 0

6.1.3 Somme de variables normales indépendantes

Si X et Y sont deux variables aléatoires normales indépendantes avec
LX) = (u,0%) et L(Y)=4(4',0'?), lavariablesomme X +Y estnormale :

X et Y indépendantes
LX) = A (n,0%)
L) = A (Wo™)

= ZLX+Y)=AH(u+y,0*+0?)
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6.2 Lois binomiales B(n, p)

Soit une population P dont une certaine proportion p posséde un caractére donné.
Par exemple, p est la proportion, parmi les sujets 4gés de plus de cinquante ans,
de ceux qui ont une tension maximale supérieure a 18.

Si de cette population on extrait n sujets au hasard, constituant ce qu’on appelle
un échantillon de taille 71, on observera sur cet échantillon une proportion py, gé-
néralement différente de p, d’individus présentant le caractere considéré. Si l'on
répete 'expérience avec un nouvel 7 - échantillon, on observera une fréquence p’
différente en général a la fois de pg et de p.

On se propose ici d’étudier la variabilité de la proportion observée p, sur un
échantillon de taille 7, connaissant la proportion exacte p dans l'ensemble de la
population.

La résolution de ce probléeme permet ensuite de résoudre celui qui se pose en réa-
lité dans la pratique (et c’est alors le point de vue statistique), ott I’'on ne connait
pas la proportion p dans I'ensemble de la population, mais ot 1'on a pu observer
des proportions relatives a des groupes extraits de cette population. Le probleme
est alors : comment évaluer p a l'aide des proportions observées? (cf I'exemple
initial, ot1 p n’est évidemment pas connu).

6.2.1 Schéma de 'urne

La population P peut toujours, dans le cas étudié ici d"un caractere a deux classes,
étre représentée par une urne contenant une proportion :

e p de boules noires (N)
e g =1—p deboules blanches (B).

On suppose, d'une part qu’a chaque tirage chacune des boules de 1'urne a la
méme probabilité de sortir, d’autre part que la proportion p de boules noires ne
change pas d’un tirage au suivant.

Cette deuxieme condition implique qu’apres chaque tirage la boule sortie soit
remise dans l'urne. Toutefois, si la taille n de I’échantillon est petite par rapport
au nombre total de boules dans l'urne, on néglige en général de prendre cette
précaution, car le tirage de n boules sans remise ne modifie pas sensiblement la
composition de 1'urne.

6.2.2 Question

Quelle est, avec ces hypotheses, la probabilité pour que, sur les n boules tirées, il
y en ait exactement k noires ? Chaque événement élémentaire peut étre représenté
par une suite de n caractéres dont chacun est B (boule blanche) ou N (noire) : B
N N B N B.... N, N figurant par exemple k fois et par suite B, n — k fois. Soit
S la variable aléatoire qui a chaque événement élémentaire, fait correspondre le

nombre de boules noires: BN N BN B .... N i) k

Comme les 1 tirages sont indépendants, et que pour chacun des tirages, P(N) = p
et P(B) =g, la probabilité d'un tel événement élémentaire est le produit :

— ykn—k
qXPXPXGXPX-Xp=pgiT
Dong, tout événement élémentaire contenant exactement k boules noires, aura la
probabilité : p* g" k.
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. n n! L . . :
orilya ( k) BICE distincts, le nombre de combinaisons de n objets pris
k par k.

Par suite de I'additivité de la probabilité

l%S::k)::(Z) kg% ke{0,1,2,...,n}

La probabilité pour que, sur les n boules tirées, il y en ait exactement k noires est :

P(S=k) = (Z) k"% ke{0,1,2,...,n}

Pourvu que pgq soit différent de 0 (le contraire signifiant que toutes les boules de
I"'urne sont d’une méme couleur, blanche si p = 0, noire si g = 0), la variable
aléatoire S peut prendre les n + 1 valeurs : 0, 1,2, ..., n.

Cette loi qui dépend des deux parametres p, composition de l'urne et 7, taille de
l’échantillon, est appelée la loi binomiale #(n, p).

Exemples :

0.24 1 n =20 0.24 1 n =20

0.20 1 p=4g=20,5 0.20 1 p=0,14=0,9

0.16 1 0.16 1

0.12 0.12

0.08 1 0.08

0.04 ‘ ‘ 0.04
— | ‘ ‘ | 1, : I 1 —_—
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

6.2.3 Moyenne et variance
Un calcul direct de la moyenne et de la variance de S, grace aux formules de

n n
définition =Y P(S=k) et 0* ) (k— 1)?P(S = k) serait pénible.
k=0 k=0

On a intérét a considérer S comme la somme de 7 variables aléatoires de Bernoulli
indépendantes :

B—X_.0

S=X; +Xog+ -+ Xy
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L’espérance de S est donc égale a la somme des espérances des X;, et, a cause de
I'indépendance des X;, la variance de S est égale a la somme des variances des X;.

Comme E(X;) = p et V(X;) = pg pour tout i,

E(S)

observable)
« _S—E(S) _

iy

O

e ’7

V(S) = npq

Soit S*, la variable aléatoire centrée réduite qui correspond a S : (py proportion

ou Po =

Le figure ci-dessous représente 1'histogramme de S* pour des valeurs croissantes
de n (10, 30, 90) et trois valeurs différentes de p (0,05; 0,2; 0,5). Sur cette figure
pour chaque valeur fixée de p, la forme de I'histogramme parait se rapprocher
de plus en plus, au fur et & mesure que la taille de 1’échantillon augmente, de la
courbe en cloche, qui est la densité de la loi normale centrée réduite .4°(0, 1)
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0.2 1 0.2 1

0.1 1 01 |

15 30 45 60 75 15 30 45 60 75 15 30 45 60 75

n =30 et p=20.05 n=30et p=02 n=230et p=05

0.50 1

0.25 1

Densité de la loi normale centrée réduite

On peut remarquer que cette tendance vers la loi normale est beaucoup plus lente
pour p = 0,05 que pour p = 0,5. De fagon générale, la tendance vers la loi
normale est d’autant plus lente que p est plus éloigné de 0,5. Si p est voisin de
0 ou de 1, n doit étre tres grand pour que 'approximation soit acceptable. On
peut considérer que I'approximation est assez bonne pourvu que np et ng soient
simultanément supérieurs a 5.

6.2.4 Approximation normale des lois binomiales

Soit S est une variable binomiale #(n, p), avec np <5 et ng <5

v Ipq
normale centrée réduite .47(0,1)

p (S\/—n_n; < z) ~ P(z)

alors la variable

a une fonction de répartition proche de celle de la loi

RQMAV‘%UQ : Il se peut par contre que 1 soit grand et cependant p trop petit pour
qu’on soit dans les conditions de 1’approximation normale :

Cela se produit par exemple lorsque qu’on consideére le nombre d’accidents pro-
voqués par un vaccin, le nombre de suicides dans une grande ville, pour une
période donnée.

On peut a ce moment la approcher la loi binomiale %(#, p) par la loi de Poisson
de parametre np.
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6.2.5 Approximation de Poisson des lois binomiales

Soit S une variable binomiale #(n,p), p < 0,1 et n assez grand pour que
1 < np < 10, la loi de S ne dépend plus que de ce produit np, On a alors I'ap-
proximation suivante :

k
P(S = k) ~ (”k’i) e k=0,12,...,n

Remargue : Laloi de S est pratiquement la méme que 'on ait fait 10 observa-

1
tions d'un phénomene de probabilité 7o o4 100 observations d"un phénomene de

1
probabilité 100°
Lorsque np est compris entre 5 et 10, il semble que 'on ait droit aux deux ap-
proximation : celle de Poisson est d’autant meilleure, et donc préférable, que p
est plus proche de 0.

Démonstration :

:n(n—l)...(n—k+1) P

PS=K) - P p)
k _ —
:(np) ><n(n 1)...(n k+1)><(1—p)” 1
k! NXNX- X1 (1—p)k
Lorsque n est grand et k petit par rapport a 1, le second facteur qui
vaut 1 (1—%) X <1—%) X e X <1—k%1) est proche de 1. Il en est de

méme du quatriéme et dernier facteur, le logarithme du troisieme vaut
nin(1 — p) ~ —np puisque p est petit, et donc (1 — p)" ~ e "P, ce qui acheve
de prouver que:

6.3 Lois de Poisson

Une variable aléatoire X suit la loi de Poisson de parametre A > 0, si elle peut

prendre toutes les valeurs entieres, 0 compris : 0,1, 2, ..., n, .... La probabilité

pour qu’elle prenne la valeur k est :
A

PX=k)=—¢e"

i k=0,1,2,...

+o 1k
g A . ) N
On vérifie que kZ%) e = 1. En effet, on sait que pour tout u, " est égal a la

somme de la série de terme général u :

y ul u"
et=14+u+—-+---+—...
2! n!
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400 /\k N 400 /\k A 3 A
Dans ces conditions : kzoﬁe = k—ZoF e t=e"xe =1

6.3.1 Conditions d’application

La loi de Poisson intervient chaque fois que, sur un échantillon de grande taille,
on étudie le nombre de fois que se produit un événement de faible probabilité.
Par exemple, c’est le cas dans :

¢ la numération globulaire, 1'étude numérique des cultures microbiennes.
l’occupation des lignes téléphoniques et les bouchons de la circulation routiere.
les accidents mortels, les maladies exceptionnelles.

le controle de fabrication a tres faible proportion de rebut.

6.3.2 Allure de la courbe représentant la loi de probabilité

a) Pour les petites valeurs de X, la probabilité décroit tres vite quand k augmente.
Par exemple :
e pour A=1 P(X=6)=0,0005 et P(X=7)=0,0001
e pour A=2 P(X=6)=0,0120 e¢ P(X=7)=0,0034

Comparons les 2 figures ci-apres : les deux lois qu’elles représentent — bino-
miale A(n =20,p=0,1) etPoisson (II(A = 2) —sont trés voisines, comme
on s’y attendait puisque np = A = 2 et p est petit.

A
0.28 1 0.28 1
0.26 1 0.26 1
0.24 1 0.24
0.22 0.22 1
0.20 1 0.20 1
0.18 1 0.18 1
0.16 1 0.16 1
0.14 1 0.14 1
0.12 0.12
0.10 0.10
0.08 0.08
0.06 0.06
0.04 0.04
0.02 0.02
0 ' I A 0 ' I >
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
%(20;0,1) I1(2)

b) Pour les grandes valeurs de A :

La loi de Poisson, dissymétrique avec étalement vers la droite pour les petites
valeurs de A (A < 6), devient presque symétrique et "en cloche" a partir de
A =15.
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A=2

0.25 1

0.20 - =4 Lois normales (en pointillés)

0.15 1

0.10 1

0.05 1

Y

0 5 10 15 2 2
Evolution de la loi de Poisson quand le paramétre A augmente
A partir delavaleur A = 15, laloi de Poisson peut étre assimilée, avec une erreur
en général négligeable, a la loi normale vers laquelle elle tend quand A augmente

indéfiniment.
6.3.3 Moyenne et variance

Nous reprenons ici le calcul qui a déja été fait au paragraphe 1.2
Par définition de 'espérance

0 o Akp—A ) © k-1 4
:];kP(X:k):k;k g = e k;(k_l)'—/\e et = A
A AP A"
On rappelle le résultat : ¢’ —1+1'—|—5+ +H+”'

Dans le calcul de la variance, pour simplifier le calcul on considere E[X(X —1)]
au lieude E[(X—A)?]:

E[X(X—l)]:i%)\k A _ 27)\5 /\kz

k=0 ’ 2

= E(X?) —E(X)

Donc E(X?)=A2+A et V(X)=EX?) —[EX)P=A2+A—-A2=A

La moyenne et la variance d"une loi de Poisson de parameétre A sont toutes deux
égales au parameétre.
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Exemple : Durant la semaine qui suit le suicide d"une actrice de cinéma, un jour-
naliste constate qu’il y a eu dans sa ville 12 suicides, alors qu’en moyenne il ny
en a ordinairement que 8. Il attribue les morts supplémentaires a 1'effet de sug-
gestion produit par le suicide de l’actrice. Son explication est-elle convaincante ?

Soit X le nombre de suicides commis dans la ville durant une semaine donnée.
Considérant que sur 1'ensemble des habitants de la ville, le fait de se suicider
est un phénomene relativement rare, de probabilité p au plus égale a quelques
centiemes, on peut appliquer I'approximation de Poisson et prendre pour loi de
Xla loi de Poisson de moyenne — donc de parameétre — A = 8.

Avec une calculatrice ou sur une table donnant la loi de Poisson de parametre
A =8, on trouve:

P(X>12)=1—-P(X<11)=1-0,8881 =0,1119 ~

O =

Autrement dit, il y aurait 12 suicides ou davantage, environ une semaine sur 9.
Le nombre observé pourrait donc bien étre dti au hasard, sans qu'’il soit besoin
d’invoquer un effet de suggestion !

6.4 Convergence vers une loi normale
X étant une variable aléatoire de moyenne y et de variance o dont on a observé

n réalisations indépendantes X; = x1, Xo = x, ... , X;; = x,, on est souvent
amené a calculer la moyenne des observations :

X =

X1 +Xo+---+Xy T —_x1tx2+-+x
. de réalisation x = .

L'espérance de X est égale a celle de X, mais la variance de X est  fois plus petite
que celle de X :
EX)y=p et V(X = -

Théoreme central limite : Lorsque n tend vers l'infini, la variable réduite
X—p

a une loi qui tend vers la loi normale centrée réduite .4°(0,1) :

=E

X

Pl—=

n
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Remarque importante : la valeur de n a partir de laquelle 'approximation peut
étre considérée comme valable dépend de la loi commune des observations X; :

e Pas de probleme si les X; sont normales : X est alors exactement normale, et cela
quel que soit n.

e Si les variables X; sont des variables de Bernoulli (a deux valeurs 0 et 1), I’ap-
proximation est valable des que np et ng sont au moins égauxabs .

e Pour les variables continues usuellement rencontrées en biologie et en méde-
cine, il suffit généralement que n soit supérieur ou égal a 30.

6.4.1 Utilisation pratique du théoréeme de convergence

Toute moyenne observée peut étre assimilée a la réalisation d’une variable nor-
male de mémes espérance et variance qu’elle (pourvu, bien stir que le nombre
des observations soit suffisamment grand) :

X~EX)+oc(X)xZ
ol Z est une variable de loi .#(0,1). Si E(X) = u et V(X) = 02, cela s’écrit

— o
X ~ —7
M+ ”

Vn

En particulier si les X sont de Bernoulli et donc X une proportion observée, qu’on

notera alors pgps
Pobs = P+ 4/ % Z

Caralors P(X=1)=p, PX=0)=1—p=qg et EX)=p, V(X)=pg

Exemple : Intervalle de pari (de fluctuation) au risque &

Etant donnée une variable aléatoire Y dont on connait la loi P, on peut calculer
le risque @ que I'on prend lorsqu’on parie, avant d’en observer une réalisation,
que cette réalisation va tomber dans un intervalle I. En identifiant ce risque a la
probabilité de se tromper, on a:

a =P(Y ¢ I) Iestunintervalle de pari au risque a pour Y.

Lorsque Y est une moyenne observée sur un échantillon de taille # d"une variable
X, il n’est pas nécessaire de connaitre la loi de X mais seulement son espérance
E(X) = u etsavariance V(X) = ¢? pour donner un intervalle de pari, de risque
choisi a, pour Y =X dés que 7 est assez grand.

Supposons par exemple que le poids X des nouveau-nés ait pour espérance 3,500
kg et pour écart type ¢ = 0,2 kg dans la population francaise. Sil’on veut parier
sur le poids moyen de 100 nouveau-nés pris au hasard en prenant le risque de ne
se tromper qu’une fois sur cent, on peut choisir comme intervalle de pari

I=|p—2,576-"—; u+2,576-—| = [3,5—2,576 x 0,02; 3,5 + 2,576 x 0,02]
n

Vi v
~ [3,45; 3,55]
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On rappelle que :

2

P-ua <Z<uy) =1-a & u,X:CIfl(l—g)
Z<u,) =09 < & 10,995) ~ 2,576

P (_uzx <
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A Table de la loi normale centrée réduite
A
P(—1,96 <T<1,9)=0,9%
P(—2,58 < T < 2,58) = 0,99
O(t)
= >
Rappel : Exemple :
B B P(T < 1,24) = 0,892 5
P(T>1)=1-P(T<t)=1-() P(T>1,24) =1—0,8925 = 0,107 5
P(T< —t)=P(T>t)=1-d(t) P(T < —1,24) = P(T > 1,24) = 0,107 5
X 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 | 0.5000 | 0.5040 | 0.5080 | 0.5120 | 0.5160 | 0.5199 | 0.5239 | 0.5279 | 0.5319 | 0.5359
0.1 | 0.5398 | 0.5438 | 0.5478 | 0.5517 | 0.5557 | 0.5596 | 0.5636 | 0.5675 | 0.5714 | 0.5753
0.2 | 0.5793 | 0.5832 | 0.5871 | 0.5910 | 0.5948 | 0.5987 | 0.6026 | 0.6064 | 0.6103 | 0.6141
03 | 0.6179 | 0.6217 | 0.6255 | 0.6293 | 0.6331 | 0.6368 | 0.6406 | 0.6443 | 0.6480 | 0.6517
0.4 | 0.6554 | 0.6591 | 0.6628 | 0.6664 | 0.6700 | 0.6736 | 0.6772 | 0.6808 | 0.6844 | 0.6879
0.5 ] 0.6915 | 0.6950 | 0.6985 | 0.7019 | 0.7054 | 0.7088 | 0.7123 | 0.7157 | 0.7190 | 0.7224
0.6 | 0.7257 | 0.7291 | 0.7324 | 0.7357 | 0.7389 | 0.7422 | 0.7454 | 0.7486 | 0.7517 | 0.7549
0.7 | 0.7580 | 0.7611 | 0.7642 | 0.7673 | 0.7704 | 0.7734 | 0.7764 | 0.7794 | 0.7823 | 0.7852
0.8 | 0.7881 | 0.7910 | 0.7939 | 0.7967 | 0.7995 | 0.8023 | 0.8051 | 0.8078 | 0.8106 | 0.8133
09 | 0.8159 | 0.8186 | 0.8212 | 0.8238 | 0.8264 | 0.8289 | 0.8315 | 0.8340 | 0.8365 | 0.8389
1.0 | 0.8413 | 0.8438 | 0.8461 | 0.8485 | 0.8508 | 0.8531 | 0.8554 | 0.8577 | 0.8599 | 0.8621
1.1 | 0.8643 | 0.8665 | 0.8686 | 0.8708 | 0.8729 | 0.8749 | 0.8770 | 0.8790 | 0.8810 | 0.8830
1.2 | 0.8849 | 0.8869 | 0.8888 | 0.8907 | 0.8925 | 0.8944 | 0.8962 | 0.8980 | 0.8997 | 0.9015
1.3 |1 09032 | 0.9049 | 0.9066 | 09082 | 0.9099 | 09115 | 09131 | 09147 | 09162 | 09177
1.4 |1 09192 | 09207 | 0.9222 | 09236 | 0.9251 | 0.9265 | 0.9279 | 0.9292 | 0.9306 | 0.9319
1.5 1 09332 | 09345 | 09357 | 0.9370 | 0.9382 | 0.9394 | 0.9406 | 0.9418 | 0.9429 | 0.9441
1.6 | 09452 | 09463 | 0.9474 | 0.9484 | 0.9495 | 0.9505 | 0.9515 | 0.9525 | 0.9535 | 0.9545
1.7 | 09554 | 0.9564 | 0.9573 | 0.9582 | 0.9591 | 0.9599 | 0.9608 | 0.9616 | 0.9625 | 0.9633
1.8 | 09641 | 0.9649 | 0.9656 | 0.9664 | 0.9671 | 0.9678 | 0.9686 | 0.9693 | 0.9699 | 0.9706
1.9 | 09713 | 09719 | 09726 | 09732 | 0.9738 | 09744 | 0.9750 | 0.9756 | 0.9761 | 0.9767
2.0 ] 0.9772 | 0.9778 | 0.9783 | 0.9788 | 0.9793 | 0.9798 | 0.9803 | 0.9808 | 0.9812 | 0.9817
2.1 | 0.9821 | 0.9826 | 0.9830 | 0.9834 | 0.9838 | 0.9842 | 0.9846 | 0.9850 | 0.9854 | 0.9857
2.2 | 0.9861 | 0.9864 | 0.9868 | 0.9871 | 0.9875 | 0.9878 | 0.9881 | 0.9884 | 0.9887 | 0.9890
2.3 1 0.9893 | 0.9896 | 0.9898 | 0.9901 | 0.9904 | 0.9906 | 0.9909 | 0.9911 | 0.9913 | 0.9916
2.4 1 0.9918 | 0.9920 | 0.9922 | 0.9925 | 0.9927 | 0.9929 | 0.9931 | 0.9932 | 0.9934 | 0.9936
25 | 0.9938 | 0.9940 | 0.9941 | 0.9943 | 0.9945 | 0.9946 | 0.9948 | 0.9949 | 0.9951 | 0.9952
2.6 | 0.9953 | 0.9955 | 0.9956 | 0.9957 | 0.9959 | 0.9960 | 0.9961 | 0.9962 | 0.9963 | 0.9964
2.7 | 0.9965 | 0.9966 | 0.9967 | 0.9968 | 0.9969 | 0.9970 | 0.9971 | 0.9972 | 0.9973 | 0.9974
2.8 1 0.9974 | 0.9975 | 0.9976 | 0.9977 | 0.9977 | 0.9978 | 0.9979 | 0.9979 | 0.9980 | 0.9981
2.9 | 0.9981 | 0.9982 | 0.9982 | 0.9983 | 0.9984 | 0.9984 | 0.9985 | 0.9985 | 0.9986 | 0.9986
3.0 | 0.9987 | 0.9987 | 0.9987 | 0.9988 | 0.9988 | 0.9989 | 0.9989 | 0.9989 | 0.9990 | 0.9990
3.1 | 0.9990 | 0.9991 | 0.9991 | 0.9991 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9993 | 0.9993
3.2 1 0.9993 | 0.9993 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9995 | 0.9995 | 0.9995
3.3 | 0.9995 | 0.9995 | 0.9995 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9997
3.4 1 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9998
3.5 1 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998
3.6 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 [ 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999
3.7 | 0.9999 | 0.9999 [ 0.9999 [ 0.9999 [ 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999
3.8 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999
3.9 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 [ 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
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B Table de la loi binomiale

. n —
1) Non cumulative: P(X =k) = (k) pk gk
a) n=10
K P 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1
0 0,9044 | 0,8171 | 0,7374 | 0,6648 | 0,5987 | 0,5386 | 0,4840 | 0,4344 | 0,3894 | 0,3487
1 0,0914 | 0,1667 | 0,2281 | 0,2770 | 0,3151 | 0,3438 | 0,3643 | 0,3777 | 0,3851 | 0,3874
2 0,0042 | 0,0153 | 0,0317 | 0,0519 | 0,0746 | 0,0988 | 0,1234 | 0,1478 | 0,1714 | 0,1937
3 0,0001 | 0,0008 | 0,0026 | 0,0058 | 0,0105 | 0,0168 | 0,0248 | 0,0343 | 0,0452 | 0,0574
4 0,0001 | 0,0004 | 0,0010 | 0,0019 | 0,0033 | 0,0052 | 0,0078 | 0,0112
8 0,0001 | 0,0001 | 0,0003 | 0,0005 | 0,0009 | 0,0015
6 0,0001 | 0,0001
b) n=20
L[ oo | 002 | 003 | 004 | 005 | 006 | 007 | 008 | 009 | 01
0 0,8179 | 0,6676 | 0,5438 | 0,4420 | 0,3585 | 0,2901 | 0,2342 | 0,1887 | 0,1516 | 0,1216
1 0,1652 | 0,2725 | 0,3364 | 0,3683 | 0,3774 | 0,3703 | 0,3526 | 0,3282 | 0,3000 | 0,2702
2 0,0159 | 0,0528 | 0,0988 | 0,1458 | 0,1887 | 0,2246 | 0,2521 | 0,2711 | 0,2818 | 0,2852
3 0,0010 | 0,0065 | 0,0183 | 0,0364 | 0,0596 | 0,0860 | 0,1139 | 0,1414 | 0,1672 | 0,1901
4 0,0006 | 0,0024 | 0,0065 | 0,0133 | 0,0233 | 0,0364 | 0,0523 | 0,0703 | 0,0898
5 0,0002 | 0,0009 | 0,0022 | 0,0048 | 0,0088 | 0,0145 | 0,0222 | 0,0319
6 0,0001 | 0,0003 | 0,0008 | 0,0017 | 0,0032 | 0,0055 | 0,0089
7 0,0001 | 0,0002 | 0,0005 | 0,0011 | 0,0020
8 0,0001 | 0,0002 | 0,0004
9 0,0001
c) n=230
K P 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1
0 0,7397 | 0,5455 | 0,4010 | 0,2939 | 0,2146 | 0,1563 | 0,1134 | 0,0820 | 0,0591 | 0,0424
1 0,2242 | 0,3340 | 0,3721 | 0,3673 | 0,3389 | 0,2992 | 0,2560 | 0,2138 | 0,1752 | 0,1413
2 0,0328 | 0,0988 | 0,1669 | 0,2219 | 0,2586 | 0,2769 | 0,2794 | 0,2696 | 0,2513 | 0,2277
3 0,0031 | 0,0188 | 0,0482 | 0,0863 | 0,1270 | 0,1650 | 0,1963 | 0,2188 | 0,2319 | 0,2361
4 0,0002 | 0,0026 | 0,0101 | 0,0243 | 0,0451 | 0,0711 | 0,0997 | 0,1284 | 0,1548 | 0,1771
5 0,0003 | 0,0016 | 0,0053 | 0,0124 | 0,0236 | 0,0390 | 0,0581 [ 0,0796 | 0,1023
6 0,0002 | 0,0009 | 0,0027 | 0,0063 | 0,0122 | 0,0210 | 0,0328 | 0,0474
7 0,0001 | 0,0005 | 0,0014 | 0,0032 | 0,0063 | 0,0111 | 0,0180
8 0,0001 | 0,0003 | 0,0007 | 0,0016 | 0,0032 | 0,0058
9 0,0001 | 0,0003 | 0,0008 [ 0,0016
10 0,0001 | 0,0002 | 0,0004
11 0,0001
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d) n=40
K P 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1
0 0,6690 | 0,4457 | 0,2957 | 0,1954 | 0,1285 | 0,0842 | 0,0549 | 0,0356 | 0,0230 | 0,0148
1 0,2703 | 0,3638 | 0,3658 | 0,3256 | 0,2706 | 0,2149 | 0,1652 | 0,1238 | 0,0910 | 0,0657
2 0,0532 | 0,1448 | 0,2206 | 0,2646 | 0,2777 | 0,2675 | 0,2425 | 0,2100 | 0,1754 | 0,1423
3 0,0068 | 0,0374 | 0,0864 | 0,1396 | 0,1851 | 0,2162 | 0,2312 | 0,2313 | 0,2198 | 0,2003
4 0,0006 | 0,0071 | 0,0247 | 0,0538 | 0,0901 | 0,1277 | 0,1609 | 0,1860 | 0,2011 | 0,2059
5 0,0010 | 0,0055 | 0,0161 | 0,0342 | 0,0587 | 0,0872 | 0,1165 | 0,1432 | 0,1647
6 0,0001 | 0,0010 | 0,0039 | 0,0105 | 0,0218 | 0,0383 | 0,0591 | 0,0826 | 0,1068
7 0,0001 | 0,0008 | 0,0027 | 0,0068 | 0,0140 | 0,0250 | 0,0397 | 0,0576
8 0,0001 | 0,0006 | 0,0018 | 0,0043 | 0,0090 | 0,0162 | 0,0264
9 0,0001 | 0,0004 | 0,0012 | 0,0028 | 0,0057 | 0,0104
10 0,0001 | 0,0003 | 0,0007 | 0,0017 | 0,0036
11 0,0001 | 0,0002 [ 0,0005 | 0,0011
12 0,0001 | 0,0003
13 0,0001
e) n=>50
K P 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1
0 0,6050 | 0,3642 | 0,2181 | 0,1299 | 0,0769 | 0,0453 | 0,0266 | 0,0155 | 0,0090 | 0,0052
1 0,3056 | 0,3716 | 0,3372 | 0,2706 | 0,2025 | 0,1447 | 0,0999 | 0,0672 | 0,0443 | 0,0286
2 0,0756 | 0,1858 | 0,2555 | 0,2762 | 0,2611 | 0,2262 | 0,1843 | 0,1433 | 0,1073 | 0,0779
3 0,0122 | 0,0607 | 0,1264 | 0,1842 | 0,2199 | 0,2311 | 0,2219 | 0,1993 | 0,1698 | 0,1386
4 0,0015 | 0,0145 | 0,0459 | 0,0902 | 0,1360 | 0,1733 | 0,1963 | 0,2037 | 0,1973 | 0,1809
5 0,0001 | 0,0027 | 0,0131 | 0,0346 | 0,0658 | 0,1018 | 0,1359 | 0,1629 | 0,1795 | 0,1849
6 0,0004 | 0,0030 | 0,0108 | 0,0260 | 0,0487 | 0,0767 | 0,1063 | 0,1332 | 0,1541
7 0,0001 | 0,0006 | 0,0028 [ 0,0086 | 0,0195 | 0,0363 | 0,0581 | 0,0828 | 0,1076
8 0,0001 | 0,0006 | 0,0024 | 0,0067 | 0,0147 | 0,0271 | 0,0440 | 0,0643
9 0,0001 | 0,0006 | 0,0020 | 0,0052 | 0,0110 | 0,0203 | 0,0333
10 0,0001 | 0,0005 | 0,0016 | 0,0039 | 0,0082 | 0,0152
11 0,0001 | 0,0004 | 0,0012 | 0,0030 | 0,0061
12 0,0001 | 0,0004 | 0,0010 | 0,0022
13 0,0001 | 0,0003 | 0,0007
14 0,0001 | 0,0002
15 0,0001
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2) Cumulative : fonction de répartition P(X < k) = Z

k (
i=0

n
1

) pi qn—i

a) n=10
K P 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1
0 0,9044 | 0,8171 | 0,7374 | 0,6648 | 0,5987 | 0,5386 | 0,4840 | 0,4344 | 0,3894 | 0,3487
1 0,9957 | 0,9838 | 0,9655 | 0,9418 | 0,9139 | 0,8824 | 0,8483 | 0,8121 | 0,7746 | 0,7361
2 0,9999 | 0,9991 | 0,9972 | 0,9938 | 0,9885 | 0,9812 | 0,9717 | 0,9599 | 0,9460 | 0,9298
3 1,0000 | 1,0000 | 0,9999 | 0,9996 | 0,9990 | 0,9980 | 0,9964 | 0,9942 | 0,9912 | 0,9872
4 1,0000 | 1,0000 | 0,9999 | 0,9998 [ 0,9997 | 0,9994 | 0,9990 | 0,9984
5 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 [ 0,9999 | 0,9999
6 1,0000 | 1,0000
b) n=20
K P 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1
0 0,8179 | 0,6676 | 0,5438 | 0,4420 | 0,3585 | 0,2901 | 0,2342 | 0,1887 | 0,1516 | 0,1216
1 0,9831 | 0,9401 | 0,8802 | 0,8103 | 0,7358 | 0,6605 | 0,5869 | 0,5169 | 0,4516 | 0,3917
2 0,9990 | 0,9929 | 0,9790 | 0,9561 | 0,9245 | 0,8850 | 0,8390 | 0,7879 | 0,7334 | 0,6769
3 1,0000 | 0,9994 | 0,9973 | 0,9926 | 0,9841 | 0,9710 | 0,9529 | 0,9294 | 0,9007 | 0,8670
4 1,0000 | 0,9997 | 0,9990 | 0,9974 | 0,9944 | 0,9893 | 0,9817 | 0,9710 | 0,9568
5 1,0000 | 0,9999 | 0,9997 | 0,9991 | 0,9981 | 0,9962 | 0,9932 | 0,9887
6 1,0000 | 1,0000 | 0,9999 | 0,9997 | 0,9994 | 0,9987 | 0,9976
7 1,0000 | 1,0000 | 0,9999 [ 0,9998 | 0,9996
8 1,0000 | 1,0000 | 0,9999
9 1,0000
c) n=30
K P 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1
0 0,7397 | 0,5455 | 0,4010 | 0,2939 | 0,2146 | 0,1563 | 0,1134 | 0,0820 | 0,0591 | 0,0424
1 0,9639 | 0,8795 | 0,7731 | 0,6612 | 0,5535 | 0,4555 | 0,3694 | 0,2958 | 0,2343 | 0,1837
2 0,9967 | 0,9783 | 0,9399 | 0,8831 | 0,8122 | 0,7324 | 0,6487 | 0,5654 | 0,4855 | 0,4114
3 0,9998 | 0,9971 | 0,9881 | 0,9694 | 0,9392 | 0,8974 | 0,8450 | 0,7842 | 0,7175 | 0,6474
4 1,0000 | 0,9997 | 0,9982 | 0,9937 | 0,9844 | 0,9685 | 0,9447 | 0,9126 | 0,8723 | 0,8245
5 1,0000 | 0,9998 | 0,9989 | 0,9967 | 0,9921 | 0,9838 | 0,9707 | 0,9519 | 0,9268
6 1,0000 | 0,9999 | 0,9994 | 0,9983 | 0,9960 | 0,9918 | 0,9848 | 0,9742
7 1,0000 | 0,9999 | 0,9997 | 0,9992 | 0,9980 | 0,9959 | 0,9922
8 1,0000 | 1,0000 | 0,9999 | 0,9996 | 0,9990 | 0,9980
9 1,0000 | 0,9999 | 0,9998 | 0,9995
10 1,0000 | 1,0000 | 0,9999
11 1,0000
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d) n=40

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0,06

0,07

0,08

0,09

0,1

0,6690

0,4457

0,2957

0,1954

0,1285

0,0842

0,0549

0,0356

0,0230

0,0148

0,9393

0,8095

0,6615

0,5210

0,3991

0,2990

0,2201

0,1594

0,1140

0,0805

0,9925

0,9543

0,8822

0,7855

0,6767

0,5665

0,4625

0,3694

0,2894

0,2228

0,9993

0,9918

0,9686

0,9252

0,8619

0,7827

0,6937

0,6007

0,5092

0,4231

1,0000

0,9988

0,9933

0,9790

0,9520

0,9104

0,8546

0,7868

0,7103

0,6290

0,9999

0,9988

0,9951

0,9861

0,9691

0,9419

0,9033

0,8535

0,7937

1,0000

0,9998

0,9990

0,9966

0,9909

0,9801

0,9624

0,9361

0,9005

1,0000

0,9998

0,9993

0,9977

0,9942

0,9873

0,9758

0,9581

1,0000

0,9999

0,9995

0,9985

0,9963

0,9919

0,9845

O| OO 3| O] G| x| W N | O

1,0000

0,9999

0,9997

0,9990

0,9976

0,9949

—_
o

1,0000

0,9999

0,9998

0,9994

0,9985

—_
—_

1,0000

1,0000

0,9999

0,9996

—_
N

1,0000

0,9999

—_
@

1,0000

e) n=>50

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0,06

0,07

0,08

0,09

0,1

0,6050

0,3642

0,2181

0,1299

0,0769

0,0453

0,0266

0,0155

0,0090

0,0052

0,9106

0,7358

0,5553

0,4005

0,2794

0,1900

0,1265

0,0827

0,0532

0,0338

0,9862

0,9216

0,8108

0,6767

0,5405

0,4162

0,3108

0,2260

0,1605

0,1117

0,9984

0,9822

0,9372

0,8609

0,7604

0,6473

0,5327

0,4253

0,3303

0,2503

0,9999

0,9968

0,9832

0,9510

0,8964

0,8206

0,7290

0,6290

0,5277

0,4312

1,0000

0,9995

0,9963

0,9856

0,9622

0,9224

0,8650

0,7919

0,7072

0,6161

0,9999

0,9993

0,9964

0,9882

0,9711

0,9417

0,8981

0,8404

0,7702

1,0000

0,9999

0,9992

0,9968

0,9906

0,9780

0,9562

0,9232

0,8779

1,0000

0,9999

0,9992

0,9973

0,9927

0,9833

0,9672

0,9421

\O| OO \J| O] G| I=x| W N | O

1,0000

0,9998

0,9993

0,9978

0,9944

0,9875

0,9755

—
o

1,0000

0,9998

0,9994

0,9983

0,9957

0,9906

—_
—_

1,0000

0,9999

0,9995

0,9987

0,9968

—
N

1,0000

0,9999

0,9996

0,9990

—
@

1,0000

0,9999

0,9997

—_
S

1,0000

0,9999

—
Q1

1,0000
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C Table de la loi de Poisson

k
1) Non cumulative: P(X =k) = % e}
K 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8 09 1
0 0,9048 | 0,8187 | 0,7408 | 0,6703 | 0,6065 | 0,5488 | 0,4966 | 0,4493 | 0,4066 | 0,3679
1 0,0905 | 0,1637 | 0,2222 | 0,2681 | 0,3033 | 0,3293 | 0,3476 | 0,3595 | 0,3659 | 0,3679
2 0,0045 | 0,0164 | 0,0333 | 0,0536 | 0,0758 | 0,0988 | 0,1217 | 0,1438 | 0,1647 | 0,1839
3 0,0002 | 0,0011 | 0,0033 | 0,0072 | 0,0126 | 0,0198 | 0,0284 | 0,0383 | 0,0494 | 0,0613
4 0,0001 | 0,0003 | 0,0007 | 0,0016 | 0,0030 | 0,0050 | 0,0077 | 0,0111 | 0,0153
5 0,0001 | 0,0002 | 0,0004 | 0,0007 | 0,0012 | 0,0020 | 0,0031
6 0,0001 | 0,0002 | 0,0003 | 0,0005
7 0,0001
K 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 5,5 6
0 0,2231 | 0,1353 | 0,0821 | 0,0498 | 0,0302 | 0,0183 | 0,0111 | 0,0067 | 0,0041 | 0,0025
1 0,3347 | 0,2707 | 0,2052 | 0,1494 | 0,1057 | 0,0733 | 0,0500 | 0,0337 | 0,0225 | 0,0149
2 0,2510 | 0,2707 | 0,2565 | 0,2240 | 0,1850 | 0,1465 | 0,1125 | 0,0842 | 0,0618 | 0,0446
3 0,1255 | 0,1804 | 0,2138 | 0,2240 | 0,2158 | 0,1954 | 0,1687 | 0,1404 | 0,1133 | 0,0892
4 0,0471 | 0,0902 | 0,1336 | 0,1680 | 0,1888 | 0,1954 | 0,1898 | 0,1755 | 0,1558 | 0,1339
5 0,0141 | 0,0361 | 0,0668 | 0,1008 | 0,1322 | 0,1563 | 0,1708 | 0,1755 | 0,1714 | 0,1606
6 0,0035 | 0,0120 | 0,0278 | 0,0504 | 0,0771 | 0,1042 | 0,1281 | 0,1462 | 0,1571 | 0,1606
7 0,0008 | 0,0034 | 0,0099 | 0,0216 | 0,0385 | 0,0595 | 0,0824 | 0,1044 | 0,1234 | 0,1377
8 0,0001 | 0,0009 | 0,0031 | 0,0081 | 0,0169 | 0,0298 | 0,0463 | 0,0653 | 0,0849 | 0,1033
9 0,0002 | 0,0009 | 0,0027 | 0,0066 | 0,0132 [ 0,0232 | 0,0363 | 0,0519 | 0,0688
10 0,0002 | 0,0008 | 0,0023 | 0,0053 | 0,0104 | 0,0181 | 0,0285 | 0,0413
11 0,0000 | 0,0002 | 0,0007 | 0,0019 | 0,0043 | 0,0082 | 0,0143 | 0,0225
12 0,0001 | 0,0002 | 0,0006 | 0,0016 | 0,0034 | 0,0065 | 0,0113
13 0,0001 | 0,0002 | 0,0006 | 0,0013 | 0,0028 | 0,0052
14 0,0001 | 0,0002 | 0,0005 | 0,0011 | 0,0022
15 0,0001 | 0,0002 | 0,0004 | 0,0009
16 0,0000 | 0,0001 | 0,0003
17 0,0000 | 0,0001
18 0,0000
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7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
0 0,0009 | 0,0003 | 0,0001 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
1 0,0064 | 0,0027 | 0,0011 | 0,0005 | 0,0002 | 0,0001 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
2 0,0223 | 0,0107 | 0,0050 | 0,0023 | 0,0010 | 0,0004 | 0,0002 | 0,0001 | 0,0000 | 0,0000
3 0,0521 | 0,0286 | 0,0150 | 0,0076 | 0,0037 | 0,0018 | 0,0008 | 0,0004 | 0,0002 | 0,0001
4 0,0912 | 0,0573 | 0,0337 | 0,0189 | 0,0102 | 0,0053 | 0,0027 | 0,0013 | 0,0006 | 0,0003
5 0,1277 | 0,0916 | 0,0607 | 0,0378 | 0,0224 | 0,0127 | 0,0070 | 0,0037 | 0,0019 | 0,0010
6 0,1490 | 0,1221 | 0,0911 | 0,0631 | 0,0411 | 0,0255 | 0,0152 | 0,0087 | 0,0048 | 0,0026
7 0,1490 | 0,139%6 | 0,1171 | 0,0901 | 0,0646 | 0,0437 | 0,0281 | 0,0174 | 0,0104 | 0,0060
8 0,1304 | 0,139 | 0,1318 | 0,1126 | 0,0888 | 0,0655 | 0,0457 | 0,0304 | 0,0194 | 0,0120
9 0,1014 | 0,1241 | 0,1318 | 0,1251 | 0,1085 | 0,0874 | 0,0661 | 0,0473 | 0,0324 | 0,0213
10 0,0710 | 0,0993 | 0,1186 | 0,1251 | 0,1194 | 0,1048 | 0,0859 | 0,0663 | 0,0486 | 0,0341
11 0,0452 | 0,0722 | 0,0970 | 0,1137 | 0,1194 | 0,1144 | 0,1015 | 0,0844 | 0,0663 | 0,0496
12 0,0263 | 0,0481 | 0,0728 | 0,0948 | 0,1094 | 0,1144 | 0,1099 | 0,0984 | 0,0829 | 0,0661
13 0,0142 | 0,0296 | 0,0504 | 0,0729 | 0,0926 | 0,1056 | 0,1099 | 0,1060 | 0,0956 | 0,0814
14 0,0071 | 0,0169 | 0,0324 | 0,0521 | 0,0728 | 0,0905 | 0,1021 | 0,1060 | 0,1024 | 0,0930
15 0,0033 | 0,0090 | 0,0194 | 0,0347 | 0,0534 | 0,0724 | 0,0885 | 0,0989 | 0,1024 | 0,0992
16 0,0014 | 0,0045 | 0,0109 | 0,0217 | 0,0367 | 0,0543 | 0,0719 [ 0,0866 | 0,0960 | 0,0992
17 0,0006 | 0,0021 | 0,0058 | 0,0128 | 0,0237 | 0,0383 | 0,0550 | 0,0713 | 0,0847 | 0,0934
18 0,0002 | 0,0009 | 0,0029 | 0,0071 | 0,0145 | 0,0255 | 0,0397 | 0,0554 | 0,0706 | 0,0830
19 0,0001 | 0,0004 | 0,0014 | 0,0037 | 0,0084 | 0,0161 | 0,0272 | 0,0409 | 0,0557 | 0,0699
20 0,0002 | 0,0006 | 0,0019 | 0,0046 | 0,0097 | 0,0177 | 0,0286 | 0,0418 | 0,0559
21 0,0001 | 0,0003 | 0,0009 | 0,0024 | 0,0055 [ 0,0109 | 0,0191 | 0,0299 | 0,0426
22 0,0001 | 0,0004 | 0,0012 | 0,0030 | 0,0065 | 0,0121 | 0,0204 | 0,0310
23 0,0000 | 0,0002 | 0,0006 [ 0,0016 | 0,0037 | 0,0074 | 0,0133 | 0,0216
24 0,0001 | 0,0003 | 0,0008 | 0,0020 [ 0,0043 | 0,0083 | 0,0144
25 0,0001 | 0,0004 | 0,0010 | 0,0024 | 0,0050 | 0,0092
26 0,0000 | 0,0002 | 0,0005 | 0,0013 | 0,0029 | 0,0057
27 0,0001 | 0,0002 | 0,0007 | 0,0016 | 0,0034
28 0,0000 | 0,0001 | 0,0003 | 0,0009 | 0,0019
29 0,0001 | 0,0002 | 0,0004 | 0,0011
30 0,0001 | 0,0002 | 0,0006
31 0,0000 | 0,0001 | 0,0003
32 0,0001 | 0,0001
33 0,0001
34 0,0000
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k i
2) Cumulative : fonction de répartition P(X < k) = Z /1\—' e N
i=0 "
K 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8 09 1
0 0,9048 | 0,8187 | 0,7408 | 0,6703 | 0,6065 | 0,5488 | 0,4966 | 0,4493 | 0,4066 | 0,3679
1 0,9953 | 0,9825 | 0,9631 | 0,9384 | 0,9098 | 0,8781 | 0,8442 | 0,8088 | 0,7725 | 0,7358
2 0,9998 | 0,9989 | 0,9964 | 0,9921 | 0,9856 | 0,9769 | 0,9659 | 0,9526 | 0,9371 | 0,9197
3 1,0000 | 0,9999 | 0,9997 | 0,9992 | 0,9982 | 0,9966 | 0,9942 | 0,9909 | 0,9865 | 0,9810
4 1,0000 | 1,0000 | 0,9999 | 0,9998 | 0,9996 | 0,9992 | 0,9986 | 0,9977 | 0,9963
8 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 0,9999 | 0,9998 | 0,9997 | 0,9994
6 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 0,9999
7 1,0000
K 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 5,5 6
0 0,2231 | 0,1353 | 0,0821 | 0,0498 | 0,0302 | 0,0183 | 0,0111 | 0,0067 | 0,0041 | 0,0025
1 0,5578 | 0,4060 | 0,2873 | 0,1991 | 0,1359 | 0,0916 | 0,0611 | 0,0404 | 0,0266 | 0,0174
2 0,8088 | 0,6767 | 0,5438 | 0,4232 | 0,3208 | 0,2381 | 0,1736 | 0,1247 | 0,0884 | 0,0620
3 0,9344 | 0,8571 | 0,7576 | 0,6472 | 0,5366 | 0,4335 | 0,3423 | 0,2650 | 0,2017 | 0,1512
4 0,9814 | 09473 | 0,8912 | 0,8153 | 0,7254 | 0,6288 | 0,5321 | 0,4405 | 0,3575 | 0,2851
5 0,9955 | 0,9834 | 0,9580 | 09161 | 0,8576 | 0,7851 | 0,7029 | 0,6160 | 0,5289 | 0,4457
6 0,9991 | 0,9955 | 0,9858 | 0,9665 | 0,9347 | 0,8893 | 0,8311 | 0,7622 | 0,6860 | 0,6063
7 0,9998 | 0,9989 | 0,9958 | 0,9881 | 0,9733 | 0,9489 | 0,9134 | 0,8666 | 0,8095 | 0,7440
8 1,0000 | 0,9998 | 0,9989 | 0,9962 | 0,9901 | 0,9786 | 0,9597 | 0,9319 | 0,8944 | 0,8472
9 1,0000 | 0,9997 | 0,9989 | 0,9967 | 0,9919 | 0,9829 | 0,9682 | 0,9462 | 0,9161
10 0,9999 | 0,9997 | 0,9990 [ 0,9972 | 0,9933 | 0,9863 | 0,9747 | 0,9574
11 1,0000 | 0,9999 | 0,9997 | 0,9991 | 0,9976 | 0,9945 | 0,9890 | 0,9799
12 1,0000 | 0,9999 | 0,9997 | 0,9992 | 0,9980 | 0,9955 | 0,9912
13 1,0000 | 0,9999 | 0,9997 | 0,9993 | 0,9983 | 0,9964
14 1,0000 | 0,9999 | 0,9998 | 0,9994 | 0,9986
15 1,0000 | 0,9999 | 0,9998 | 0,9995
16 1,0000 | 0,9999 | 0,9998
17 1,0000 | 0,9999
18 1,0000
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7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
0 0,0009 | 0,0003 | 0,0001 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
1 0,0073 | 0,0030 | 0,0012 | 0,0005 | 0,0002 | 0,0001 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
2 0,0296 | 0,0138 | 0,0062 | 0,0028 | 0,0012 | 0,0005 | 0,0002 | 0,0001 | 0,0000 | 0,0000
3 0,0818 | 0,0424 | 0,0212 | 0,0103 | 0,0049 | 0,0023 | 0,0011 | 0,0005 | 0,0002 | 0,0001
4 0,1730 | 0,0996 | 0,0550 | 0,0293 | 0,0151 | 0,0076 | 0,0037 | 0,0018 | 0,0009 | 0,0004
5 0,3007 | 0,1912 | 0,1157 | 0,0671 | 0,0375 | 0,0203 | 0,0107 | 0,0055 | 0,0028 | 0,0014
6 04497 | 0,3134 | 0,2068 | 0,1301 | 0,0786 | 0,0458 | 0,0259 | 0,0142 | 0,0076 | 0,0040
7 0,5987 | 04530 | 0,3239 | 0,2202 | 0,1432 | 0,0895 | 0,0540 | 0,0316 | 0,0180 | 0,0100
8 0,7291 | 0,5925 | 04557 | 0,3328 | 0,2320 | 0,1550 | 0,0998 | 0,0621 | 0,0374 | 0,0220
9 0,8305 | 0,7166 | 0,5874 | 04579 | 0,3405 | 0,2424 | 0,1658 | 0,1094 | 0,0699 | 0,0433
10 0,9015 | 0,8159 | 0,7060 | 0,5830 | 0,4599 | 0,3472 | 0,2517 | 0,1757 | 0,1185 | 0,0774
11 0,9467 | 0,8881 | 0,8030 | 0,6968 | 0,5793 | 04616 | 0,3532 | 0,2600 | 0,1848 | 0,1270
12 0,9730 | 0,9362 | 0,8758 | 0,7916 | 0,6887 | 0,5760 | 0,4631 | 0,3585 | 0,2676 | 0,1931
13 09872 | 0,9658 | 0,9261 | 0,8645 | 0,7813 | 0,6815 | 0,5730 | 0,4644 | 0,3632 | 0,2745
14 0,9943 | 09827 | 0,9585 | 0,9165 | 0,8540 | 0,7720 | 0,6751 | 0,5704 | 0,4657 | 0,3675
15 09976 | 09918 | 0,9780 | 0,9513 | 0,9074 | 0,8444 | 0,7636 | 0,6694 | 0,5681 | 0,4667
16 0,9990 | 0,9963 | 0,9889 | 0,9730 | 0,9441 | 0,8987 | 0,8355 | 0,7559 | 0,6641 | 0,5660
17 0,9996 | 0,9984 | 0,9947 | 0,9857 | 0,9678 | 0,9370 | 0,8905 | 0,8272 | 0,7489 | 0,6593
18 0,9999 | 0,9993 | 0,9976 | 0,9928 | 0,9823 | 0,9626 | 0,9302 | 0,8826 | 0,8195 | 0,7423
19 1,0000 | 0,9997 | 0,9989 | 0,9965 | 0,9907 | 0,9787 | 0,9573 | 0,9235 | 0,8752 | 0,8122
20 0,9999 | 0,9996 | 0,9984 | 0,9953 | 0,9884 | 0,9750 | 0,9521 | 0,9170 | 0,8682
21 1,0000 | 0,9998 | 0,9993 | 0,9977 | 0,9939 | 0,9859 | 0,9712 | 0,9469 | 0,9108
22 0,9999 | 0,9997 | 0,9990 | 0,9970 | 0,9924 | 0,9833 | 0,9673 | 0,9418
23 1,0000 | 0,9999 | 0,9995 | 0,9985 | 0,9960 | 0,9907 | 0,9805 | 0,9633
24 1,0000 | 0,9998 | 0,9993 | 0,9980 | 0,9950 | 0,9888 | 0,9777
25 0,9999 | 0,9997 | 0,9990 | 0,9974 | 0,9938 | 0,9869
26 1,0000 | 0,9999 | 0,9995 | 0,9987 | 0,9967 | 0,9925
27 0,9999 | 0,9998 | 0,9994 | 0,9983 | 0,9959
28 1,0000 | 0,9999 | 0,9997 | 0,9991 | 0,9978
29 1,0000 | 0,9999 | 0,9996 | 0,9989
30 0,9999 | 0,9998 | 0,9994
31 1,0000 | 0,9999 | 0,9997
32 1,0000 | 0,9999
33 0,9999
34 1,0000
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