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" Comment oser parler des lois du
hasard ? Le hasard n'est-Il pas
I'antithese de toute loi ? "

(Joseph Bertrand);



 Un peu d’histoire

* Les premiers jeux de hasard marquent le déebut de
I'’histoire des probabilites .

 Selon Kendall (1956), I'origine du mot «hasard » serait
dérivé du mot arabe « al zahr » (le Dé) et aurat ete
rapporté en Europe lors de la 3°™e croisade. F4&% 2

 C’est en France, avec Pascal(1623-1662) et
Fermat(1601-1665) que la théorie des probabilités va
prendre forme.



o Statistique et probabilités
e |La statistique et les probabilités sont les deux aspects

complémentaires de I'étud

e des phénomenes

aléatoires. lls sont cepenc
différentes.

ant de natures bien

* Les probabilités peuvent étre envisagees comme une

branche des mathématiqu
theorie de la mesure, abst

es pures, basee sur la
raite et completement

déconnectée de la réalité.

* Les probabilités appliguéees proposent des modeles
probabilistes du comportement de phenomenes
aleatoires concrets. On peut alors, avant toute
experience , faire des previsions sur ce qui va se

produire.



« Par exemple, on peut modeliser la duree de bon
fonctionnement d’'un systeme par une variable
aleatoire X de loi exponentielle de parametre A

* on dira alors que la probabilité que le systeme ne soit
pas encore tombé en panne a la date t est
P(X>t)=eM

 |la démarche probabiliste suppose ( ce qui n’est pas
vraie dans la pratique) que la nature du hasard est
connue. Cela signifie que I'on adopte un modele
probabiliste particulier (ici la loi exponentielle), qui
permettra d’effectuer des prévisions sur les
observations futures.




Utilité des méthodes statistiques

La statistique est 'ensemble des méthodes et
technigues utilisées dans le but d’extraire de
I'information de données. Ces données peuvent étre
Issues de I'observation de phénomenes naturels
(meteorologie,...) ou d’enquétes socio-eéconomiques

Dans la plupart des cas, les données sont entachées
d’'incertitudes et présentent des variations pour
nlusieurs raisons :

e résultat des expériences effectuées n’est pas
orevisible a 'avance avec certitude

toute mesure est entachée d’erreur

une enquéte est faite sur quelques individus et on doit
extrapoler les conclusions de I'eétude a toute une
population. etc...




Il y a donc intervention du hasard et des probabilites.
L’objectif essentiel de la statistique est de maitriser au
mieux cette incertitude pour extraire des informations
utiles des donneées, via I'analyse des variations dans
les observations.

Les méthodes statistiques sont utilisees dans de tres
nombreux domaines. Citons quelgues exemples :

économie : prévisions econometriques, etudes
guantitatives de marches

politique : sondages d’opinion

agriculture : rendement des cultures,...
iIngeénierie : controle de qualité des procedes de
fabrication, slreté de fonctionnement (fiabilite,
sécurite,...)

etc.
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Chapitre 1

Analyse combinatoire




analyse combinatoire
(combinatorial analysis, combinatorics)

Branche des mathematiques qui etudie les «
configurations », formeées a partir d'« objets » pris dans
un ensemble fini donne et disposés en respectant
certaines contraintes ou certaines structures fixees. Les
deux problemes principaux sont I'enumeration des
configurations, et leur dénombrement

Les denombrements (arrangements, combinaisons,
permutations) jouent un role important en probabilites
combinatoires, ou l’'hypothese d’equiprobabilite ramene la
determination des probabilités a des comptes
d'’évenements élémentaires. (dictionnaire deA-Z; F.Dress)



I)Notions sur les ensembles

1) Deéfinitions

« Définition 1 : Ensemble

Toute collection d’individus, d’objets... deux a
deux distincts est appelée un ensemble.

Exemples
N :Ensemble des nombres entiers naturels,
7, :Ensemble des nombres entiers relatifs,
B = {0,1}:Ensemble des chiffres binaires, etas



I) Notions sur les ensembles

1) Définitions

 Deéfinition 2 : élément

Les individus ou objets x d'un ensemble E, pris
isolement, sont des élements de E, et on note :

x EE

On désigne par la notationx & E , le fait quex
n'est pas un élement de E.

Par exemple, le symbole 5 est un entier : 5 € N.



I) Notions sur les ensembles

1) Définitions

o Deéfinition 3 : L'ensemble vide

L'ensemble vide est celui qui n'admet aucun
element. Il est noté qb .
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I)Notions sur les ensembles

1) Deéfinitions

« Définition 4 : Partie d'un ensemble

Une partie A d'un ensemble E est un
sous-ensemble de E.

Tous les éléments de A sont aussi des éléments
de E.

On dit que A est inclus dans E, etonnote A c E



I) Notions sur les ensembles

1) Définitions
Exemple :
Soit A={1,2,3,4) et B={3,4,5, 6}

Alors 1 €4 mais 1&¢B
A c N B c N A<ZB
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I) Notions sur les ensembles

1) Définitions
Remarque importante :
La paire E = {1, 2} n'a pas les mémes propriétés

que le couple (1,2); en effet :

| (1,2) = (2,1)
Mails

E=41{12}=1{21}
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I) Notions sur les ensembles

1) Définitions

 Définition4: L'ensemble des Parties d'1ensemble

Les parties d'un ensemble E forment elles-mémes
un ensemble noté P (E) , ou E est a la fois un
ensemble et un élément car E € P(E)

Exemples
E={1, 3,4}

P(E) =1¢,11}, 13}, 14}, 11,3}, 11,4}, (341 E}



I) Notions sur les ensembles

2) Operations sur les ensembles : Intersection
 Définition 1:

Soient A et B deux ensembles et E un ensemble
formé des eélements en communs entre A et B.
E est alors appelé l'intersection de A et B et est

noté : E=ANB
Exemple E

E =13, 4} l

01 06
A, B
*2 e 5




I) Notions sur les ensembles

2) Operations sur les ensembles : Intersection
« Définition 2 :

Soient E et F deux ensembles. On dit que E et F
sont disjoints si leur intersection est vide :

ENF=0

Exemple
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I) Notions sur les ensembles

2) Operations sur les ensembles : Réunion
« Définition 3 :

Soient A et B deux ensembles et E un ensemble
formé des éléments de A plus ceux de B et sans
répéter les éléments en communs entre A et B.

E est alors appelé réunion de A et B et est note :

EFE=AUB E
/\

Exemple
A

E = {11213141516}



I) Notions sur les ensembles

2) Operations sur les ensembles : Complémentaire
« Deéfinition 4 : Le Complémentaire

Deux sous-ensembles E,F € P(Q)) ,ou { est
I'ensemble reéférence, sont compléementaires (par
rapporta Q)ssi: EUF = Qet ENF=0

On peut dans ce cas noté F par E :

E={x€eQ/x¢E} 0
4 )

On peut encore écrire : E F= F
Q. — @ y,




I) Notions sur les ensembles

2) Operations sur les ensembles : La Difference

 Définition 5 : Différence entre deux ensembles

La difference entre un sous-ensemble E € P({))et
un autre sous-ensemble F € P(Q)), notée E — F
contient tous les eléments de E qui
n‘appartiennent pas a F :

E—F={x/x €eEetx&F}=ENF

= Y.




I) Notions sur les ensembles

2) Operations sur les ensembles :

 Quelques propriétés principales
ENO=0: EFUP=E: FUE=E
Si AcEalorsAUE =E et ANE =A
AU(ENF)=(AUE) N(AUF)
AN(EUF)=(ANE) UANF)
A=ANE+ANE
ANE=AUE et AUE=ANE
A—-B=ANB=A—-ANnB °




I) Notions sur les ensembles

2) Operations sur les ensembles : La Différence

Quelques Exemples :

Soit A=41,2,3,4}) et B=4{3,4,5, 6}

Alors
A-B=A{1,2},B—-A={5, 6}




I)Notions sur les ensembles

3) Ensemble dénombrable, Ensemble fini

Définition 1

Soit E et F deux ensembles. On dit que f une

bijection de E dans F, si on peut mettre en
correspondance parfaite les éeléments de E
avec ceux de F, c.a.d. si E et F ont autant
d'élements I'un que l'autre.

29



I)Notions sur les ensembles

3) Ensemble dénombrable , Ensemble fini
« Définition 2

« On dit que l'ensemble E est denombrable s'il
est fini ou s'il existe une bijection de N dans E.
Les éléments de E s'ecrivent alors sous forme
d'une suite infinie ey, €4, ..., €, ...

« Exemples:

« N*est dénombrable (n = n+1 bijective)

e /. est dénombrable

« MaisR ne I'est pas. %



I)Notions sur les ensembles

3) Ensemble dénombrable , Ensemble fini

« Définition 3
« On dit que I'ensemble E est fini s'il est vide ou
s'il existe un entier naturel n et une bijection

de {1,2,...,n}dans E. Les éléments de E
s'écrivent alors sous forme{ey, ..., e,}.

« Remarques :
e SiE + @, n est appelé le cardinal de E: card(E) =n

»  On convient d'écrire : card( @) = 0
« Dénombrer un ensemble c'est déterminer sQn
cardinal.




I)Notions sur les ensembles

4) Propriétés des Cardinaux

 Proposition 1

e Soit E un ensemble fini. Si F est un ensemble
tel qu’il existe une bijection de E dans F, alors
F est un ensemble fini et CardE = CardF

 Proposition 2

 Soit E un ensemble fini. Toute partie A de E est
finie et CardA < CardeE.

e SiAestunepartiedeE: A=E < (CardA = CardE.
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I) Notions sur les ensembles
4) Propriéetés des Cardinaux

 Proposition 3
a) Soient AetB deux parties d'un ensemble E fini.
Si A et B sont disjointes ( AN B = @ ), alors:

card(AVU B) = card(A4) + card(B)
b) card(A — B) = card(A) — card(A N B)
c) card(A) = card(E) — card(4)
d) card(AUB) = card(A) + card(B) — card(Nn B)
e) Si (A;)1<j<nest une partition de E fini (i.e.U"4; = E

et V(i,j) € {1,2,..,n}°tqi # j,A; N A = @) alors
n
card(E) = z card(A;)
i=1



I) Notions sur les ensembles

4) Propriétés des Cardinaux
« Définition
a) Soient E et F deux ensembles finis, ou
E={ey,...,en} et F ={fy, .., f,} On appelle
ensemble produit de E par F, noté E X F,
I'ensemble de tous les couples (el-,jj-); ou
e, €E et f; € F. On note :
ExF={(e,f)l1<i<n;1<j<p}
Exemple : {2,5} x {5} ={(2,5),(5,5)}



I) Notions sur les ensembles

4) Propriétés des Cardinaux

« Sion pose:
EXF=UL 4 ;0ud;={(e,f)I1<j<p}

prop 3 n
S card(E X F) = 2 card(4;) = np
i=1  =p

Exemple : card({Z,S} X {5}) =np=2X1=2



I) Notions sur les ensembles

4) Propriétés des Cardinaux

 Proposition 4 :

e Soient E et F deux ensembles finis :

card(E X F) = card(E) X card(F)

Remarques .

card(E?) = card(E X E) = (card(E))?

card(P(E)) = 2¢ard (£)



II) p-listes

1) Définition :
Soit p un entier naturel non nul. On appelle
p-liste d'un ensemble E a n €léments, une
liste ordonnée de p élements de E (avec

répétition possible).

Remargques :
> Une p-liste est un élément de EP
> Une p-liste est aussi appelée p-uplet

Exemple

SO|t E={0,2,3,5}.
(0,2,3) et (5 3 3) sont deux 3-listes de E

(0,2,3) et (2,0,3) sont deux 3-listes différentes



II) p-listes

1) Définition :

Soit p un entier naturel non nul. Le nombre
de p-listes d'éléments de E a n éléments est

egal a n”.

Preuve :

1) nb de p-listes est égal a (prop 4):
card(E?) = (card(E))P = n?P



III) Arrangements

e 1) Définition :
Soit p un entier naturel non nul et p < n.
On appelle arrangement de p éléments de E,
une p-liste d'éléments distincts de E.

« 2) Nombre d'Arrangements :

Soit E un ensemble & n éléments et AL le
nombre de p-liste d'éléments distincts de E.

On a:
A =n(n—-1).(n—-p+1) =

Exemple : E={0,2,3,5,7}
(0,2,3) est un a%"'rangement mais pas(5,3,3)

3
A3 == =60

n!

(n—p)!




IV) Permutations

e 1) Définition :

Soit E un ensemble a n éléments .
On appelle permutation de E tout arrangement

de n éléments de E.

« 2) Nombre de permutations :
Le nombre de permutations de E est : n!

Al=nXxXxn—-1)xXxn—-2)..X3x2x1=n!



e Exercice 1:

Combien de facons a-t-on pour composer le mot
de passe d’un fichier électronique de 6 chiffres?

Réponse: On a (10° = 1 million) facons de le
COMPpOSET.
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« EXxercice 2:

Combien de facons a-t-on pour composer le
mot de passe d’'un fichier électronique de 6
chiffres difféerents?

|
Réponse: Ona ( A, = 1% = 151200 ) facons de

le composer.

42



V) Combinaisons

1) Définition :
Soit p un entier naturel non nul et »p < n.
On appelle combinaison de p €léments de E,
un sous-ensemble de p eléments distincts de E.

Exemple : Soit E={0,2,5}, on peut alors
constituer :

> Une combinaison de 3 éléments : {0,2,5}

> Six arrangements de 3 éléments :
(0,2,5); (0,5,2); (2,0,5); (2,5,0); (5,2,0); (5,0,2)



Remarques :

> 0<p<CardE

> L'ordre des éléments d’'une combinaison
n‘a pas d’importance.

> {0,2,5={0,5,2}

> {(),5,5} n'est pas une combinaison.
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V) COMBINAISONS

« 2) Nombre de combinaisons
Le nombre de combinaison de p eléments de
E, noté Cb est égal a :

P _ n!

Cn = oin-p)

nx(n-1)x.x(n-p+1)

45



Remarque :

Cp est aussi appelé coefficient binomial

Dém : Il y a C facons de choisir une
combinaison de p eéléments de E. Et pour
chacune d’elles il y a p! permutations de
ses elements. Par consequent

Exemple :

3 XYX
—pa 5 =120 46
Cio 3 3x2x1



V) COMBINAISONS

« 3) Propriétés des coefficients CE

0 n -

C :C =1;0u n=0.
N N
P_ ~n7P,

C.=C, ;ou0=spsn

C =C"'=n;ou n>0.
1 N

C::%Crﬁ; ol 1< p< n-let >0

47



« Formule du bindbme de Newton

(a+b)" :anc:akb”'k - ou (a,b)OR? etn
k=0

-Remarque :

n
=2.C,
=2.C,

k=0
Formule du triangle de Pascal

C§=C§ C—l’ <ps<n-1




VI. MODELE FONDAMENTAL : CAS D'URNE

dSupposons qu’une urne contient n boules
numerotéees de 1 a n. On désire tirer p boules
parmi les n dans l'urne.

AdOn peut envisager différents modes de tirages:

1 Tirages successifs avec remise

v'Consiste a tirer au hasard dans l'urne une boule qui
sera remise dans l'urne avant le tirage suivant. On aura
ainsi formé une p-liste; ou p est le nombre de tirages.

v’ Autrement on aura n” tirages avec remise (de p
elements) possibles.




VI. MODELE FONDAMENTAL : CAS D'URNE

2 Tirages successifs sans remise

v'Cette fois la boule tiree n‘est pas remise dans
I'urne qui contiendra ainsi a chaque tirage une
boule de moins. On aura ainsi formé une p-liste
d’éléments 2 a 2 distincts.

v Autrement on aura Al tirages sans remise.




VI. MODELE FONDAMENTAL : CAS D'URNE

«32 Tirages simultanés

v'On tire en méme temps p boules dans l'urne ;
donc sans remise et ou |I'ordre n’‘a pas
d'importance. Un tel tirage est considérée comme
une combinaison de p éléments parmi n.

v Autrement on aura Cl tirages simultanés.



VII. En Résumé

Voici un tableau qui resume les 4 facons de
tirer p objets parmi n :

Tirer Avec ordre Sans ordre

Avec remise n® CPh, 0-1

Sans remise AP CP




VII._En Résume (suite)

Voici un tableau qui resume les 4 facons de
placer p objets dans n boites :

Placer Objets Objets
discernables | indiscernables
Plusieurs P P
dans 1 case N C”+p‘1
1 seul dans 1 D
P
case An Cnh




Chapitre 2

Notion de probabilité




I. Introduction:

C'est en 1933 que le mathématicien russe
Kolmogorov publia un article qui présentait les
fameux axiomes a la base du calcul des
probabilités.

Les probabilités devenaient alors un domaine
des mathématiques a part entiere comme la
geometrie, I'algebre ou encore I'analyse.



I. Introduction:

e Les concepts d’évenement et de
probabilité d'un événement sont deux
notions intuitives.

e L'objectif de la théorie des probabilités
est d'essayer de formaliser cette
intuition dans un cadre mathématique,
afin de comprendre les situations dans
lesquelles le hasard intervient.
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A)- Quelques définitions :

1)- Expérience aleatoire
On appelle une expérience ou épreuve

aléatoire, toute expérience entrainant des
résultats qui dépendent du hasard.

Exemple

a) Expérience 1 : On jette un de a 6 faces et on
lit le numéro de la face supérieure.

b) Expérience 2 : On jette deux fois le dé et on
note les deux numeéros obtenus.




2)- Univers

On appelle univers, noté Q, I'ensemble
de tous les résultats possibles (on dit aussi de
toutes les éventualités possibles) de cette
experience.

% Dans le cas du lancé d’un dé :

Q={1;2;3;4;5;6



3)- Evénements

On définit un événement comme un
ensemble de résultats possibles de
I'expérience aléatoire.

Exemple :

a) Expérience 1 : A, est I'événement « le numeéro
obtenu est impair » : A ={1;3; 53
A, I'evénement « le numéro obtenu est
inférieur ou égal a 3» : A, ={1,; 2;3

b) Expérience 2 : Soit B I'événement « la somme
des deux numeros obtenus est 5 »:

B ={(2:3)(1:4 (3:9 ( 4}




Remarques :
> Un événement est un sous-ensemble de Q :

ALQ=AUP2Q)

> Qest un élément de £(Q). On l'appelle
evenement certain.
> [1 est I'événement impossible.

> On appelle événement élementaire tout
element wde Q :

1,2,5 et 6 sont des evénements elémentaires de
Q={1;2;3;4;5;6



> L'univers Q dépend de l'expérience consideree
et aussi du choix de celui qui construit le
modele.

o Exemple : pour le lancé d’'un de; on peut
choisir :
Q ={impair ; pair}

o Exemple : pour la durée de vie d’'une
composante électronique; on peut choisir :

Q :[O;+00[



> En effectuant I'Expérience 1, on obtient un
nombre w tel que wOQ ={1;2;3;4;5;86.
Alors on dit que A, est réalisé si w{1;3; 5 :
Al est réalisé = w0{1;3;3
De méme A, est réalisé = wl{1; 2;3
Q est réalisé - w0{1;2;3;4;5;6

> En effectuant I'Expérience 2, on obtient un
couple (@,w). Alors on dit que B est réalisé si

(@) 0{(1:4) (29 (4} ( 33

o B est realisé - (a{,wz)D{(l;4) (2;3 (4:1 ¢ 3i?}



Langage des evénements :

> On dit que I'événement contraire de A

« non A » est réalisé si et seulement si A
n‘est pas realise :

w A « wllA

> Exemple : (Q et | sont contraires.




> On dit que I'événemen
si et seulement si A et

de la méme experience :

t « A et B » est réalisé
B sont réalisés au cours

w1"AetB" « wll Aetwl] B wl] A) E

» On dit que A et B sont

s’ils ne peuvent se réa
A

disjoints(incompatibles)
isés simultanément :
B =0

Exemple : Pour le jet c
evénements A=<« avoir u

‘'un dé a six faces, les
n nombre pair » et

B=« avoir un nombre impair » sont disjoints

> On dit que I'éevénemen
si et seulement si I'un
réalise :

t « A ou B » est realisé
deux au moins est

w"AouB" =« wl Aouwldl B wll AJ E



On dit que I'événement « A - B » est realise si
et seulement si A est realise et B ne I'est pas :
w"A-B" « wAetwl B wl A B

On dit que I'événement « A A B » est réalisé si
et seulement si I'un deux seulement est réalisé
w0"AAB" = wO(A-B)U(B- A

- wO(AUB)-(AN B)

A implique B si la réalisation de A entraine
cellede B wl A= wlIB etdonconditque Al |

Une famille A; A, , ..., A, est dite systeme
complet d’événements si :

P
Oi #j,A,NA, =0 et [ JA =Q
j=1



TABLEAU RECAPULATIF

Liens entre ensembles et probabilités

W point de O événement élémentaire
A sous-ensemble de | , , .

A 0 événement aléatoire
w € Al wappartienta A w réalise A
A C B| A est contenu dans B A implique B
A UB| réuniondeAetB A ou B
A N B |intersection de A et B AetB

A |complémentaire de A contraire de A

@ @ ensemble vide | événement impossible

() QQ ensemble plein événement certain
ANB=0 A etBdisjoints A et B incompatibles 4




4)- Probabilite :

a) Définition 1: TRIBU

On dit gue A est une tribu sur 2, si c'est un
ensemble de parties de Q) stable par intersection et
par union et dénombrable.

Exemple :

(Q), I'ensemble des parties de Q, estune tribu
sur .

le couple(Q;A)est appelé espace probabilisable.

* (Q,.7(Q)) estun espace probabilsable, X



4)- Probabilite :

Remarques

> Tout element de Aest appelé événement.

> Tout singleton {w} de Q est appelé événement
elementaire.

> Dorénavant on considérera la tribu . #(Q).

b) Définition axiomatique de la probabilité :Soit (Q ;. #(Q))
un espace probabilisable; on appelle probabilité sur Q,
toute application P de . ~(Q) dans [0;1] veérifiant :

« P (Q)=1

« Pour tout A et B de . ~(Q) disjoints, on a :
P(AUB)=P( A+ P( B

e Le triplet (Q ;. #(Q) ; P) est appelé espace probabilisé

« P(A) est appelé probabilite de I'evénement A.




b) Propriétés

Theoreme

- OAévénement onas (P )x1

-~ P(0)=0

~, JAévénement on a(P_)A: 1- (P)A

~SiAOB, dosH A< R B

n

~P(AUAU---UA)=> P(A); pourtoute

| =1
famille d' évenements digid 2s 2a
— Si Aet BsonR éevénements alorsona
P(AUB)=P(A+ A B- H A1 §
— Pour tout systeme complete&/enements, A A--, A et pourtc
événementB ona P 8= (P,A )B (P,A )B-+ (P (A )



5)- Probabilité conditionnelle:
a) Definitions :
. Soit deux eévénements A et B ou P(B) & O,

alors on appelle probabilité conditionnelle de A
sachant B que |'on note P(A/B), le rapport :

(%) AﬂB

« On dit que 2 événements A et B sont
indépendants si :

P(ANB)=P(A)x P( B)




b) Interprétation :
la Probabilité conditionnelle de A sachant B est

la probabilité que I'événement A se réalise
alors que l'événement B s’est deja réalise.

Si A et B sont p1sioints alors P(A/B)=0
Si A et B sont INDEPENDANTS alors P(A/B)=P(A)

c) Propriété :
Soit deux evenements A et B ouP(A)#0 et P( B) # 0

P(AnB)=P(Rg) P(8)= AB/A)~ A




d) Exemple:
Soit I'univers Q={1,2,3,4,5,6}muni de . AQ)

Soit P, et P, les probabilités definies sur (Q;. ~(Q)):
i | 1| 2| 3| 4| 5| 6
RUY) 26| 29| 16 | 19| 13| 1/9
i | 1| 2| 3| 4| 5| 6
R{i}) 26| 176 | 16 | 1/6 | 1/6 | 1/6
A ={1,3}; B ={3,5} sont-ils indépendants pour P,
1,.1_1 1 1_1
P(A)==+=== P(B)==+-==
1
Et R(AN B) = e({:a}):6
Or Pl(A)XPl(B):% d' ou I' égalite



d) Exemple:
Soit I'univers Q={1,2,3,4,5,6}muni de . AQ)
Soit P, et P, les probabilités definies sur (Q;. ~(Q)):

il 2| 23] 4] 5|6
RUY) 26| 29| 16 | 19| 13| 1/9

il 12 21 3] 2| 5 6
rR{i}| 26 | 16| 16 | 16| 1/6 | 16
A ={1,3}; B ={3,5} sont-ils indépendants pour P,
_1o1_ _1.1_ 1

—



d) Formule des probabilités totales:

Soit A, ,A,, ..., A, un systeme complet
d'événements non impossibles Pour tout B, on a

P(B)=2 P(ANB)= A A)x £ B/ |

e) Formule de Bayes :

Soit A, ,A,, ..., A, un systeme complet
d'événements non impossibles et B non
impossible. Pour toutj telque 1<j<n ona:

(A /j i P((/E;A j)




Bayes

¥ ._.Ju__r....___.n”_.

= C

75



6)- Notion d’Equiprobabilite :

a) Definitions :

1) Soit I'univers Q ={w, , w,, ..., w}.On dit qu'il y a
équiprobabilite si : 1 .

i O{1,....n}, P({w}) " cadQ

Autrement, les probabilités de tous les événements
elémentaires sont égales.

b) Théoreme :
Lorsque tous les événements éléementaires sont
équiprobables; alors :

P(A) = Card A _ nbde cas favorable
CardQ nbdecas possible



6)- Notion d‘Equiprobabilité :

Exemple :
On reconsidere I'Expérience 2:

Q0={1;2;3;4;5;4

On considere que le de est equilibré. Soit B
I’événement « la somme des deux humeros
obtenus est 5 », on aura :

B ={(2:3)(1:4 (3:9 ( 4}

1
e

CadB 4 1

et P(B)= =— =—
CadQ 36 9

0(i.1)89 P (@}



Chapitre 3

Variables Aléeatoires




I. Introduction:

Une variable aléatoire, notee V.A. n’est
autre qu’une grandeur numerique attachée au
résultat d’'une expérience aléatoire. Chacune
de ses valeurs est associee a une probabilite
d’apparition.

Exemple:

> la somme des numeéros affichés par le lancé de
2 des.

> le nombre d’appels arrivés a 1 standard
teléphonique pendant 1 minute

> la durée de vie d'1 composante électronique.



A)- définition :
On appelle variable aléatoire reelle, notée VAR,
une application X définie sur l'univers Q et a

valeurs dans R qui associe a chaque résultat
de I'épreuve aléatoire, un nombre réel :

X:Q 5 R
wr X (w) =x

Remarques :

v Si X(Q) est fini ou dénombrable, X est dite
V.A. discrete (VAD)

v X est dite V.A. continue (VAC) si X(Q) est une
reunion d’intervalles de R.

v’ Désormais, on note X=x a la place de X(w)=x



B)- Fonction de Répartition :

Définition :
On définit la Fonction de Répartition F

d’1variable aléatoire X comme étant la
fonction :

F:R - [0;]
= (x)=P(X < x)

X

Remarque :

v F nous permet de définir la loi de probabilite
de X



B)- Fonction de Répartition :

Propriétés de la Fonction de Répartition

- OxOR, 0< F(x)=<1

- Festcroissantecarsix y( X pI( X )
doncF(x)= P( X< X< K X< y= K ¥

L LimF(x)=0 'F(x)
T 1

~ Lim F(x)=1 ﬁ‘

~ JaetbO R telquea b J
P(a<x<b)= F(b)- F(§ O

X




B)- VAD :

Loi de Probabilité :

On appelle Loi de Probabilité d'1variable
aléatoire discrete, la donnee, pour chaque
valeur x;, prise par X, de la Probabilite de
I'événement (X= x), notée p, : P(X=x)=p, .

Remarque :

v Si X(Q) est fini ;pi =1

v Si X(Q) est dénombrable infini 2 pi =1



Exemple: On lance deux pieces de monnaie. Soit
I"'univers Q ={(p,p) ; (p,f) ; (f,p) ; (F,H}muni de . AQ)
Soit X la VA qui vaut O si on obtient (p,p), 1 si
on obtient (p,f) ou (f,p) et 2 si on obtient (f,f).

On a : X(Q)={0,1,2}.
Soit P la probabilité déefinie sur (Q:. ~(Q)) par :

w | (p.p)| (p.f (Fp) (&1
P({ak) 24 | 14 | 114 | 14

puisque, en supposant que les 2 pieces sont équilibrées,
les événements elémentaires sont équiprobables.

— X 0 1 2
D, =P(X=x;) 1/4 1/2 1/4

En effet Pz - P{x =)= P{w/ x(@)=1)= P{(f. B:( pf)})
=P({(f,p)})+ P({(p,f)}):1/4+1/4:%




Exemple :
la Fonction de Répartition dans notre cas :

0 s X <0
% si 0O<sx<l
F(X):<

§ SI 1<x<?2

A

1 si X > 2 [ F(x)

) 1
3/4r —c¢
1/4E—C




B)- VAD :
Espérance mathématique :

On appelle Esperance mathématique
d’lvariable aléatoire discrete, notée E(X), la
quantiteé : ’
v Si X(Q) est fini E(X)=> p X
| =1

v Si X(Q) est dénombrable infini E(X)=) p X
Remarque : i

v' Cette notion correspond a la notion de
moyenne arithmétique en Stat.Desc.

v’ Dans le cas dénombrable infini, la série doit
étre convergente pour que E(X) existe.

v' X est dite centrée si E(X)=0




B)- VAD :
Proprietés de I'Espérance mathématique :
v L'Espérance matheématique est un opérateur

lin€aire: gojent X et Y2 V.A. et all R on
E(aX +bY)=aH X)+ bg VY
v' Soit g une fonction de R dans R, alors :

E(g(x))=2a(x) p

Remarque :
v Sig(x)= x3

E(X?’):fo’p



Exemple (suite) :

X

0

P =P(X=X;)

1/4

1/2

1/4

E(X):ixiP

=(0x p, +1x p, + 2% ;)

3

(X=x%)=> xp

=1




B)- VAD :

Variance et Ecart-type :

On appelle Variance d'1variable aleatoire

discrete, notee V(X), la quantité :
v Si X(Q) est fini n

2 2
v (X)=E|(X-E(X)) [=X(x- & %) s

v Si X(Q) est denombrable

v ()= E[(x - E(X)]=2(x - HX) P

ou E(X):Zxi R

Remarque :
v Dans le cas dénombrable, les séries ZX B etz X P

doivent étre convergentes pour que E(X) et E(X2)
existent.



B)- VAD :

Propriétés de la Variance :

-V (X)=0

SV (X)=E[ X*|-( E] x])2 :iZ N

~ Engénéral: V( X+ Y)z [ X+ \[ Y

-V (a+X)=V(
SV (aX)=a V|

)
)

X
X

Exemple (suite) :

V (X)=E| X?|- E] X]ZZZ X2 p-

_Z K ip_

2 7]

_3_2_1 X
-2 1'2

0

1

2

p, =P(X=x;)

1/4

1/2

1/4




B)- VAD :
Ecart-type :

On appelle écart-type d’lvariable aléatoire
discrete, notée o(X), la racine de la Variance :

o(x)= 0 (x)

Remarque :

v o(@X)=[go(X).
_ X ~E(X)
- a(x)

en effet E(Z)=0et V(Z)=1.

v Z est dite V.A. centréee réduite :




C)- VAC a densité :
Ici X est telle que X(Q) est un intervalle de R
( ou R entier).
Densité de Probabilite :

On dit qu’une variable aléatoire X est a densité
s’il existe une fonction fde R dans R définie,

positive, continue sur R (sauf peut étre en un
nombre fini ou dénombrable, de réels), telle
que pour tout reel x :

F(x)=P(X<x)= j_xoo f( 1) dt; oli Fest lafonction de répartitionide

La fonction fs’appelle la densité de probabilité de
La VAC X.




C)- VAC a densité :
Théoreme :

une fonction 7 reelle, definie sur R est une
densité de probabilité si et seulement si :

a) f est continue sur R, sauf, éventuellement, en
un nombre fini de reels;

b) Pour tout réel x, f (x)=0;
C) Lo dx 1

Si X une VAC admettant une densité 7 et soit F sa
fonction de repartition, alors F est continue sur R

et : f(x):F’(x):dF(X)

Si X une VAC admettant une densite /: P(X =x)=0



C)- VAC a densité :
Propriétés d’'une densité de probabilité
Si X une VAC admettant une densité 7 et soit F
sa fonction de répartition, alors :

PlasX<b=H & X< B

- (' (x)ox=F{§-H 4

fx) . .




C)- VAC a densité :
Exemple:
Soit f'la fonction définie sur R par :

- — —_

_ - 7
f(x)zﬁ—cosx sI XU O,2

=0 sinon
» fest continue sur R\{0}
» XOR, f(x)=20

> [ (x) LO X) et [ 2 (3 dxrj' A ¥ de[sin }( 1

cos< O 0

> D’ou fest une densite de probabilité






C)- VAC a densité :
Exemple (suite) :
Soit F la fonction de répartition d’1 VAC X de
densite f :

(=0 s XD]—O0,0]

:_[_Ooof (t)dt+joxf (t)dt=sinx si XD}O,Z—T}

—2 —2 2

F(x)=+ - - -
:J_Ooof (t)dt+ [ (t)dt+ [, f (t)dt=1 si XD}I—ZTJOO[

—_ —_ E —_
=0 cod 0

Par exemple, on peut calculer :

P(Os X sgj S F(Ej— F(0 N2 V2

A4



Fonction de répartition de X VAC
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C)- VAC:
Espérance mathématique d’1 VA a densité :

E(X):f:xf(x) dx

Propriétés de I'Espérance mathématique :

> Solent X etY2VA. Cet,alh R ona
E(aX +bY)=aH X)+ bE V)
- SIX VACde densitd admettantune espéra

et sij_mxzf (x) dx est convergente alors’X adn

uneespéranceet(E 59:[:0 x (f )x dx



C)- VAC:
Variance d’'une V.A. a densité:

On appelle Variance d’lvariable aléatoire X de
densité £, notée V(X), la quantité réelle :

V (X)= E[(x- (X)) [=]7(x- & %) 1( ) o
guand E etE( ) existent

Propriétés de I'Espérance mathématique :
-V (X)=z0

v (x)= [T (EL X =] () o ([ 3 o
~ Engénéral: V( X+ Y)z M X+ \( Y

-V (a+ X)=V( X)

X
-V (axX ) =&V ( X)



C)- VAC:
Ecart-type :

On appelle écart-type d’1 VAC, notee o(X), la
racine de la Variance :

o(x)= 7 (X)

Remarque :

v o(aX)=[go(X)
_X —E(X)
- o(X)

en effet E(Z)=0et V(Z)=1.

v Z est dite V.A. centréee réduite :




C)- VAC a densité :
Exemple (suite) :

> Calcul de L'espérance E(X) :

E(X) :f: xf ( x) dx:j;2 XCOS X dX

=[x sinx]: —L:g sinx dx = 727 1




Exemple (suite) : Calcul de La variance V(X) :

V(X)=E| X ](E[X] j %cosxdx—(i—jz

Or
T T ﬂz [ T T \
E[Xz]:[xzsin x}g —2[;5 XSinx ox="7-+ 2[ xc:os*gj—j’o+§ cosx dx
. 0 )
4 A
s LA
:Z_Z [S|nX]g :—4_2
. 1
D 'ou
2
V(X):é—Z—(g—lj =73



D)- COUPLE DE VARIABLES
ALEATOIRES DISCRETES :

LOI CONJOINTE :

Soient X et Y 2 VAD définies sur le méme
espace probabilise (Q ;. ~(Q) ; P). On appelle
couple de V.A. réelles, une application :

Q - R?

w- (X (@)Y (w))
Supposons que X (Q)={x;,id1} et Y(Q)={y, 03

On appelle loi conjointe du couple (X,Y)
'ensemble des triplets ( x, ¥, p; ) ou

Py = P[(X - X% )ﬂ(Y = 3{)]



Les p; Sont des probabilites qui vérifient :

2.2 b :JZD;,IZD: P =1

il D

On appelle Tableau de contingence ( ou a
double entree), le tableau suivant :



1-TABLEAU DE CONTINGENCE

Y
N v, | v, Vi b | v [ToTal
X P | P12 Pk P
X5 P21 | P2 Py P
X/ ,0 if ,U/,
X m pm] pmz pmk pm.
TOTAL | ;| po| | oy || Pa




D)- COUPLE DE VARIABLES ALEATOIRES
DISCRETES :

LOI MARGINALE :

On appelle loi marginale de X (resptY) du
couple (X,Y), la loi de probabilité de X (resptY)

K

=Y F(x=x)N(v= y)]=3

j=1 j=1

]
P.; :P[(Y - yj)]=Z P[( X= X)H(Y: V)]:i iP

| =1 | =



D)- COUPLE DE VARIABLES
ALEATOIRES DISCRETES :

Exemple:

Un sac contient 4 boules numérotées de 1 a
4, On tire deux boules avec remises, et on
note X et Y les numeéros obtenus.

Soit Z=Sup(X,Y) et P probabilité uniforme
sur (Q ;. ~(Q))

Q0={1,2,3,4"

Le tableau suivant donnent les lois de (X,Y) et
(X,2)



! : 3 * |Loi de (X,Y)
1 1/16 | 1/16 | 1/16 | 1/16 |°
2 1/16 | 1/16 | 1/16 | 1/16
3 1/16 | 1/16 | 1/16 | 1/16
4 1/16 | 1/16 | 1/16 | 1/16
Z
X 1 2 3 4
1 1/16 | 1/16 | 1/16 | 1/16
Loi de (X,Z)| 2 0 2/16 | 1/16 | 1/16
13 0 0 3/16 | 1/16
4 0 0 0 4/16




Exemple (suite) :
Dém :

(i,j ) 0Qona:P{(X=i)N(Y = j) | :1_16

et

i

Sl i>] P[( ) (z J)] P
si i=j P|(X=i)N(Z= |)]:ZP[(X i

si i<j P[(X=i)N(z=])|=P [(x:i)ﬂ(Y:'



Exemple (suite) :

% ‘ 1 2 3 4 Pi. -0

de X

1 | 1/16 | 1/16 | 1/16 | 1/16 | 4/16 /
2 0 | 2/16 | 1/16 | 1/16 | 4/16
3 0 0 | 3/16 | 1/16 | 4/16
4 0 0 0 | 4/16 | 4/16
P.; | 1/16 | 3/16 | 5/16 | 7/16 | 1

Loi marginale de Z /

marginale



D)- COUPLE DE VARIABLES ALEATOIRES
DISCRETES :

Indépendance des variables aléatoires X et Y:

On dit que X et Y sont indépendantes si :

Soient X et Y2 V.A. indépendantes o
-~ E (X xY)
SV (X +Y )=V ( X)+V(Y)




Exemple (suite) ;

£ (Xx2)=3 Y ixjxp

=1 j=1

1+ 2+ 3+ 4+ 8+ 6+ 8 24 12 64 13

16 16
4 4+8+12+16
E (X)) = z 22005
4 1+6+15+ 28
E(2)=) i~ =T =0=3,12

J :

S~ E(Xx2Z)# E(X) E( 2)

Donc X et Z sont dépendantes



D)- COUPLE DE VARIABLES ALEATOIRES

DISCRETES :

COVARIANCE DE 2 VARIABLES ALEATOIRES ET
LEUR COEFFICIENT DE VCORRELATION :

On définit la covariance de X et Y par :

Cov(X,Y)=E

(x e

(X)( Y- & )]

=22 pi (% —E(X))( % - E(Y))

il D



D)- COUPLE DE VARIABLES ALEATOIRES
DISCRETES :

COVARIANCE DE 2 VARIABLES ALEATOIRES ET
LEUR COEFFICIENT DE CORRELATION :

Propriétés

~Cov(X,Y)=E( XxY)- B Xx E VY

- Cov (X, X)=V( X)

- Si X etY sontindépendantes alemv( ,X)¥ O
SV (X +Y )=V ( X)+V(Y)+2cov X, Y)



D)- COUPLE DE VARIABLES ALEATOIRES
DISCRETES :

COEFFICIENT DE CORRELATION LINEAIRE :
On définit le coefficient de corrélation r de X

et Y par: COV(X,Y)
F )V (v)
Propriétés

 r ale méme signe que la cov(X,Y).

® —1SI’ S +1

« SiX etY sont indépendantes, alors r=0.
. r=+1 ssi P(Y=aX+b)=1




Chapitre 4

Lois Classiques et
Convergence

- ——



INTRODUCTION

La pratique des probabilités dans la modeélisation statistique
passe tres souvent par une parfaite connaissance des lois
usuelles ; le probabiliste-statisticien a en effet besoin :

- d'identifier la ou les lois de probabilité des variables
engendrant les données observees

-de connaitre et interpréter leurs caracteristiques
fondamentales (espérance, ecart-type, médiane, etc...) qui
Interviennent dans I'expression des densités ou de fonctions
de repartition

- de pouvoir approximer ces lois par des comportements
asymptotiques limites apparaissant dans un certain nombre
de situations.

PH. TASSI - S. LEGAIT



I. LOIS DISCRETES USUELLES:

1- LOI UNIFORME SUR {1,...,n}
Une V.A.D. X suit une loi uniforme sur {1,...,n}si:

X (Q)={L...n} et OKO{L..3, P X= Q="

On note X ~7%({1,...,.n})

Moments :

> Espeérance:

> Variance:




L. LOIS DISCRETES USUELLES :

1- LOI UNIFORME SUR {1,...,n}

DOMAINES ET LIMITATIONS :

Elle est souvent utilisée pour générer des nombres
aux hasard et elle est souvent a la base de la simulation
de n’'importe quelle loi de probabilité discrete ou continue.

(voir touche RND de la calculatrice)



2- LOI DE BERNOQULLI .%4(p)

A)- définition : Une variable aléatoire X suit une
loi de Bernoulli de parametre p si sa fonction de
probabilité est de la forme

(1 avec probabilité p
0 avec probabilite) = 1 p

X =

ou p et q représentent respectivement les
probabilités de succes et d’échec symbolisés par
les valeurs 1 et 0. On écrit :

P(X =x)=pd>; x0{0,%

On note: X "% (p)




B)- Moments :

> Espeérance:

L'espérance mathématique de la loi de Bernoulli
est le parametre p de la loi:

E(X)=0xP(X=0)+1x P(X=1=

> Variance :

La Ma_ua_nge_de_ta_m_de_&emmﬂgj_esr_pq_._
v ()= E[x]-(E[X]) = %" o[ #

=0+1xp-p° = p(l- p)= pqg

C) DOMAINES ET LIMITATIONS
La loi de Bernoulli est utilisée lorsqu’une expérience
aleatoire n'a que deux résultats possibles quali. Ou quanti




Jakob Bernoulli

123



3- LOI BINOMIALE .%(n, p)

On appelle processus de Bernoulli toute modélisation
par une suite X;,X,,X;, .. ., X, de V.A. Li.d.
(indéependantes et identiquement distribuées), chacune

de loi .% (p). Dans ce cas, on peut citer différents types
de comptages, menant a des lois differentes:

»loi binomiale : comptage des succes en s’arrétant a un
nombre de répétitions fixé a I'avance.

»loi géometrigue : comptage des echecs avant
d’atteindre le premier succes.

»>|oi binomiale négative : comptage des echecs avant
d’atteindre le r-ieme succes ().

> lol de poisson : comptage de nb d’occurrences dans
un laps de temps




3- LOI BINOMIALE . %/, p)

La loi binomiale dépend de deux parametres n et p, et
dont les valeurs possibles sont: X(Q)={0,1, 2, - - -, n}
Soit P(X = x) la probabilité d’obtenir x succes parmi
n repetitions.

En partant de la définition de la loi de bernoulli, |a

probabilité d'avoir, parmi n tirages successifs
. ’ N 7 X N—X
Indépendants x succes et donc n-x échecsest P (

X N
D'autre part, on a Cn Ou 1< X< n fagons de
combiner les x succes avec n-x échecs. D'ou la
définition :



3- LOI BINOMIALE . %/, p)

A)- définition : Une variable aléatoire X suit une loi

binomiale de parametres n et p si sa fonction de
probabilité est de la forme :

P(X =x)=¢p'd; x0{0,12,..,1

-

ou
P estla probabilité de succes

J g estlaprobabilité d echec

(, estle nombre de combinaisons de x objets pan

la loi ci-dessus permet de calculer la
probabilite d’obtenir x succes parmi n epreuves
independantes (avec remise).




B)- Moments : Soit X, X,, ..., X, n variables
aleatoires indéependantes de loi de Bernoulli de
parametre p ; alors leur somme X suit une loi
binomiale de parametre n et p :

X =X;+ Xo+ ...+ Xo A Z(n, P)

> Espeérance:
L'espérance mathématique de la loi binomiale
de parametres n et p est np

E(X)=> E(X;)=> p=nr
| =1 | =1
» Variance :
La variance de la loi birlpomiale estr:] npq :

V (X):Z;V(Xi):; pg= NpC



»Propriéte : . SI X, %N, p)et X, ~%(n,, p)
les v.a. X, et X, etant independantes, alors

X1tXy Ay Z (N, 15, P)

Remarque: % (1, p) =% (p)
C) Exemple
On lance 10 fois une piece de monnaie. Soit la

variable aléatoire X representant le nombre de piles
apparues. La probabilité d’obtenir exactement 8 fois piles

estdonc égale aP(X = 8) = (10) — 0.044

D) DOMAINES ET LIMITATIONS

L'application la plus fréquente se situe dans le domaine
des sondages



4- Lois Géomeétrique ef Binomiale négative

A)- définition : Lo/ Geométrigue <(p)

la variable aléatoire X, représentant le nombre
d’ épreuves nécessaires pour parvenir au premier
succes, suit une loi geomeétrique de parametre p,

notee </ p). sa fonction de probabilite est :
P(X =k)=pd™; k=12,..

C) DOMAINES ET LIMITATIONS

La loi Geéometrigue est utilisée en météorologie et en
files d’attente.



B)- Moments :

> Espeérance:
Léspérance matheématique de la loi
geometrique de parametre p est 1/p

E ()= kpd = pl1r2ar3d+) =

> Variance :
La variance de la loi géométrique de parametre p

est p/qg? :

V(X)= po1+2°q+ 3¢’ +"')_(qu :[g

P g



D)- définition : Lo/ Binomiale négative % 1, p)

La loi binomiale négative Z./7r, p) est une

géneralisation de la loi geometrique ou I'on
considere X « nombre d’échecs avant de parvenir
au r €me succeés». Sa fonction de probabilité est

P(X =k)=(Cwa P d; k=0,1,2,..

En effet pour toute sequence de k echecs et
r succes la probabilite est p” gk. Sachant que le
dernier résultat de la sequence doit étre un
succes, il reste a dénombrer les sequences avec
k échecs et r—1 succés ce qui revient a
dénombrer les possibilités ekch0|x de k positions
parmi k+r—1 positions, soit (Hk o

La lorbinomiale négative.est extrémementiiisee oo adéariredes

phenomenes:-sulvants/smoaelsation de ladrequentat = iomn ae
magasin, ae-ia-fiaele::. ete.




B)- Moments :

> Espeérance:
L'espérance mathématique de la loi binomiale

negative % J(r,p) est r(1-p)/p

:r(l—p)

e (x)="5

» Variance :
La variance de la loi binomiale negative % 7¢r, p)

est r(1-p)/p? :

v (x)="E2)

P




5- LOI HYPERGEOMETRIQUE Z#(N, 1, N

A)- définition : Soit une population de N objets
parmi lesquels une proportion p possede un
certain caractere, on preleve un échantillon de n
individus, sans remise, dans cette population.

Soit X le nombre d'objets qui possedent cette
proprieté. On a

P(X =k)= (NP(NN = k=0,1,2,..

Onnote: X "y (N, n, Np),




B)- Moments :

> Espérance: E (X ) = np

> Variance : V (X ) = npq?I __2

C) DOMAINES ET LIMITATIONS

Elle est utilisee en controle de qualité.

C’est la loi du tirage exhaustif. C’'est celle aussi
qui deécrit certains jeux tel celui du Keno (quelle
est la probabilité de donner 8 numeéros sur 10
dans une liste de 66 nombres ?).



6 Loi de Poisson
A)- définition :
Une v.a. X suit une loi de Poisson .Z%(A1) de

parametre A > 0 si c’est une variable a valeurs
entieres, X(Q2) = N et tel que :

Ak
P(X =k)=€'"—; k=0,12,..
On note : X Ar ()

B)- Moments :
> Espérance et Variance: E(X) = V(X) = A.

L'espérance mathématique et la variance d’une
loi de Poisson sont egales a son parametre A.




>Propriété :  Si X, ~ (1) et X, ~ FA(u)
les v.a. X, et X, étant indépendantes, alors

X+ Xy A"y P (A+ )

C) Exempli
On considere des évenements se produisant en
moyenne 1,5 fols par minute.

Pour étudier le nombre d'évenements se
produisant dans un laps de temps de 6 minutes,
on utilise comme modele une lol de Poisson de

parametre 3 —15x6 =9




Remarque : la loi de poisson correspond a la
lois des evénement rares (proba. Faible)

C) DOMAINES ET LIMITATIONS

est utilisée dans les cas suivants : le nombre de
pannes d’'un systeme arrivées dans un laps de
temps... nombre d'appels téléphoniques
enregistrés par un central ...nombre daccidents
sunvenus a un assure ...nombre darmvees a un
guichet et la dans la finance pour modéliser la
probabilité de défaut d'un credit,...




Siméon Denis Poisson
1781 - 1840
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Lol multinomiale

e Définition : Un vecteur aléatoire
X =X, X5, ..., X,),€ N¥ | suit une loi
multinomiale de parametres

n €N,p;..p, €01, p; +-+p, =1
Notée M (n,pq ...py, ), Si ¢

P(X = (x1, %2, 0, X)) = !n Z

n1q ng
pl pk ,
1! nk!

ny+-:--+n, =net ou nyg,..,n, €EN
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Lol multinomiale

Espérance : E(X) = (npy, npXs, ..., npy,)

Variance : V(X;) = np;(1 — p;)

Covariance : Cov(Xl-,Xj) = —np;p; SLL# ]

e Si on jette n boules que une par une
aléatoirement dans k boites differentes chaque
boule ayant la probabilité p, d’étre jetée dans la
i-eme boite, les nombres (N, . . . ,N,) de
boules dans les boites 1,...,k , suivent une loi
multinomiale M(n, py,..., Pi)- o



II. LOIS CONTINUES USUELLES:

1- LOI UNIFORME SUR [a, b]

Une V.A.C. X suit une loi uniforme sur [a , b] si:
1) X(Q)=[a,b]

(f(x)=0 six0O[a,b]

< 1
\f(x)—m Si xD[a,b]

2) ladensitadef est;

On nOté X’\a % [a, b]

Moments : o (b-a)
) a+ —a
> Espérance et Varlance:E(X)=T et V(X)= 17

Applications : cette loi est a la base de la
simulation de plusieurs autre lois continues.




II. LOIS CONTINUES USUELLES:

1- LOI UNIFORME SUR [a, b]

Remarque : la courbe de sa densiteé a une forme
rectangulaire.

Exemple : La duree du retard des trains suit une

loi Uniforme
f(x) 1




II. LOIS CONTINUES USUELLES :

e 2- Lol de Paréto

« Définitiomn. Une variable aléatoire X, a valeurs

positives, suit une loi de Paréto
de parametre p > 1 si sa densité est :

—1
FOO) = =1 g ()

Espérance : E(X) = (5:;) Sip > 2

. . _ p—1 .
Variance : V(X) ooz SLP > 3
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II. LOIS CONTINUES USUELLES :

 Loi de Paréto

e Applications :

—La loi de Paréto a été introduite pour
modeéliser la distribution de revenus
supérieurs a un seuil donné.
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II. LOIS CONTINUES USUELLES:

3- LOI Exponentielle

Définition. — Soit A un nombre strictement positif ;
une variable aléatoire X a valeurs dans ]0,+oo[
est dite exponentielle de parametre A>0, si elle
admet pour densité k.

f(x)=1e™™ six>0

ladensitéf est |
0 si<0

~

On note X M%(A)

Moments : E(X):% et v(x):/]—l2

Applications : La loi exponentielle est également le
modele de duree de vie pour un systeme idéal sans
usure. 1/A étant I'espérance de vie du systeme.



II. LOIS CONTINUES USUELLES:

1- LOI NORMALE (Laplace-Gauss) .4 (u , &)

Une V.A.C. X suit une loi Normale de moyenne u
et de variance &?si :

1) X(Q)=R

] . -1
2) lad tadef est: f — [IxOR
) ladensitédef est: f(x)= 0«/7 (x ,u)j X

On note X~ 4 (u , &)

Moments :
> Espérance et Variance:

Si X~» A4 (u,ad? alors: E(X):,U et V(X):



Densité de la loi .4 (u , 6)

XV
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II. LOIS CONTINUES USUELLES:

Propriéeté 1
Si:X~x 4 (u, &) et si Y=aX+b alors YA» ./ (au+b, aZcd
Propriéetée 2
Si Xs A (u,?) et si Y~sr AU, 02
et si X et Y sont indépendantes, alors
S=X+Y ~7 A (u+u , &+07?)

Propriéeté 3
Sit X~ A (u, 0?) alors 7 = X;/’ —~> (0, 1)
On dit que Z suit la loi normale centrée réduite.




II. LOIS CONTINUES USUELLES:

Remarque :
Si X suit une loi Normale centree réduite alors:
ladensitéef esttOx R f —exp(— x2\

> Fonction de Répartition de .7 (0, 1) et Propriétés :

F(x) = j_xw%ex;{ 2 )dt
F(0) =P(X <0)=05 <

et
F(196) = 0,975




P&

o4

03

02

01

00

68%0 des valeurs

<—— dans1S

de la moyenne

95906 des valeurs
dans 1.96 S

de la moyenne

999%0 des valeurs

dans 2.58 S
de la moyenne

151



III. Approximation de LOIS :

1- Approximation de la loi Binomiale par la loi de
Poisson :

Si n=230et p<01 alors Zn, p) = =np

Exemple:

Soit X une VA suivant une loi binomiale % (n=36, p=0.04)
P(X =3)=(3,0.0£0.96°= 0.118

En effet, par le logiciel R, on obtient:

> dbinom(3, 36, 0.04)

[1] 0.1188034

> choose(36, 3)*.0413*%,96"33

[1] 0.1188034 Pt

> dpois(3, 1.44) # siX~sr(4); P(X =3)=€"7:=0.1179 aved =1
[1] 0.1179104 '



III. Approximation de LOIS :

2- Approximation d‘une loi Hypergéomeétrique par
une loi Binomiale :

n
si le taux de sondage est inférieur a 10%:7 :NS 01
Alors :

AN, n, Np) =7 (n, p)

En effet, par le J@qiciel R, on obtient:

> dbinom(3,10,0.2)
[1] 0.2013266

> dhyper(3,20,80,10) N — Np ; )Ol] N =100 et p= 02

[1] 0.2092081




III. Approximation de LOIS :

TCL (Théoreme Central Limite)
Le théoreme central limite est un théoreme fondamental

de la théorie statistique. Dans sa forme la plus simple, il
prescrit que la somme d’'un nombre suffisamment grand de
variables aleatoires indéependantes et distribuées
identiguement suit approximativement une loi normale.

On peut par exemple, a 'aide du theoreme central
limite, utiliser la loi normale comme approximation
de la loi binomiale, de la loi de Poisson, de la loi
gamma, de la loi du chi-deux, de la loi de Student,
de la loi hypergéomeétrique, de la loi de Fisher et de

la lol lo gnorm ale. (extrait du dlictionnaire encyclopédique de Yadollah ~ Dodge)



III. Approximation de LOIS :

3- TCL (Théoreme Central Limite)
Soit X, X5, ..., X, une sulte de n vanables aléatolres

independantes de méme loi (quelconque) ayant une
moyenne Wy et une vararnce fine o~

On définitlasomme S, =X; + X, +... + X,

Alors
_S,-E(s)_S -—nu

Z o " Jno =~ _4(0, 1)

De méme .

X — 11 X -
Z= = =4/n ﬂzﬂo,l)
ou X:%



III. Approximation de LOIS :

4- Approximation de la loi Binomiale par la loi
Normale

Soit X, X5, ..., X, une sulte de n vanables aléatolres
independantes de méme loi Bernoulli (p).

On définitlasomme S, =X; + X, +... + X,

Alors si n=30etnp=5etnq=5

Z:S‘_E(&):\MF_pzﬂo,J)

O m




Exemple:

Soit X une VA suivant une loi binomiale % (n=36, p=0.2)

On désire calculer P (X = 7) ?

n=36230; np=7225 ; nq=28425= X =N(72;/576)
TCL

En utilisant, ce qu'on appelle, la correction de continuité :
P(X =k)=P(k-0.5< X< k+0.5)

P(X =7)=P(X<7+0.5)- P(X< 7- 0.5F F(7.5r F (6.5
6.5 7.

_75-72
=M \/5.762) M J5.76

En effet, par le logiciel R, on obtient:

> dbinom(7, 36, 0.04) P (X =7)=(,0,20,8°= 0,16
[1] 0.1653428

> pnorm((7.5-7.2)/sqrt(5.76))- pnorm((6.5-7.2)/sqrt(5.76))
[1] 0.164

§= 0.164



III. Approximation de LOIS :

5- Approximation de la loi de Poisson par la loi
Normale :

Soit X une vanable aleatoire de loi de Poisson(A);

Alors si A>18




