LOGARITHME NEPERIEN

1) DEFINITION

Rappel
La fonction exponentielle est une bijection de IRsur ] 0 ; +oo [.

C'est-a-dire que pour tout b € 10 ; +oo [, il existe un unique réel a tel que e%=5b .
On note a =1n b, ce qui se lit logarithme népérien de b . Ainsi a tout réel x strictement positif, on peut associer un unique réel noté In ( x ).

Définition
On appelle fonction logarithme népérien la fonction qui a un réel x strictement positif, fait correspondre In (x ) . On écrit souvent In x au lieu
In:]0;+0[— R deln(x)
X — Inx
Remarques :
e La fonction In est une bijection de ] 0 ; +oo [ dans IR.
o x e RX yelR . . . . . o .
e L'équivalence y=Inx o traduit le fait que les fonctions exponentielle et logarithme népérien sont réciproques I'une de l'autre.
= =x
Propriétés
e Pour tout réel x strictement positif,ona e Inx_, e Inl=0
e Pourtoutréelx,ona Ine*=x e Ine=1
Remarque :

La fonction exponentielle transformant une somme en produit, on peut penser que la fonction logarithme népérien qui est sa fonction réciproque,
transforme un produit en somme.

2) PROPRIETES ALGEBRIQUES

Propriétés

Pour tous réels a et b strictement positifs on a :
e In(axb)=Ina+Inb N

) » nva =Ltina
On peut généraliser cette propriété a plusieurs nombres. 2

1_
¢ ln;——lna e PourtoutneZ, Ina”=nlna

e In%=lna-lnb
b

Preuve :
Les démonstrations se font principalement en utilisant les propriétés de la fonction exponentielle.

eclnatinb_clnay, Inb_y.p  OrsieVY=x,alors y=Inx. Onadonc Ina+Inb=In(axb)

. e-lna: 1 :l donc -lnazlnl
elna a a
Ina
eelna-lnb_e % _a 40 jng-np=In2
e b b onc Ina-In nb

lna:ln(\/ZX\/;):ln\/;+ln\/_:21n\/; donc In a:%lna

e Pourtoutn € Z, e"ln“=(eln“ )n= a™ donc Ina”?=nlna

3)ETUDE DE LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

Propriété

La fonction In est strictement croissante sur IR . La croissance de la fonction In est lente.
Par exemple : In (10 *) ~ 18,42

Preuve :

Soit a et b deux réels strictement positifs tels que a < b.

Supposons que Ina>1Inb

La fonction exponentielle étant croissante on aurait e Inas b done a>b ce qui est en contradiction avec I'hypothése.
On ne peut donc pas avoir Ina > 1In b.

Onadonc Ina<Inbd

On en déduit que la fonction In est strictement croissante sur | 0 ; 4o [.




Conséquences

Pour tous réels strictement positifs a et b e lna<lnbes a<gbd

e Ina=lnbs a=b e a>1 & Ina>0

e Ina<hnbs a<b e si 0<a<1 alors Ina<0

Propriété

La fonction In est continue et dérivable sur IR} et pour toutx € IRY ,ona In'x= 1
X

Preuve :
e Démontrons que la fonction In est continue en 1, c'est-a-dire que lim1 Inx=1In1 ou aussi lim1 Inx=0
X —> X —>

Pour tout réel e >0 ,ona: -g<lnx<e << e f<x<et

En prenant ¢ "assez petit", et en remarquant que e~ ¢ <1 <e® | on en déduit que In x est aussi proche de 0 que 1'on veut, lorsqu'on prend x
suffisamment proche de 1 .
On a donc lim] In x = 0 et par conséquent la fonction In est continue en 1.

x—

e Démontrons que la fonction In est dérivable en 1, pour cela cherchons hhmo In(1+ 21 -lnl
5

Pour % "assez petit", posons In(1+4) =H onaalors 1+h=¢e H o par conséquent h=e H_
La fonction In étant continue en 1, lorsque /4 tend vers 0, In ( 1 + /) ¢'est-a-dire H tend vers 0.

In(l+h)-Inl1_ H-0 _ H

Ona
h eH_o1 eH_y
. . eH_ e . .
Or on sait que lllir}) =1 (nombre dérivé de la fonction exponentielle en 0)
On en déduit  lim =1 1 et parconséquent lim In(l+h)-lnl _ 1
H— 0 e H_ 1 1 h—0 h

La fonction In est donc dérivable en 1 et son nombre dérivé en 1 est 1.

e Soita € ]0; 40w [ . Démontrons que la fonction In est dérivable en a .

m4th 1n(1+£> 1n<1+ﬁ>
In(a+h)-Ina_ a _ - a)_1, a

On peut écrire
h h

On obtient alors In(ath)-lna_

Posons Hzﬂ. ix
a a

Lorsque 4 tend vers 0, L tend vers 0, et lim =1
a H—0

Ainsi lim I0(eth)-na_ 1
h—0 h a

In(l1+H
H

La fonction In est donc dérivable en a , pour tout @ € IR .

Donc In est dérivable sur IR* et pour toutx € IRi ,ona In "x=

==

Remarque :

On sait que pour toutx > 0, ¢ I

X = x . Ainsi en utilisant la propriété de dérivation des fonctions composées, on peut écrire pour tout x >0 :

(elXy—(ln'x)x eM¥ o (x)=(In'x)xx < In'x=1
X

Propriétés
° lim In x=+ e lim Inx=-0
X =+ x— 0+
Preuve :
e SoitM > 0.
Pour toutx>0,ona: Inx> Mo x>eM

Ainsi, six>eM ona mx>M
Ce résultat est vrai pour tout M >0 . On en déduit que . E)leln x=+o0

e Pour étudier lim Inx, posons X = L cest-adire x=1
x— 0+ X
Lorsque x tend vers 0 par valeurs positives X tend vers +oo.
Ona Inx=InLl=-InX
X

Donc limInx=

lim -InX . Onsaitque _lim InX=+0 donc lim Inx=-w
x— 0+ X— +o0 X— +o0 x—> 0+
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Tableau de variations : X 0

+00
In

-0
Propriétés
o limn(l¥x)_y

x—>0 X

e In(1+x) apour approximation affine x au voisinage de 0

Preuve :
e Déjavu! Ce résultat se retrouve facilement en utilisant la définition du nombre dérivé de la fonction In en 1.

e L'approximation affine de In(1+x) auvoisinagede OestIn1+1In' 1 xh=0+h=h

Propriétés
o Inx . Au voisinage de l'infini x 'emporte sur In x.
o lim Z==0 e lim xInx=0 & P
x>+ x x—> 0+
Preuve :
e Pour déterminer lim Inx , posons X=Inx ona alors e X=yx
x—>too  x

Lorsque x tend vers +o , In x tend vers +o0, donc X tend vers +oo.

On peut écrire Inx_ X gone lim IX_ jim X
x X x>ty Xt X
. X . .
Oronsaitque _lim & =40 donc _lim X 0 et par conséquent  lim Inx_,
X >+ X X~>+aoeX X —>+o x

, . . 1 1
e Pour déterminer llrgl xInx ,posons X=— onaalors x==
x— 0+ X

X

Lorsque x tend vers 0 par valeurs positives , 1 tend vers +oo, donc X tend vers +oo
X

On peut écrire x lnx=llnl= Linx ~.nX
X X X X
Or on sait que _ lim InX_0 donc _lim -InX_¢ o par conséquent  lim xInx=0
X—>+0o X X—>+0o X x— 0+

Représentation graphique :

e Onavuque lim Inx=-o
x— 0+

La courbe de la fonction logarithme népérien a pour asymptote verticale I'axe ( Oy )
e Onavuqueln(1+x) apourapproximation affine x au voisinage de 0.

La courbe a pour tangente au point d'abscisse 1 la droite T d'équation y =x - 1 //
En étudiant x —— Inx - (x - 1), on peut justifier que la courbe se situe au-dessous de cette tangente. - 1 3 i

o Les fonctions exponentielle et logarithme népérien étant réciproques 1'une de l'autre, leurs courbes dans
un repéere orhtonormal sont symétriques par rapport a la droite d'équation y = x .

Propriété

Si u est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I, la fonction
In o u qui ax associe In (u (x)) est dérivable sur I, et pour toux x € [ ,ona:
(1n0u(x))':ﬂil
u(x)

Preuve :
La fonction In est dérivable sur ]0; +oo et la fonction u est dérivable et strictement positive sur [ . On en déduit que la fonction In o u est dérivable
sur I, et pour toux x € [,ona:

(lnou(x))'=u'(x)xIn'ou(x) =ux I _u'(x)
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4) LOGARITHME DECIMAL

La fonction logarithme népérien est particuliérement intéressante du fait de sa propriété de transformation d'un produit en somme. Mais comme on
utilise, pour écrire les nombres, le systeme décimal, on lui préfére parfois une autre fonction possédant la méme propriété¢ de transformation de
produit en somme mais prenant la valeur 1 lorsque x = 10 (et donc la valeur 2 lorsque x = 100, la valeur 3 lorsque x = 1000 etc...)

Cette fonction sera appelée fonction logarithme décimal ou fonction logarithme de base 10.

Définition
On appelle fonction logarithme décimal et on note log la fonction définie sur ] 0 ; 4o [ par :
log: ]0;+0[— IR
. . In x
In 10
Propriétés
e Jlogl=0 et loglo=1
e Pour tous réels a et b strictement positifs on a :
log(axb)=loga+logh ; logl=-loga ; log%=loga-logb ; log\/_=%loga
a
e PourtoutneZ, loga™=nloga
Preuve :
° logliln] =0 =0 et loglOszI
In10 In10 In 10
_In(axb)_Ina+tInb_Ina . Inb _
1 b) = = = + =1 +log b
° loglaxb) =7 n10 10 1o o4 %
In
1 HZ Ina Ina
e log—= =_ =- =-1
%87 10 Wm0 i 2¢
a
. logd= b:lna—lnb:lna_lnb:loga_logl7
b Inl10 In 10 In10 In10
1
—Ina
InJa _2 1 Inag _1
o 1 = = == ==1
oga = NG~ TT0 "2 i 3 %8¢
n
e Pourtoutn € Z, loga”zlna —rlhna_ lrla:nloga

In10 In10 In 10

Remarques :
o La fonction logarithme décimal étant définie par logx =k xInx avec k= ﬁ
n

11 est facile d'étudier ses variations et de donner sa courbe représentative.

e Soit a un réel strictement positif tel que a = 1 .
On définit de manicre analogue la fonction logarithme de base a, notée log, :

log,: ]10;+o[—> 1R
Inx

X
Ina



