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FONCTION EXPONENTIELLE

Définition et premieres propriétés

y=Inx

Nous pouvons généraliser la démarche
qui nous a permis d’'introduire dans le
chapitre précédent le nombre e. 1l suffit
de remplacer le nombre 1 par un nombre
réel a quelconque : il existe un unique
nombre réel b tel que : In(b) = a.

Ainsi, pour a = 1, on trouve b = e. Pour
a = 2, on trouve b = ¢2. Pour a = 3, on
trouve b = e3. Pour a = —1, on trouve
b=el.Et pour a = n, ol n est un entier
relatif, on trouve b = e”.

-2+
' Le nombre b tel que In(b) = a est appelé exponentielle de a et noté e. )

Nous définissons ainsi une nouvelle fonction, appelée fonction exponentielle, notée exp,
définie sur R et prenant ses valeurs dans ]0; +ool.

In . ex]
10;+o00[ —— R et en sens inverse ]0;+oo[<—p R

Notation : On notera le plus souvent exp(x) = e”*.

Proposition 1 :

e Pour tout réel x, e* > 0.

e Pour tout réel x et pour toutréel y >0,ona: ye=e* < x=In(y)
e Pour tout réel x, In(e*) = x

« Pour tout réel x >0, &™) = x

Remarque: Ona:
In1)=0<=¢e’=1

Exemple : Résoudre dans R 1équation suivante :

e =1 e In(x)=2
=1l x=In(l) <= x=0 In(x)=2 < x=¢2

° Zt—lzl 1
€ e In(Bx) ==
ell=1=2t-1=In1) =0 = 2 1 .
2t:1<=>t:% ln(Sx):%@Sx:eE@x:%
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Propriétés algébriques

Proposition 2 :

Pour tous réels a et b,

Comme pour la fonction logarithme népérien, on peut tirer plusieurs conséquences de cette
propriété fondamentale de la fonction exponentielle :

Proposition 3 :

1
e Pour toutréel a, e % = —
e

a

a-b_ €
eb

o Pour tout réel a et pour tout entier relatif n, e"* = (e%)"

e Pourtousréelaeth,e

Preuve.

e Ona: )
e?xe“=¢’=1donce *=—
ed
e Ona B
_ _ 1 e
P b:eaxeb:eax_:_
eb eb

e Ona

e"“=explat+a+---+a|l=e“xe’x...e’=(e)"

~~

n fois n fois

Exemple : Soient x et y deux réels. Simplifier le plus possible les expressions suivantes :

2Xx
1 e = p¥tX = p2%
Coer 2X\3 o (p—X\2
— p2X—X — pX 4. (e7)° x(e™)
- - — er % e—2x — er—Zx — e4x
) (e%)?
s 5. €% x e ¥ x (e%)?
e2x =1xe ¥ x X =p Xt2X _ X
_ er—x =¥
= = = X
eX e —x
6. —xe)
er ey
3. _e—x —e¥ Y x eV X=X yty—x = o0 1
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ETUDE DE LA FONCTION EXPONENTIELLE

Dérivée et sens de variation

l La fonction exponentielle est dérivable sur R et (ex p(x))/ =exp(x). J

Preuve. On considere la fonction f définie sur R par: f(x) = In(exp(x)).
, (exp(x))’
Ona f'(x) = ————.
exp(x)
Mais on sait par ailleurs que In(exp(x)) = x et que donc f(x) = x. Donc, on a également f'(x) = 1.
Ainsi,
. (exp(x))’

et donc (exp(x))’ = exp(x)
exp(x)

Proposition 5 :
' La fonction exponentielle est strictement croissante sur R. J

Preuve. Pour tout réel x, on a (exp(x))’ = exp(x) > 0. Donc, la fonction exponentielle est strictement
croissante sur R. ]

On déduit de ce théoreme les propriétés suivantes :

Proposition 6 :

Pour tousréels aet b :
o ¢%=eP si, et seulement siia=Db
o %> el si et seulementsi, a=b

Exemple : Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :

3x+5

L & _ p2x2-1

3x+5-3+2x 2x%-1 5x+2 2x%-1

— 5x+2=2x>—

e =e — e =e

e3—2x
1 < 2x?—5x+1=0.0n calcule le discriminant A = (=5)2 -4 x2x1=25-8=17.1ly
a donc deux racines qui sont :

5-V17 5+/17

et X2 =

X
! 4 4
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2. ex2+x—1 =1
Onae’ 1 =1 e 1= e x2+x—1=0.On calcule le discriminant A =
1+4 =5.1lyadonc deux racines qui sont :
-1-v5 . _1+v5

X1=——m——— e X
! 2 2 2

3. e?*<e¥
Onae** <e* < 2x<x < x<0.Dongc,

& =] —00;0]

4. e?%e¥ <1
2 2 . N z
Onae2xe’ <1< e**™* < e’ < 2x+ x? < 0. Les racines de ce polynome de degré
2 sont 0 et —2. On en déduit le tableau de signe suivant :

X —00 -2 0 +00
Signe de
+ 0 - 0 +
X% +2x
Et dong,
F =]1-2;0]
Limites

Proposition 7 :

La fonction exponentielle a pour limite +oco en +o0o:

lim e*=+c0
X—+00

Proposition 8 :

La fonction exponentielle a pour limite 0 en —oco :

lim e*=0
X——00

L'axe des abscisses est asymptote horizontale a la courbe d’équation y = e* en —co.

Exemple : Calculer
li ! li L li !
im exp(—| ; limexp|(—| ; lim exp|—
X—+00 P X x—0~ P X x—0* P X
.1 ¢ i . 1
e Ona lim —=0etlime” =1.Donc, par composition, lim exp|—|=1.
X—+00 X X—0 X—+00 X

5
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.1 . o . 1
e Ona lim — =-ocoet lim e~ =0.Donc, par composition, lim exp (—) =0.
x—0" X X—-o00 x—0~
.1 . X o . 1
e Ona lim — =+ooet lim e =+o00. Donc, par composition, lim exp|—| = +oo.
x—0*t X X—+o00 x—0*

=

Courbe représentative

. xgmw e* = 0 donc I'axe des abscisses est
asymptote a la courbe représentative
de la fonction exponentielle en —oco.

o La fonction exponentielle est la fonc-
tion réciproque de la fonction loga-
rithme népérien.

Dans un repére orthonormé, leurs
courbes représentatives sont symé-

triques par rapport a la droite 2
d’équation y = x.

Croissance comparée

Proposition 9 :

( . . - 2 N .. B )
Soit n un entier supérieur ou égal a 1. On a les limites suivantes :
ex
lim x"e*=0 et lim — =+o0
X——00 x—+oo x"
En particulier, lorsque n =1
X
. x . e
lim xe" =0 et lim — =+oc0
X——00 X—+oo X
\, J/

Remarque : Ces limites sont des formes indéterminées. Pour lever de telles formes indéter-
minées, on applique les résultats de croissance comparée.
On retient que I'exponentielle « 'emporte » sur les puissances de x.

Exemple :
e lim x?e*=0
X——00

e lim e*—x=+0c0
X—+00
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ETUDE D’UNE FONCTION DE LA FORME exp (1)

Proposition 10 :

(I Y P q : 2 2
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I, alors la fonction composée f = e* est dérivable |
surlet

vxel  fl(x)=u(x)e"™

On note en abrégé
(eu)/ = u/eu
\, J/

Exemple : Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e* 4% +2x=3 Calculer f'(x).
Posons u(x) = x> —4x*+2x—3.0na u/(x) = 3x* —8x+2. Dong,

£l =t/ ()e"W = (3x2% — Bx +2)e* ~4¥ +2x-3

Exemple : Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e>* 15" +36x-25

1. Calculer les limites de f en —oco et +o0.

Ona:
i 3 2 = i 3 = o,
xl_l’r—noozx o abrme= xl—l»r—noox T par composition
. 3_ 1542 B
lim eX=0 lim ¢2< ~15%°+263-25 _
X—-o00 X——00

. 3 2 _ 3 .
m 27 —15x7 +36x —25 = x1—1>IPoox + -0 par composition

2x3-15x%+26x-25 _

lim &* = +o00 lim e +0o

X= 400 X—+00

2. Etudier les variations de la fonction f.
Posons u(x) = 2x3 —15x2+36x—25. Alors, u'(x) = 6x2—30x+36 = 6(x*—5x+6). Donc,

£(x) = u (x)e"™ = 6(x2 —5x + 6)ezx3—15x2+36x—25

Une exponentielle est toujours positive. Il ne nous reste donc qu’a étudier le signe de
x?—5x+6.0naA=(-5)2-4x1x6=25-24=1.1ya donc deux racines qui sont :

5-1 5+1
X1=——=2 et Xo=—=3
2 2
On en déduit le tableau de signe de f’(x) et ainsi le tableau de variations de f :

X —00 2 3 +00

6(x> —5x+6) + 0 —~ 0 n

2% ~15x%+36x-25 + + +

f(x) + 0 - 0 +
23 +00

Variations / \ /
de f
0 e?
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EXERCICES

m Simplifier les écritures suivantes :

, , ) ) 1 er+l
_ . _ (aX -X X -x\2. A X x_ 1. _
A=(e9) _e—2x’ B=(e*+e )= (e*—e )", C=e (e ex)’ D= ol-x
(ex+2)2 e2x+In2 eX+in8
- : - 2x+1 o o2-X). - : -
E—W, F—ln(e X e ), G= o x ’ H_ex—ln2'
m Résoudre dans R les équations suivantes :
1. ¥t l=] 4. In(e*)=e* +x
3x+5
2 ﬂ - e2x2—1 5 eln(x2+l) —In (el—xz) — 1
© e3-2x * 2
3. 2 —e"-1=0 6. In(e™) +e™ M =0
m Résoudre dans R les inéquations suivantes :
1. ex>e 3. eXe <1
2. e?*<e” 4, g m10x42l 5
m Déterminer les limites des fonctions suivantes en +oo et en —oo:
— 2 e*+1
1. f(x)=e"*-1 7. [(0)= >
. X*—=X
2. f(x)=xe*-2 2x+1
8. f(x)=exp
3. fx)=4-2x+e" x+3
e —1 9. f(x) — ex2—3x+1
4. f(x)= x
10. f(x)=(01-2x)e
5. flx)=e" 11. f(x)=x+1+xe"
6. F(0) =~ +1-3¢" 12, f=E=C
. fx)==+1-3e f) =
X e*+e™*

Déterminer les limites des fonctions suivantes en 0 :

e*—1 *_q
L f()=— 3. fn)=2
2x
2. f(x)= P

[KWe) Calculer les dérivées des fonctions suivantes :
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1. f estdéfinie sur R par f(x) = e* — (e)?

x2

2. f estdéfinie sur R par f(x) = el_x
e

3. f estdéfinie sur R par f(x) = e 5 pX°—2x+1

On a tracé ci-dessous, la courbe € représentative de la fonction f définie sur R par

fx) =

l+e¥
y
2
— 2
N
UL
4 | |30 [ 2| L1 |0 1] | 2 3, |4 X
1 \\
SN
N T~ %

[a—

. a. Calculer f(=In7) et f (In3).
b. Résoudre dans R1'équation f(x) =0.

N

. La courbe C¢ représentative de la fonction f admet-elle des asymptotes?

. a. Onnote f'la dérivée de la fonction f. Calculer f'(x).

w

b. Etudier les variations de la fonction f.

4. Déterminer une équation de la tangente T a la courbe €r au point d’abscisse In3.

m Soit f la fonction définie pour tout réel x par f(x) =e* + e—lx. On note f’la dérivée de
la fonction f.

1. On note f’ la dérivée de la fonction f. Calculer f’(x).

2. Donner le tableau de variations de f.

3. En déduire que pour tout réel x, e* +e™* = 2.

3-2x
m Soit f la fonction définie pour tout réel x par f(x) = peant
1. a. Montrer que pour tout nombre réel x,ona: f'(x) = (2x—5) xe™™.
b. Etudier les variations de la fonction f.

2. Déterminer une équation de la tangente a la courbe représentative de la fonction f
au point d’abscisse 0.

KM Soit f la fonction définie sur R par f(x) = (4 — x)e* — 2.
1. a. Déterminer, en justifiant avec soin, xlir_n f(x) et xlir+n f(x).

b. La courbe Cf représentative de la fonction f admet-elle des asymptotes?
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2.
3.

m Soit f la fonction définie sur R par f(x) =

tive.

1.
2.

6.

a. Onnote [’ la fonction dérivée de la fonction f. Calculer f'(x).
b. Etudier les variations de la fonction f.

Déterminer une équation de la tangente T a la courbe 6 au point d’abscisse 2.

X

1+e*

On note 6 sa courbe représenta-

Calculer f’(x). En déduire le sens de variation de f.

4
=L puis calculer les limites de f en +oo et en —oo. En déduire
e
'existence d’éventuelles asymptotes.

Montrer que f(x) =

Résumer les résultats précédents dans un tableau de variation.

On appelle (T) la tangente a € au point d’abscisse 0. Déterminer une équation de
(D).

. Soit d la fonction définie sur R par d(x) = f(x) — (x +2).

—(e* =1 2
a. Vérifier que d'(x) = Gl et en déduire les variations de d.
(e* +1)2
b. Calculer d(0) puis étudier le signe de d(x).
c. En déduire la position relative de ¢ et de (T).

Tracer les asymptotes trouvées a la question 2, la tangente en 0, et la courbe €.

m Soit g la fonction définie sur R par:

1.

glx)y=e*—1+x

a. Montrer que g est croissante sur R.

b. Calculer g(0). En déduire, pour tout réel x, le signe de g(x) selon les valeurs de x.
On considere la fonction f définie sur R par :

fx)=x+1- pe
On note € sa représentation graphique dans un repere orthonormé d’unité 2 cm.

a. Calculer lim f(x).
X—+00

b. Montrer que la droite 9 d’équation y = x + 1 est asymptote a € en +oo.

c. Justifier que:
xlir_n f(x) =+o0

. a. Montrer que la dérivée de f vérifie, pour tout réel x, la relation :

g(x)
ex

fl(x)=

b. Dresser le tableau de variations de f en y faisant figurer les limites calculées a la
question 2.

Montrer que la dérivée seconde de f vérifie, pour tout réel x, la relation :
2—x

ex

fll(x) —

Etudier la convexité de f.

. Tracer I’allure de la courbe ¥ et de la droite 9.

10
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