08 - Etude d'une fonction exponentielle (exercice corrigé)

ETUDE D'UNE FONCTION EXPONENTIELLE

. 1
Soit f la fonction définie et dérivable sur |0; +oo[, définie par : f(z) =€ + =

1. Etude d’une fonction auxiliaire
(a) Soit la fonction g définie et dérivable sur [0 ; +oo[, définie par : g(z) = z%e® — 1. Etudier le
sens de variation de la fonction g.
(b) Démontrer qu'il existe un unique réel a appartenant a [0 ; +oof tel que g(a) = 0.
Démontrer que a appartient a P'intervalle [0,703; 0,704].
(¢) Déterminer le signe de g(z) sur [0 ; +ocf.
2. Etude de la fonction f
(a) Déterminer les limites de la fonction f en 0 et en +-o0.
(b) On note f la fonction dérivée de f sur 'intervalle |0 ; +oo.

. iy g(z
Démontrer que pour tout réel strictement positif =, f'(z) = 32).

(c) En déduire le sens de variation de la fonction f et dresser son tableau de variations sur
I'intervalle |0 ; +-ool.

1 1
(d) Démontrer que la fonction f admet pour minimum le nombre réel m = o + =,

(e} Justifier que 3,43 < m < 3,45.

Corrigé
1) a)Vx €[0; +oof, g'(x) = e* (x? + 2x) b)
Ore* >0 9(0) =-1

Le signe de g’ (x) dépend du signe de x? + 2x
lim x? = 4o

2
x*+2x=0 x=00ux=-2 Xt oo S 2
: ar produit lim x“e* = +oo
lim e* = 4o parp e +
X—+00
Par somme, lim g(x) = 4o
X 0 +00 x_)+mg( )=+
e* +
X + Donc la fonction g est continue et strictement
x +2 + croissante sur [0 ; +oo.
g'(x) + Donc d’apres le corollaire du théoreme des valeurs
tToo intermédiaires, 'équation g(x) = 0 admet unique
solution a sur [0 ; +oo[ .
g
-1

g(0,703) = —1,79%x 102 et g (0,704) = 2,05 x 10~3
g (0,703) < g (a) < g (0,704)
©(0,703 < a < 0,704]

c)Vx €[0; +oof
—Sur[0;a[,|g(x) <O
—Sur [a; +oo[,|g(x) >0
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2) a) 2
f(x)=ex+%= xe* +1

X

limxe*+1=1
x>0 par quotient lirr& f(x) = 4+
X—

limx= 0
x-0

lim e*4+1= 4o

x>+ 00
1 par somme | lim f(x) = +o
lim —= 0* X200
x—+00 X

b)Vx €]0; 4oof

1 x%e*—1

f'(x) = e"—;=

x2
, g(x)
ef' () =—7
X
c)
X 0 a 400
g(x) - +
x> + +
g'(x) - +
—+00 +oo
g
d)
fla) = “+1
a)=e g
2,a a 1 1 1
Orgla)=0 © a%e?—1=0 e =; doncf(a)=¥+a

e)

0,703 < a < 0,704
11

©0703” a" 0704

0,703 < a < 0,704
1 1

C0,7032 " @~ 0,708)

D’ou
1 + 1 S 1 + 1 S 1 + 1
0,703 ' (0,703)>” a ' a®~ 0,704 ' (0,704)%

1 1
©|3,45>=+=>343
a a
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